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Preface مقدمة‎ 
About the Text ا حول الكتاب‎ 


لقد طورنا هذا الكتاب لاستخدامه فى العديد من المقررات المتتابعة فى نظرية طرائق التقريب العددية 
وتطبيقاتها. لقد صتّمناه بداية لطلبة السنة الثالثة في مستوى تخصصات: الرياضيات والعلوم والهندسةء 
الذين أنهوا السنة الأولى الجامعية على الأقل من سلسلة التفاضل والتكامل. 

إن معرفة الأسس في جبر المصفوفات والصيغ التفاضلية مفيد» ولكننا عرضنا مقدمة للمادة المتعلقة 
بهذه المواضيع؛ كي لا تكون هذه المقررات متطلبات سابقة للكتاب. 

إن الطبعات الأولى من التحليل العددي قد استخدمت فى حالات متعددة واسعة. وفى بعض 
الحالات أكّد التحليل الرياضي المتضتن في تطوير طرائق التقريب عوضًا عن الطرائق نفسها؛ وفي 
حالات أخرى كان التأكيد بعكويا: ١‏ 1 

لقد استعمل الكتاب أيضًا مرجعًا رئيسًا لمقررات المستوى الأول من الدراسات العليا فى تخصصات 
الهندسة والحاسوب» وكذلك فى مقررات السنة الأولى من التحليل الابتدائى المعطاة فى الجامعات 
العا مية. ولقد أعددنا الكتاب نابات مستخدمين عدة من دون التنازل عن هفنا الأصلى. 

لتقديم طرائق تقريب حديثة» بيان كيفية عمل هذه الطرائق بحسب توقعاته ولاذاء ومتى» وتقديم 
أساس لدراسة متعمقة فى التحليل العددي والحساب العلمى. 
يحتوي الكتاب على مادة كافية لتغطي سنة دراسية كاملة؛ ولكننا نتوقع أن كثيرًا من المدرّسين 
سيستعملون الكتاب مدة فصل دراسي واحد» ويتعلم الطلبة في هذه الحالة كيف يحددون أنواع 
المسائل التى تتطلب طرائق عددية تحلهاء ويرون أمثلة لتنامى الخطأ الذي يمكن أن يحدث عند 
تطبيق الطرائق العددية. إنهم يتمكنون من تقريب حل المسائل التي لا يمكن إيجاد الحل الصحيح 
الدقيق لهاء ويتعلمون طرائق نمطية لتقدير حدود الخطأ للتقريبات بعدئذ؛ ويكون باقي الكتاب 
مرجعًا للطرائق التي لا تبحث في القرر. إن كلا المسارين - مسار لسنة كاملة أو مسار لفصل واحد- 
متوافقان وهدف الكتاب. 

شرح كل مفهوم في الكتاب بمثال. وتحتوي هذه الطبعة على 2500 تمرين جُرّب في أثناء 

التدريس» تتراوح ما بين التطبيقات البسيطة للطرائق والخوارزميات وتعميمات نظريتها وتطويراتها. 
بالإضافة إلى ذلك: تحتوي مجموعات التمارين العديد من المسائل التطبيقية فى مجالات متعددة فى 
الهندسة: العلوم الفيزيائية. الحاسوب» العلوم الحياتية والاجتماعية. وتظهر التطبيقات المختارة 
ماهية الطرائق العددية ووجوب تطبيقها في مواضيع الحياة الواقعية بوضوح وإيجاز. 
لقد تطورت مجموعة من حقائب البرمجيات والأنظمة الجبرية الحاسوبية (0۸5)؛ للحصول على 
حسابات رياضية رمزية. 

ويُعد Maple‏ و ودائة148560© من البرامج الشائعة في البيئة الأكاديمية. إن النسخ الطلابية 


ix 


مقدمة Preface‏ 
لهذه الحقائب البرامجية متاحة بأسعار معقولة لعظم أنظمة الحاسوب. وعلى الرغم من وجود 
ختلافات جوهرية بين هذه الحقائب من حيث الأداء والثمنء إلا أن استخدامها ممكن لتنفيذ 
عمليات الجبر والتفاضل والتكامل: وأن امتلاك حقيبة حساب رمزي أمر مفيد في دراسة طرائق 
لتقريب. حيث يسهل التوصل إلى حلول صحيحة باستعمال الحساب الرمزي. 
إن نتائج معظم الأمثلة والتمارين التي اخترناها قد تم وضعها باستخدام مسائل يمكن الحصول على 
جابات صحيحة لها؛ لأن هذا يتيح متابعة تنفيذ طريقة التقريب؛ وبالإضافة إلى ذلك فإن تحليل 
لخطأ لكثير من الطرائق العددية يتطلب الربط بينها. وتتطلب مشتقات عليا أو مشتقات جزئية عليا 
للدالة عملاً مضنياً غير مفيد فى حالة إتقان طرائق التفاضل والتكامل. أما إيجاد المشتقات رمزيًا 
فيمكن بسهولة» وعادة ما يسمح التبصر البسيط باستخدام الحساب الرمزي بالساعدة على عملية 
لتحديد أيضا. ولقد اخترنا 16م143 حقيبة معيارية؛ بسبب الانتشار الواسع والدعم التقني المساعد 
لذي يقدمه. ولكن يمكن استخدام 8 بديلا بعد إجراء بعض التعديلات الطفيفة. وقد 
أضفنا أمثلة وتمارين حيث وجدنا أن 688 قد تكون ذا فائدة كبيرةء وقد ناقشنا طرائق التقريب التى 
تستخدمها مابل 6ام/! عند عدم قدرته على حل المسألة بدقة. ١‏ 


اا الجديد في هذه الطبعة New for This Edition‏ 


ء٤‎ 





لقد مضى أكثر من 25 عامًا منذ ظهور الطبعة الأولى من هذا الكتاب الذي ظهر بعد عقد من التقدم 
المذهل في التقنيات العددية التي حصلت لتعكس تجهيزات الحاسوب الجديدة الواسعة الانتشار. 
في كل مراجعة من مراجعاتنا لهذا الكتاب أضفنا أساليب جديدة تبقي عرضنا عصريًا. ولم تضف 
هذه المراجعة بنودًا جديدة؛ وعوضا عن ذلك حسّنا عرض المادة لنجعل الكتاب أكثر فائدة للمدرس 
وأكثر متعة للقارئ. 

فعلى سبيل المثال أضفنا 200 تمرين تقريبًاء معظمها طبيعية معتادة؛ لنعطى المدرّس خيارًا أفضل 
ليعين ما يريده. وقد زدنا في حجم الكتاب قليلاً. مما أتاح لنا إضافة أكثر من 150 تعليقًا مفيدًا 
في الهوامش. 

الشكل الذي قدمنا فيه الطبعة الأولى لا يخلو من الابتكارء ولكنه قابل للجدل إلى حد ما 
فبدلاً من عرضنا لطرائق التقريب بلغة برمجة محددة (كانت لغة فورتران 20878810 هى الشائعة 
حينئذ). أعطينا خوارزميات تشبه شفرة تؤدي برنامجًا محكم الإنشاء في العديد من اللغات. وبدءًا 
بالطبعة الثانية. وضعنا كشغا ببرامج عن لغات محددة في دأ المعلم Instructors Manual‏ 
الخاص بالكتاب؛ وقد ازداد عددها في الطبعات اللاحقة. والآن قد رمّزت البرامجء وأصبحت 
متاحة إلكترونيا في معظم لغات البرمجة الشائعة وصفحات عمل 085. ولقد أضفنا إلى هذه الطبعة 
اعتماد 0ل للخوارزميات» وجميع هذه البرامج متاحة على الموقع الإلكتروني المرافق للكتاب 

http:/www.as.ysu.edu/~faires/Numerical-Analysis/ 


مقدمة xi Preface‏ 
وسنضع في الموقع الإلكتروني هذه البرامج المحدثة بحسب تغيرات البرمجيات وتعليقات 
مستخدمى الكتاب. وسنضيف مادة جديدة أيضًا فى الطبعات الجديدة بصيغة 80# التى يمكن أن 
يحملها الممتحدمون: وتام أن بطل هذا اف عمر الطيمة الثامنة حيبت قى المأدةمواكية العضر: 
22د المادة المضافة Supplemental Material‏ 
وكما كان في الطبعات السابقة» فإننا نعطي خوارزمية مفصلة لكل طريقة في الكتاب دون عرض 
البرنامج. ويمكن أن تُعطى الخوارزميات بصيغة يسهل ترميزها حتى من قبل ذوي الخبرة البرمجية 

المحدودة. 
وقد اخترنا في هذه الطبعة أن نضع البرامج في الموقع الإلكتروني المرافق للكتاب؛ لأن المراجعين 
اقترحوا أن ذلك أفضل من إرفاق الكتاب بقرص لهذا الغرض. 

يوجد لكل خوارزمية برنامج مكتوب في لغات البرمجة: 50:88» باسكال» »٥‏ و هلاول. 
وبالإضافة إلى ذلك رمّزنا البرامج باستخدام eامة»‏ و Matha‏ و 91187188 التي هي حقيبة 
برامج حاسوبية واسعة الاستخدام في تطبيقات الجبر الخطي. إن هذا يضمن وجود مجموعة من 
البرامج متاحة لأنظمة الحاسوب الأكثر شيوعا. وهناك دليل لدراسة الطالب 06أنا© $u‏ 81006 
متوفر مع هذه الطبعة؛ ويحوي حلولا مفصلة لكثير من المسائل. 

نرجو الاتصال بالمؤلفين إذا كنت مهتمًا بالدليل 8٥٥۸/٥٥۲‏ ۵۵ا ؛ إذ يمكنهم تزويد المدرسين 
بدليل المعلم nstruetors Manual‏ الذي يعطي أجوبة وحلولا للتمارين كلها في الكتاب. 
لقد أعيد توليد نتائج حسابات هذه الطبعة في دليل المعلم باستخدام البرامج على القرص لضمان 
الموافقة بين أنظمة البرمجة المختلفة. 

تؤدي الخوارزميات إلى برامج ذات نتائج صحيحة للأمثلة والتمارين في الكتاب» ولكن لم تجر 
أي محاولة لكتابة برامج مهنية ذات غرض عام. وبالتحديد فإن الخوارزميات لم تكتب دائمًا بصيغة 
تؤدي إلى برنامج يكون الأكثر كفاءة بدلالة الزمن أو متطلبات التخزين. وكلما حصل تعارض بين 
كتابة الخوارزمية الأكثر كفاءة وكتابة خوارزمية مختلفة قليلاً ت تشرح جوانب الطريقة المهمة شرحًا 
أفضل» وتعتمد الكتابة الأخيرة دائمًا. 


About the Programs البرامج‎ = 


لكل خوارزمية - يحتوي موقع المقرر الإلكتروني - برامج «Fortran «Java «Maple «Mathe-‏ © 
8718 هاه" وباسكال» ويوجد لبعض هذه الأنظمة برامج متعددة تعتمد على الطبعة المحددة 
للبرنامج المستخدم. لقد شرح كل برنامج بمثال يحل مسألة مرتبطة بما في المقرر» وإن هذا يسمح 
بتطبيق البرنامج بددءًا من اللغة التي تختارها لتشاهد صيغة المدخلات والمخرجات» ويمكن بعدئذ 
تعديل البرامج المتعلقة بالمسائل الأخرى بإجراء تغييرات طفيفة. إن صيغة المدخلات والمخرجات هي 
نفسها في أنظمة البرمجة بدرجة متقاربة. وإن هذا يسمح للمدرس الذي يستخدم البرامج وان يناقشها 
عمومًا من دون الأخذ في الحسبان بنظام البرمجة الخاص الذي يستعمله الطالب. 


أأ× مقدمة Preface‏ 


لقد بنيت البرامج م لتكون قابلة للتطبيق على الحاسوب ذي المواصفات الدنيا. ولتتمكن من 
استخدام الأنظمة ار تحتاج إلى البرنامج الحاسوبي المناسب مثل الجامع تلغات. Foriran‏ 
Pa‏ و € أو أي من أنظمة الجبر الحاسوبية Maple .Mat hen aia(‏ و 0087088). إن تطبيقات 
02 غريبة إلى حد ماء لذا تحتا ج إلى تشغيل البرامجخ» ويمكن تنزيل 4۷3ل بحرية من مواقع 
متعددة؛ وإن أفضل الطرائق ا على ۷4هل استخدام أداة بحث لتبحث عن الاسم» ثم ثم تتا 
موقعا للتنزيل: ومن ثم تنتبع تعليمات ذلك الموقع. تظهر جميع البرامج على صورة ملفات ASCLL‏ 
أو صفحات عمل ويمكن تغييرها باستخدام أي مخرر معالج نصوص ينتج ملف ASCLL‏ ملفا 0 
(وتسمى هذه أيضا باسم ملفات “نصوص فقط” Text only”‏ )ء :ولق تضمنت ملفات البرامج 
من ملفات “اقرأني” 08 بحيث يمكن التعامل مع خواص أنظمة البرمجة المختلفة. ك سه 
README‏ تظهر بصيغة 85011 وعلى شكل ملفات 508. وحيث لوت برمجية جديدة: فإنه يتم 
تحديث الخوارزميات ووضعها في الموقع الإلكتروني المرافق للكتاب. 


Suggested Course Outlines الكراكات لمخطط مقرر‎ EE 


لقد صم كتاب التحليل العددي بحيث يتيج للمدرسين المرونة في اختيار المواضيع ومستوى الإتقان 

عي > والتركيز على التطبيقات . وبالتوافق مع هذه الأهداف» فقد زودنا الكتاب بمراجع تفصيلية 
ئج التي لم د تشرح في المتنء وكذلك ات التي استخدمت لشرح أهمية الطرائق العلمية. 

وإن مراجع الكتاب المشار إليها هي تلك الأكثر احتمالاً؛ أن تتوافر في مكتبات الكليات التي تم 
تحديثها لتتماشى والطبعات الحديثة: ولقد ضمنا الكتاب نصوصًا من أوراق بحث أصلية ؛ ؛ إذ وجدنا 
أن هذه المادة متاحة للفئة المستهدفة من المستخدمين. 

إن الخطط الآتي يبين المتطلبات السابقة للفصول. وإن الابتعاد الوحيد عن هذا المخطط قد وصف 
أسفل الصفحة الأولى في البند (4.3). 
درس هذه المادة المؤلقون في جامعة Youngstown State University‏ بالاعتماد على المخطط الآتي : 


ا بم 
| 0 حا 


سإالباب 2| إالباب 6| |الباب 3| 


1 1 1 


1 E: 
| 5 الباب__ 5 | الباب 7 الباب 8 | الباب _ 4 | رالباب_‎ | 















































xiii Preface مقدمة‎ 


Acknowledgments شكر وتقدير‎ e 
إننا محظوظون بأن كثيرًا من طلبتنا وزملاثنا قد أعطوا انطباعاتهم عن الطبعات الأولى لهذا‎ 
الكتاب (الأصل باللغة الإنجليزية)» وقد أخذنا الاقتراحات جميعها فى الحسبان.‎ 
حاولنا أن نضمن فى الكتاب الاقتراحات جميعها التى تكمل فلسفة الكتاب» وإننا شاكرون لكل‎ 
من قضى وقنًا للتواصل معا عبر السنوات لتحسين الطبعات اللاحقة.‎ 
ونخص بالشكر أصحاب الجهود الكبيرة» وهم:‎ 


Robert Lantos, University Of Ottawa (Canada) 

Gustav Delius, University of York (UK) 

Warren Hickman, Westminster College 

Charles Nelson, Youngstown State University 

Eric Rawdon, Duquesne University 

Pedro José Paûl Escolano, University of Sevilla (Spain) 

Dennis C. Smolarski, Santa Clara University 

Joan Weiss, Fairfield University 

George Yates, Youngstown State University 

Roy Simpson, State University of New York, Stony Brook 

Richard Varga, Kent State University 

James Verner, Simon Fraser University (Canada) 

André Weideman, University of Stellenbosch (South Africa) 

Nathaniel Whitaker, University of Massachusetts at Amherst 

Dick Wood, Seattle Pacific University 

Tangan Gao, California State University Long Beach 

Jeffrey J. Heys, University of Colorado at Boulder 

Louis Tcheugoue Tebou, Florida International University 

Dana P. Williams, Dartmouth College 

وکما کانت سیاستنا في الطبعات السابقة » فقد استفدنا من مساعدة الطلبة في Youngstown State‏ 

Nicole في تحضير الطبعة الثامنة. إن مساعدنا القدير لهذه الطبعة هو نيكول كننجهام‎ University 

Cunningham‏ فشكرًا لك يا نيكول. 

نود أيضًا تقديم شكرنا لزملائنا أعضاء هيئة التدريس والإداريين في جامعة ينغستاون؛ إذ أتاحوا 

لنا الفرصة» وقدموا التسهيلات لإتمام هذا المشروع. 


ا مقدمة 


Preface 
أخيرًا نود شكر أولئك الذين قدموا إسهامات مهمة في تاريخ الطرائق العددية.‎ 
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أسس رياضية وتحليل الخطأ 


Mathematical Preliminaries 
and Error Analysis 


مقدمة 
درسنا (قانون الغاز المثالي) ۷-۸۷۸7 الذي يربط بين الضغط2» والحجم ۷» والحرارة 1 
وعدد المولات ١‏ في الغاز (المثالي) في مقررات الكيمياء الابتدائية. وفي هذه الصيغة؛ يعتمد 
ثابت ۸ على نظام القياس. 
افترض أننا أجرينا تجربتين لاختبار هذا القانون باستخدام الغاز نفسه في كل حالة. لقد 
كان لديك في التجربة الأولى 
P=1.00 atm, Y= 0.100 m‏ 
N = 0.00420 mol, R =0.08206‏ 
إن قانون الغاز ا مثالي يتوقع أن تكون درجة حرارة الغاز 


)1.00)(0.100( لاص 
NASKE FE‏ (0.00420()0.08206) كك 


وعندما قسنا درجة حرارة الغازء وجدنا أن درجة حرارته الحقيقية تساوي © *15. 


1 


والآن نعيد التجربة باستخدام قيم ١‏ و ۸ تفسهاء ولكن بزيادة الضغط بمثلين ونقصان 
الحجم بمثلين أيضا. وبما أن حاصل الضرب ۶۷ يبقى نفسه: فإن درجة الحرارة المتوقعة تبقى 
17€ ولكننا تجد أن درجة الحرارة الآن هي بج 199. 


2 الباب 1« أسس رياضية وتحليل الخطأ Mathematical Preliminaries and Error Analysis‏ 
ومن الواضح أن قانون الغاز الثالي مشكوك فيه. ولكن قبل الاستنتاج بأن القانون خطأء 
يتعين في هذه الحالة معاينة البيانات لنرى ما إذا كان الخطأ يعزى إلى نتائج التجربة. وإذا 
كان الأمر كذلك فربما تمكنًا من تحديد درجة الدقة المطلوبة في نتائج التجربة؛ لنضمن عدم 
وجود خطأ بهذا المقدار. 
إن تحليل الخطأ الداخل في الحسابات موضوع مهم في التحليل العددي. وسيدرس في 
الفقصل (2.1). 
وسيناقش هذا التطبيق السابق فى التمرين (28) من القصل (2.1). 
ويحتوي هذا الباب على مراجعة قصيرة لمواضيع التفاضل والتكامل في متغير واحدء التي نحتاج 
إليها فى الأبواب اللاحقة؛ بالإضافة إلى مقدمة عن التقارب: وتحليل الخطأ. والتمثيل الآلى 
للأعداد. 
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تعد مفاهيم النهاية والاتصال للدالة مواضيع رئيسة عند دراسة التفاضل والتكامل. 
تعريف 1.1 يكون للدالة ‏ المعرّفة على مجموعة الأعداد الحقيقية × نهاية قيمتها 1 عند النقطة 
و61 وتكقي lim f(x) = L‏ 
2 
إذا كان لأي عدد حقيقى 8<0: يوجد عدد حقيقى 0 < 8 بحيث يتحقق 
> اط - )| عندما للاء × و5 > إمد -ع| >0. 


(انظر شكل 1.1). - 


شكل 1.1 


F4 
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تعريف 2.1 
لقد طورت مفاهيم التفاضل والتكامل 
وتطبيقاته في أواخر القرن السابع 
عشر وأوائل القرن الثامن عشر. 
ولكن الصيغ الرياضية الدقيقة 
لمفهوم النهاية والاتصال لم تتبلور 
حتى جاء هينرج أبروارد هيين 
(1821-1881) وكارل فيرستراس 
(1815-1897) في القرن التاسع 

تعريف 3.1 


مبرهنة 4.1 


تعريف 5.1 


Review of Calculus 


افترض أن f‏ دالة معرّفة على مجموعة من الأعداد الحقيقية ل و كا © 0×» تكون الدّالة f‏ 


متصلة عند م« إذا كانت lim f(x) = f(xo)‏ 
مد 
وتكون الدّالة f‏ متصلة على المجموعة X‏ إذا كانت متصلة عند كل نقطة (عدد) فى × ل 


نستخدم الرمز (0)1 ليعبّر عن الدوال المتصلة جميعها على *. وعندما تكون × فترة على خط 
الأعداد الحقيقية» نحذف الحاصرتين ( ). 
نعبّر عن مجموعة جميع الدّوال المتصلة على الفترة المغلقة [ط,ه] بالرمز [طيه] . 
وتعرّف نهاية متتالية الأعداد الحقيقية أو الأعداد المركبة بطريقة مماثلة. 
افترض أن 3:0[,,1] متتالية أعداد حقيقية أو مركبة. 
يكون للمتتالية :-م,[13 نهاية × ( تتقارب المتتالية إلى × إذا كان لكل 0 < ع يوجد عدد صحيح 
موجب )77 بحيث ع > |× - ×| عندما (ع)N‏ < ۸. 
تعني الرموز الآتية 

× = مه يون أو × ج ,د عندما ص ج ۸" 
أن المتتالية .م [,2] تتقارب إلى ×. 0 
إذا كانت f‏ دالة معرّفة على مجموعة من الأعداد الحقيقية × وكان × © × فإن العبارات 
الآتية متكافئة 
1 م متصلة عند 0<. 
ب. إذا كانت ¡ "[م<]) أي متتالية على × ومتقاربة إلى مد فإن 


. lim, go f (x) = (xo) 


نفترض أن الدّوال جميعها والتى نستخدمها فى الطرائق العددية متصلة؛ لأن هذا هو الحد 
الأدنى من المتطلبات للتنبؤ بسلوك الدوال. وإن الدوال غير المتصلة يمكنها القفز عن نقاط ذات 
أهمية مما يؤدي إلى صعوبات عند محاولة الحصول على تقريب لسألة ما. 
وإن الافتراضات الأكثر حبكة حول الدّالة تؤدي عمومًا إلى حلول تقريبية أفضل. 
وإن الدّالة ذات الرسم الناعم يسهل التنبؤ بسلوكها بصورة أفضل من تلك الدّالة ذات الخشونة 
المتعددة» على سبيل المثال: إن شرط النعومة يعتمد على مفهوم المشتقة. 


افترض أن / دالة معرّفة على فترة مفتوحة تحتوي على م×.نقول: إن الدّالة 7 قابلة للاشتقاق عند 

f )×( - 7/50 إذا كنت‎ 26 
- X0 

وتكون الدّالة 7 قابلة للاشتقاق على المجموعة × إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل نقطة في *. « 


دمنا = (ود)”م موجودة» يسمى العدد (0<)'/ مشتقة أ عند 30. 
xs x0‏ 


إن مشتقة الدّالة 7 عند ,× هى ميل خط المماس لمنحنى/ عند النقطة (30)/ ,0:) كما فى الشكل 
2.1. 


4 


الباب 1« أسس رياضية وتحليل الخطأ 


شكل21 


مبرهنة 6.1 
تعزى هذه البرهئة للرياضي 
مايكل روك 
(11652-1719. وقد ظهرت عام 
1 فى مقالة بعنوان 

Me'thode pour 
re'sounder les e'galites 
انتقد رول علم انتفاضل‎ 
والتكامل الذي طوره إسحاق‎ 
نيوتن وغوتفريد لايبنئز في‎ 
البداية. ولكن أصبح رول أخيزا‎ 
من مطوري هذا العلم,‎ 


مبرهنة 7.1 


شكل 3.1 
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4 
کے میل المماس هو (ہہ) ۶ 
f(xo FT .‏ 
ردم ((ونت) (Xo,‏ 
> + 
Xo Xx‏ 
إذا كانت الدّالة 7 قابلة للاشتقاق عند ه* فإن 7 متصلة عند مل ل 


نعبّر عن مجموعة الدوال جميعها والتي يوجد لها من اللشتقات المتصلة على المجموعة × 
بالرمز ()”» وعن مجموعة الّوال التي لها مشتقات من جميع الرتب على × بالرمز (30) *©. 
إن كثيرات الحدود.ء والدّوال النسبية » والمثلثية: والأسّية واللوغارتمية تنتمى كلها إلى (×) © 
حيث تتألف × من الأعداد جميعها والتى تعرّف عليها هذه التوال. وإننا نحذف الأقواس فى 
هذه الرموز عندما تكون + فترة على خط الأعداد الحقيقية كالسابق. ١‏ 
النظريات الآتية ذات أهمية رئيسة في اشتقاق طرائق تقدير الخطأ. وإن براهين هذه النظريات 
والنتائج جميعها والتي لم تذكر مراجعها في هذا الفصل. يمكن الرجوع إليها في أي كتاب 
تفاضل وتكامل رئيس. 


Rolle's Theorem مبرهنة رول‎ 

إذا كانت [ذ ,ه] © © / قابلة للاشتقاق على (طة)» 

وإذا كانت (() f‏ = (2) م فإنه يوجد عدد © فى الفترة (5,ه)» يحقق 0= (ء)۶. 

(انظر شكل 3.1). 1 . 


J ۾‎ 


/ يدر‎ 
f(a)= f(b) T 
0 
0 
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مبرهنة 8.1 مبرهنة القيمة الوسيطية Mean Value Theorem‏ 
إذا كانت [,0]4 © / وكانت / قابلة للاشتقاق على (ط ,4) فإنه يوجد عدد © فى الفترة (,2) 
03 
يحقق ل كك كاز 
(انظر شكل 4.1). 0-3 


e‏ الخطوط المتوازية 






ادر الميل /'(c(‏ 


/ )0(-1 الميل‎ 
b-a 


3 
x 








مبرهنة 9.1 مبرهنة القيمة القصوى  Extreme Value Theorem‏ 
إذا كانت [ط ٤],‏ ء / فإنه توجد نقطتان [ط ,م] ع 2ه .ون بحيث يكون ۶)٤2(‏ ک (×)۶ 5 /)٥)(‏ 
لجميع القيم [ط ,] > ×. بالإضافة إلى ذلك. إذا كانت / قابلة للاشتقاق على (,4) فإن 
النقطتين ,* و ده تقعان على طرفي الفترة [0.] أو تكون '/ مساوية للصفر. 
(انظر شكل 5.1). 1 5 
شكل 5.1 


لقديدت البحوث حول 
تصميم الخوارزميات والأنظمة 
لاستخدام الرياضيات الرمزية 
مع بدايات 21960 واول نظام فعّال 
ع واول نظام 

ظهر کان في السبعينيات 1970. 
وكان من نوع LISP‏ ويسمى x‏ 
.MACSYMA‏ 











سنستخدم النظام الحاسوبى الجيري eاMap‏ حيثما كان مناسيًا کما ذکرنا في المقدمة. 
إن الأنظمة الحاسوبية الجبرية (088) مغيدة في الاشتقاق الرمزي؛ وفي رسم الأشكال خصوصًا 
نوضح استخدام هاتين التقنيتين فى المثال (1). 
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مثال 1 


بدي بالعمل على تطوير مشرو 
"مابل” في جامعة واترلو في نهاية 
ثمائينيات القرن العشرين. وكان 
الهدف منه جعله في متناول أيدي 
الباحئين الرياضيين. و'لهندسين. 
والعلماء. إضافة إلى توفيره للطلاب 
من أجل أغراض تربوية. وحتى يكون 
المشروع فاعلا. يجب أن يكون قابلا 
للنقل. ومناسبا من حيث المكان 
والزمان. قدمث عروض للنظام فى 
عام 1982. وأما العرض المكتوب 
الرئيس لمعايير تصميم نظام ”مابن" 
فقد قدم عام 3 [00666] 


استخدم Maple‏ لإيجاد )x(|‏ ۶ | وء»ءm2xa‏ لئدّالة 2x‏ مزه >2 - ع2 وم 5 = (×) على الفترتين 
[1,2] و [1 ,0.5]. 
سنبدأ ألا بإمكانات 183016 في الرسم. ولكي تتمكن من استخدام برمجية الرسم الكاملة؛ أدخل 
الأمر >with(plots);‏ 
فتظهر لك قائمة أوامر ضمن البرمجية. 
عرف f‏ بإدخال 

>f:= 5*cos(2*x)-2*x*sin(2*x); 
إذ تعطيك #امة» الآتى‎ 

2x sin)2x( 1‏ - (2)وم 5 = رو 

استخدم الأمر 


:(20.5..2<])غهام< 
لكي ترسم م على الفترة [0.5,2]؛ 
يمكننا تحديد إحداثيات أي نقطة على الرسم عن طريق تحريك مؤشر الفأرة إلى النقطة: ونقر 
زر الفأرة الأيسرء فتظهر عندئذ إحداثيات النقطة التى حدّدتها بالمؤشر فى الصندوق الأبيض 
على الزاوية العليا اليسرى لشاشة 1مة8ء وتظهر فى الشكل (6.1) أيضًاء إن هذه الطريقة مفيدة 
لتقرير إحداثيات نقاط القيم المتطرفة للدّالات. 1 
ثم نكمل حل المثال باستخدام مبرهنة القيمة الوسيطية. 


أولا: خذ الفترة [2 ,1] للحصول على المشتقة الأولى '۶ = مء أدخل >g:=diff(fx);‏ 
يعطيك هاررهالا 


sin{2x)- 4x cos{(2x)‏ 12-=: م 
يمكنك عندئذ أن تحل 0 = )ع للقيم 2 > ×> 1 
وذلك با تخدام >fsolve(g,X,1..2);‏ 
فتحصل على 1.358229874 وتحسب 675301338 5 - = (1.358229874)/ 


وذلك باستخدام >evalf(subs(x=1.358229874,8);‏ 


إن هذا يعني وجود قيمة صغرى تساوي تقريبًا 5.675301338 - = (1.358229874)/. 

وإن ما نحتاج إليه في كثير من الأحيان هو القيمة العظمى التي تحقّقها الدّالة على فترة ماء 
وتحدث القيمة العظمى على نقطة حرجة أو على أحد حدود الفترة. وبما أن 

7- -(1) ر و 0.241008124 - -(2) f‏ فإن القيمة العظمى تحدث على النقطة 
الحرجة ويكون 
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شكل 6.1 





> with(plots) 

[antmate, animate 3d, anımatecurve, changeccords, compiexplot, compiexplot 3d, conformal, contourplot, contourpiot 34, coordplot. 
courdplot 3d. cyhnderplot, denstyplot, display, haplay 3d. feldplot. feliplot id, gnadplot, gradplol3d, mphculplet, wmphcupiot 3d. 
mequl, ,تداج دمع بهذا‎ hatcontplet 34, hederapplot, htplot, هذ اماعط‎ , bglogplot. logplot, matrxplot, odaplat, pareto, pomtplot, 
pointplot sd, polarplot, palygonplat. poiygorplot 3d, polshedra_supparted, pobyhedraplo!, replat, rootlocus, senalogplot, sstoptions, 


artoptionsid, pacecurve, parsematrnisplot, phereplot, surftata, textplot. sextplot 3d. tubeplot [ 
> 1: 2)ساء **2-(*2 )أ عون* ؤ-‎ **( 


(f,x=0.5..2)‏ عملم 


max |f(x)| = max |5cos 2x - 2x sin 2x| = | f(1.358229874)| - 8 
1sxs2 1sxs2 


وإذا ما أردنا حل 0 = (×)ع على الفترة 1 > × > 0.5 فإننا نجد ذلك عند إدخال 
>fsolve(g,x,0.5..1)‏ 


f= 5c04(2x)- 2x dal 2x) 











2 عع‎ a 


Maماe ويعطينا‎ 
fsolve(- 12 sin(2x) - 4x cos(2x), x,.5..1) 


إن هذا يعني أن مام لم يتمكن من إيجاد حل على الفترة [1 ,0.5]. 
وبما أن 1.860040545 =(0.5) f‏ و 07 -(1) / نجد أن 


2x - 2x sin 22| = 1()|= 7‏ 5 = 
ا لي ی ی 5 


ويوجد مفهوم آخر في التفاضل والتكامل يُستخدم بصورة مكثفة وهو تكامل ريمان. 
تعريف 10.1 تكامل ريمان للدّالة ثم على الفترة [6,5] هو النهاية الآتية شرط وجودها. 


max Axj اج‎ 


b n 
1 f(x) dx= lim 2 f(z) Axi 
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لقد اكتشف جرج ريمان 
(1826-1886) كثيرًا من الأمور 
حول تصنيف الدوال التى لها 
تكاملات. وقد ساهم في أعمال 
مهمة في الهندسة ومبرهنة 
الأعداد المركبة أيضا. ويعد من 
الرياضيين المشهورين في القرن 
التاسع عشر. 


شكل 7.1 


مبرهنة 11.1 


حيث إن الأعداد (م× ,.....0.*1*) تحقّق 5 = ,2 > ... ک رد > 0د = ۾ وحيث 
دب - × = باث لكل « ,...,1,2 = ) وحيث (ج) أي عدد نختاره عشوانيًا فى الفترة 
1ن تت ل 


إذا كانت الدّالة f‏ متصلة على الفترة [5 ,»] فإنها قابلة لتكامل ريمان على الغترة [4.5]. وإن هذا 
الأمر يسمح لنا - ولسهولة الحساب - باختيار النقاط (:* ) لتكون متساوية البعد في [ط ٠)١,‏ 
واختيار «ند = ج) لكل (" ....,2 ,1 = ٠)‏ وفى هذه الحالة يكون 
ت a‏ -ط : ف 
EDEN‏ ويل Oe‏ 
حيث إن الأعداد( :د ) فى الشكل (7.1) هی ۸ /(ه - 5): + ه = ;× 


J4 
مدر‎ 





و 
x‏ 2 وه ههه د a=% 3 X ... Xi‏ 











هناك نتيجتان أخريان نحتاج إليهما في التحليل العددي: الأولى هي تعميم للمبرهنة المعروفة 
بمبرهنة القيمة الوسيطية للتكامل. 


مبرهنةالقيمة الوسيطية الموزونة للتكامل 
Weighted Mean Value Theorem for Integrals‏ 

إذا كانت [5,] © € / وکان تكامل ريمان للدّالة ()ع موجودًا على (۵ »]١,‏ وكانت )ع 
5 تغير إشارتها على [5 ,6] فإنه يوجد عدد © في (ط,ھ) بحيث 


h hb 
. | ضاع‎ dr = f (e) | ضع‎ dr 
a 


وعندما يكون 0=1)ع فإن المبرهنة (11.1) هى مبرهنة القيمة الوسيطية للتكامل العادية؛ إذ 
تعطى القيمة الوسيطية لقيمة الدّالة كم على الفترة [ط ,4] بالصيغة 


b 
- 1 
f) 1 ضع‎ dr 
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شكل 8.1 


مبرهنة 12.1 


مبرهنة 13.1 


شكل 9.1 
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انظر شكل (8.1). 


f(0) 





> 


1 
ا‎ 
ا‎ 
1 
1 
1 
ا‎ 
1 
e b x 





| a 


عادة لا يقدم برهان المبرهنة (11.1) في كتب التفاضل والتكامل الرئيسة, ولكنه يقدم في معظم 
كتب التحليل (انظر على سبيل المثال [162.م ,ا۴]). ١‏ 
كما لا تقدم المبرهنة الثانية التي نحتاج إليها عادة في مقرر التفاضل والتكامل الرئيس»› والتي 
يمكن إثباتها بتطبيق مبرهنة رول على نحو متتالٍ على الدوال (..”/ ,/) إلى أن نصل في النهاية 
إلى 2 ار 
تعميم مبرهنة رول Generalized Rolle's Theorem‏ 

افترض أن [5 ,4]© © / قابل للاشتقاق # من المرات على الفترة (3,5). إذا كان (×) f‏ يساوي 
صفرًا على (1+) من الأعداد المختلفة «× , ... ,0× فى الفترة [14,5]» فإنه يوجد عدد © فى 
الفترة (ط,ة) بحيث 0-0)”/. ١‏ 9 
المبرهنة الآتية هي مبرهنة القيمة الوسيطية؛ ومع معقولية منطوقها حسبما يظهرء فإن البرهان 
خارج عن نطاق أي مقرر عادي في التفاضل والتكامل. ويمكن إيجاد البرهان في معظم كتب 
التحليل. (انظر على سبيل المثال [67.م ]۴u,‏ ). 
مبرهنة القيمة الوسيطية Intermediate Value Theorem‏ 
إذا كان [5 ,]© ع ثرء وكان K۸‏ أي عدد يقع بين (2)/ و(6)/ فإنه يوجد عدد © في (طا,ة) 
حيثع -1)0. ل 
يبيّن الشكل (9.1) أحد خيارات العدد الذي تضمن وجوده مبرهنة القيمة الوسيطية. وفى هذا 
المثال يوجد اختياران آخران لهذا العدد. ١‏ 


١ (a, f(a)) 
f(a 





(b, f(b)) 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
+ 1 + = 
5 
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متال 2 


مبرهنة 14.1 
لقد وصف بروك تايلور (1731- 
5 ) هذه السلملة عام 1715 فى 


“Methodus incremento- مقالته‎ 
rum directa et inversa'" 


هناك حالة خاصة لهذه النتيجة . 
وقد تكون النتيجة نفسها معروفة 
في وقت سابق لدى إسحاق نيوتن 
وجيمس غريغوري وآخرين 


لقد افتهر كولن ماكئورين 
)1698-1746( 
حساب التفاضل والتكامل الذي 


أنه المدا 0 
بانه المدافع عن 


بلوره ئيوتن. عندما كان هذا 
الوضوع يتعرض لهجوم شرس من 
قبل ألبيشوب جورج بيركلي. 

لم يكتشف ماكلورين السلسلة 


التو تحمل اسمه. حيث كانت 
معروفة لدى الرياضيين في القرن 


الشابع ,عقر :قبل تولده. وغل 
كل حال فلقد اكتشف طريقة نظام 
المعادلات الخطية كلها باستخدام 
قاعدة كرامر التي لم ينشرها كرامر 
إلا في عام 0 


مثال 3 


Mathematical Preliminaries and Error Analysis 
f )0 - لإثيات أن 2+3+3+2-1=0-+ لها حل في الفترة [0,1]؛ ضع 2-1 34+ 7 +24- بز‎ 
0<1= f(1) 3 f(0 =-1<0 لدينا الآن‎ 
0 > + > 1 حيث إن متصلة. لذلك فإن مبرهنة القيمة الوسيطية تضمن وجود عدد × في الفترة‎ 
يحقق 2-1-0يرقد 3عر2- 5ع ل‎ 
ويظهر في الثال (2) أيضا أن مبرهنة القيمة الوسيطية تستخدم لتحديد توقيت وجود الحلول‎ 
.)2 لبعض المسائل؛ ولكنها لا تعطي طريقة فاعلة لإيجاد الحلول. وسندرس ذلك في الباب‎ 
المبرهنة الأخيرة 8 هذه المراجعة للتفاضل والتكامل تصف كثيرات الحدود لتايلور والاة1),‎ 
حيث تستخدم كثيرات الحدود هذه بصورة مكثفة في التحليل العددي.‎ 
مبرهنة تايلور‎ 
افترض أن [5,ه]"© © /. وأن ۴+2) موجودة على [ط,ة]. و [ز.ه] ©رد. عندئذ لكل [طية] عم‎ 
يوجد عدد (6)2 بين مد و بد بحيث يكون () ,8 + () ,۶ = ۶)۵ و‎ 


Taylor's Thoerem 








) ا 
ب 2 + xo)‏ بع لد 3 1 + f(xo) + f; (to) (= xo)‏ = %0( رم 
"e £ o (e _ x)‏ 3 = 
f+)‏ 9 
احور بي اك قت 
و R(x) = (n+ D! (x — xo)‏ 5 


تسمى (2) ,7 كثيرة حدود تايلور من الرتبة « للدّالة f‏ حول مدء ويسقى () ,م الحدّ الباقي 
(أو خطأ القطع) المرتبط ب () ,2. 
وبما أن العدد 2)ث في خطأ القطع ().8 يعتمد على قيمة × التي تحسب عندها كثيرة الحدود 
(9) ,2» فهو دالة في الوسيط بر. وعلى الرغم من ذلك يجب أن لا نتوقع أن نكون قادرين على 
حساب قيمة الدّالة (#) بصورة صريحة. 

تضمن مبرهنة تايلور وجود مثل هذه للدّالة» وتقع قيمتها ما بين قيمتي مر و . وفي الحقيقة 
فإن إحدى مشاكل الطرائق العددية هى محاولة حساب الحد المعقول لقيمة ()؟)*”م عندما 
تكون ± ضمن فترة محدّدة. 1 

إن السلسلة اللانهائية التى نحصل عليها عند أخذ نهاية (») ,5 عندما هه * تسقى سلسلة 
تايلور للدّالة م حول مبد. وفى حالة هم فإن كثيرة حدود تايلور عادة ما تسمى كثيرة حدود 
ماكلورين؛ وعادة ما تسمى ل تايلور بسلسلة ماكتورين 5أنناواء148. 
إن خطأ القطع في كثيرة حدود تايلور يشير إلى الخطأ الناتج عن استخدام حاصل جمع مقطوع 
أو منته (نهائي) لتقريب حاصل جمع سلسلة لانهائية. 
أوجد (أ) كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثانية. 

(ب) كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة للدّائة دوم - )م حول 0 = م×ء ثم استخدم 

كثيرات الحدود هذه لتقريب قيمة (0.01) 5ه». 
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شكل 10.1 


(ج» استخدم كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة والحدّ الباقي المرتبط به لتة م 
0 
بما أن (1) “0 ع » فإنه يمكن تطبيق مبرهنة تايلور لكل 0< #. بملاحظة أن 
cos x‏ = ون فر f" (%) = - cos x, f" (*) = sin x and‏ ,% هله - > )%( f‏ 
نجد أن 
fF (OSO O =1 3584 FF" (O0‏ 1ك FO‏ 
(أ) عندما ۸=2 و ٥و‏ يكون لدينا 


هج عير ( ۳6 ب مر © بير cos x= f(0) + f)‏ 
! ! 3 


1 1 2. 
ض)ع صو تمر - + وديم 2-1 
حيث إن ٤)‏ عدد (عادة ما يكون غير معلوم) بين 0 و #2. (انظر شكل 10.1) 


4 








1-7 د نرم در 








عندما يكون 0.01 = × فإننا نحصل من الصيغة أعلاه على 

1 301 36 10 

)0.01( مه ست + 0.99995 = )0.01( cos(0.01) = 1- >(0.01)” + >(0.01)° sin‏ 
عندئذ فإن تقريب قيمة (0.01) 205 الذي نحصل عليه باستخدام كثيرة حدود تايلور هو 0.99995. 
وإن خطأ القطع أو الحد الباقي المرتبط بهذا التقريب هو 
5 6- 
(0.01) غم مذو 1076 siné (0.01) = 0.16 x‏ كك 
حيث الخط المستخدم فوق العدد م في 0.16 يعني أن العدد العشري هو عدد دوري (يكرّر نفسه 
إلى ما لانهاية). 
وعلى الرغم من أننا لا نملك طريقة لتحديد (1«)0.01ء» فإننا نعرف أن جميع قيم الجيب 
تقع في الفترة [1,1-]ء ولذلك فإن الخطأ الحاصل باستخدام التقريب 0.99995 لقيمة (0.01) 205 
يكون محدودًا بالقيمة 
cos(0.01) - 0.99995| = 0.16 x 10 © siné(0.01) > 0.16 x 10‏ | 
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وبهذا فإن هذا التقريب 0.99995 يتفق مع الخانات الخمس الأولى على الأقل لقيمة (0.01) 05ء 


0.99994983 < 0.99995 - 0.16 x10 < cos (0.01) ويكون‎ 
< 0.99995 + 0.16 X106 > 7 


إن حد الخطأ أكبر بكثير من الخطأ الحقيقي» وهذا يُعزى جزئيًا إلى استخدام حد غير دقيق 
(ضعيف) للقيمة | 5104)001 |. يمكن برهنة أن | ×| > | 4)05« اء | لجميع قيم ×. 
بما أن 0.01 > ب > 0» فبإمكاننا استخدام حقيقة أن 0.01 > | (5104)001 | في صيغة الخطأء ومن 
ثم نحصل على الحد 10 × 0.16. 

(ب) بما أن 0= (0) "۶ فإن كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة مع حد الباقي حول 
0-مد هو 
(د)غ ووه خوط + 2م - 1 = cosx‏ 
حيث إن 0.01 > (2)تّ > 0. تبقى كثيرة الحدود المقبة نفسهاء ويبقى التقريب 0.99995 
ولكن لدينا الآن دقة أفضل بكثير. وبما أن 1 > |(05)2 | لقيم × جميعها يكون لدينا 
9< 4.2 > (0.01(*)1)ظ > |(د)ع وم فدطو| 


cos (0.01) - 0.99995| > 4.2 x10" 
| 99 | ولذلك‎ 


x 10"‏ 4.2 - 0.99995 = 0.99994999958 
cos (0.01) > 0.99995 + 4.2 x 10° = 0.99995000042‏ > 
يفسر أول جزأين من المثال هدفى التحليل العددي : 
0 إيجاد عتريب لاحل مشألة اة 
(1) إيجاد حد لخطأ التقريب. 
لقد أعطت كثيرات حدود تايلور الإجابة نفسها للمطلوب ()» ولكن كثيرة حدود تايلور من الرتبة 
الثالثة أعطت إجابة للمطلوب «1) أفضل كثيرًا من إجابة كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثانية. 
(ج) إن استخدام كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة يعطي 


0.1 0.1 1 1 0.1 5 3 
= 1-- dx+ — 
cos x dx ( | 3 7| x“ cos (x) dx 


1% 1 و“ دهم‎ 
- ]- ال‎ a 1 x“cosË(x) dx 


1 OO ES 
= 0.1- -)01 س‎ 
0 و24 +3( 0چ‎ x“ cosğ(x) dx 


0.1 1 97 
1 cosx dx x 0.1- g0.1 = 0.09983 
0 
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يحدّد حد الخطأ فى التقريب من تكامل حد الباقى لتايلور واستخدام حقيقة أن 1 > ë(x)|‏ دمه | 


قي جمد ۴ 5 0.1 ê‏ 0.1 
لقيم بے dx‏ اه #دمه |" ]| < | cos»‏ +[ اج 
24 24 
r01 5‏ 1 
dx = 8.3 x 10°‏ فر > 
24/0 


وبما أن القيمة الحقيقية للتكامل هى 


0.1 0.1 
1 ©0651 dx = n> | = sin 0.1 -ه-‎ 7 
0 0 


فإن الخطأ الحقيقى لهذا التقريب هو 10 × 8.3314» وهو ضمن حدّ الخطأ. 


ويمكننا استخدام 0۸8 في المثال (3). 
باستخدام eاMap»‏ نعرّف f‏ كما يلي : >f:=Ccos(x);‏ 
إن ھام يسمح باستخدام عبارات متعددة متتالية في سطر واحد واستخدام (:) لإيقاف 
استجابات 68ام113. فعلى سبيل المثال نحصل على كثيرة حدود تايلور باستخدام 

>s3:=taylor(f,x=0,4): p3:=convert(s3, polynom); 
)3 إن العبارة (0,4-<6):والإه:-:53 تحدد كثيرة حدود تايلور حول 0 = م2 بأربعة حدود (الرتبة‎ 
والباقي المرتبط بها.‎ 
وتحوّل العبارة (7017الا01م ,011611)53ع-:3م السلسلة 53 إلى كثيرة الحدود 03 بإسقاط الباقى.‎ 
' ولكي نحصل على 11 منزلة في الجواب؛ ندخل‎ 

>Digits:=11; 

ونجد قيمة (0.01)ب2 ,(0.01) ۶ و |(2:)0.01 - (0.01) ۶| عن طريق 


>y1:=evalf(subs(x=0.01,f)); 
>y2:=evalf(subs(x=0.01,p3)); 
>err:=abs(y1-¥2); 
yı = )0.01( = 0.99995000042, هذا يعطينا ,0.99995000000 = (2:)0.01 = رر‎ 


|£(0.01) - P;(0.01)| = .42 x 107° و‎ 


للحصول على رسم مشابه للرسم المبين فى شكل (10.1)؛ أدخل >plot({f,p3},x=-Pi..Pi);‏ 
إن أوامر التكامل هي >q1:=int(f,x=0..0.1);‏ 

>q2:=int(p3,X=0..0.1); 
>err:=abs(q1-q2); و تعطى القيم‎ 


0.1 0.1 
qı = f(x) dx = 0.099833416647 و‎ 4= P(x) dx = 0٢00993 
0 0 


بخطأ مقداره 10-5 × 8.3314 = 1077 × 0.83314. 
إن الفقرتين (أ) و (ب) فى المثال تدلان على كيفية إعطاء تقنيتى التقريب نفسه» لكنهما 
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تختلفان فى درجة الدقة. تذگر أن تحديد التقريب جزء واحد من هدفناء وأن الجزء الذي لا 
يقل عنه أهمية هو إيجاد حد لخطأ التقريب. 





مجموعة التمارين 1.1 


EXERCISE SET 
بين أن كلا من الصيغ الآتية لها حل واحد على الأقل ف في الفترات المعطاة:‎ . 1 
]1.2, 1.3[ و‎ ]0.2, 0.3[ xcosx - 2x? + 3x - 1= 0 أ.‎ 
le, 4] g ]1 2] (x- 2) -1Inx= 0 ب.‎ 
]3,4[ و‎ [2, 3] 2x cos(2x) - (x — 0, 
[4, 5] x - (Ilnx)* = 0 د.‎ 


2. أوجد فترات تحتوي على حلول للصيغ الآتية: 


7 


أ 0 = E) ×x-3*‏ فيه 

ج. 0 =2 + 4x‏ = 2 = ۾ د. 0 = 1.101 + 4.002x‏ + 4.0012 + تر 

3. بين أن (:)”/ يكون صفرًا على الأقل مرّة واحدة فى الفترة المعطاة: 

أ 0 sinl(n/‏ )1 دم جع -1 = وار ]01[ 

[0,1] f(x) = (x - 1( tanx + x sin Tx ب.‎ 

[1,2] f(x) = ع2 ملوع‎ - (x — 2)Inx 

1,3] f(x) = (x - 2) sinx In(x + 2) 

4. أوجد |(*) |١‏ ءء.».×” لكل من الدّوال والفترات الآتية: 

[0,1] f(x) = )2- e“ + 2x)/3 أ‎ 

0.5, 1] f(x) = (4x - 3)/( × - 2x) ب.‎ 

[2,4] f(x) = 2x cos(2x) - (x — 2 ج‎ 

لامك بح رح رون ير O‏ 1 

5. استخدم مبرهنة القيمة الوسيطية ومبرهنة رول لإثبات أن الدّالة م + 2+ ”× = (:)/ يقطع 

محور البيانات (محور ×) مرّة واحدة فقط مهما كانت قيمة الثابت ۸. 

6. لیکن [ط ,ه]© ع /, و (:)"/ موجودًا على (ط ,4). 

إذا كان 0 (*)”/ لكل (2,5) € × فأثبت وجود عدد واحد [ط ,4] © 7 على الأكثر يحقق 0 = (م)/ 

7. لیکن × = («)/. 

1 أ. أوجد كثيرة حدود تايلور (:): من الرتبة الثانية حول 0= م×. 

ب. أوجد (۸)0.5» والخطأ الحقيقي الناتج من استخدام (2:)0.5 لتقريب 0.9)/. 

ج . كرّر الفقرة (أ) مستخدمًا 1= مد. 

د. كرّر الفقرة (ب) مستخدمًا كثيرة الحدود من الفقرة (ج). 

8. أوجد كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة («),2 للدّالة 1 ++/: = («)/ حول 0= 0× 
قرّب القيم 1/1.25/1.5 ,6.75 ,۷0.5 باستخدام »٨)×(‏ وأوجد الأخطاء الحقيقية. 

9. أوجد كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثانية (<)22 للدّالة *«ومء © = (×)/ حول 0= .x0‏ 

أ. استخدم (۶2)0.5 لتقريب (0.5)/ أوجد الحد الأعلى للخطأ |(2:)0.5 - (0.5)/| مستخدمًا صيغة 

الخطأء وقارن ذلك بالخطأ الحقيقي. 

يه أوجد حدًا للخطأ |(«د)يم - f)‏ ا عن استخدام P(x)‏ لتقريب f(x)‏ على الفترة ]1 ,0[. 

ج قرب 4 ()/ و[ مستخدمًا ×4 (×)ر۲ رل. 
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ق أوجد حدًا أعلى للخطأ في الفقرة ج( مستخدما | × كك وقارن ذلك الحد بالخطأ الحقيقي. 
10 . كرّر المطلوب 5 فى التمرين (9) مستخدمًا 6 = .Xxo‏ 
11 . أوجد كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة (<)25 للدّالة ×«1(1 -+) = (*)/ حول 20-1 
3 استخدم (5)0:5 لتقريب (۶)0.5» جد حدًا أعلى للخطأ |(5:)0.5 -(0.5)/| مستخدمًا صيغة 
الخطأء ثم قارن ذلك بالخطأ الحقيقي. 
ب . أوجد حدًا للخطأ امام - |f(*)‏ اناج من استخدام (:).م لتقريب (×) على الفترة [1.5 ,0.5]. 
ج. . قوب f(*) dx‏ 1 باستخدام f P(x) dx‏ 
5 أوجد جِدًا أعلى للخطأ في (ج) باستخدام e |Rs(x) dx|‏ وقارن ذلك بالخطأ الحقيقي. 
2. لیکن 22 - ×) - (20)ومه ×2 = («)/ و 0= مد. 
أ. أوجد كثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة («)رطم» واستخدمه لتقريب (0.4)/. 
ت . استخدم صيغة ة الخطأ في مبرهنة تايلور لإيجاد حد أعلى للخطأ |(0.4) - (0.4)| واحسب 
الخطأ الحقيقي. 
ج“ أوجد كثيرة حدود تايلور من الرتبة الرابعة («):24 واستخدمه لتقريب (0.4)/. 
د. استخدم صيغة الخطأ في مبرهنة تايلور لإيجاد حد أعلى للخطأ |(2:0.4 - (0.4)/|» واحسب 
الخطأ الحقيقي. 
00 أوجد كثيرة حدود تايلور من الرتبة الرابعة (×)۶ للدّالة ممم = (×) حول 0= «Xo‏ 
31 جد حدًا أعلى ل ج الفترة 0.4 30 
اف . قرب f(x) dx‏ 1 مستخدمًا 42 (2:)2 
ج. أوجد حدًا أعلى للخطأ فی (ب) ا P(x) dx‏ كل 
د. قرب (0.2)"/ باستخدام (۶))0.2 وأوجد الخطأ. 
14 استخدم حد الخطأ لكثيرة حدود تايلور لتقدير الخطأ الناتج من استخدام 22 ×« في تقدير 
„sin 1°‏ 
15 . استخدم كثيرة حدود تايلور حول 7/4 لتقريب ”00542 بدرجة دقة 10-5. 
6. لیکن (3/عا)مذة e‏ = (رارل» استخدم مابل 6ام118 لإيجاد ما يأتي: 
ا . كثيرة دود ماكلورين من الرتبة الثالثة (×)ر٨.‏ 
ب.1)0/ وحدًا للخطأ |(د)دم - (۶)۸| على [1 ,0]. 
7.ليكن 2 + 2هاصا = دا استخدم مابل ©1م1/2 لإيجاد ما يأني: 
ا . كثيرة حدود تايلور (<):2 لنشر 4 حول 1 = 0. 
ب. القيمة العظمى للخطأ ٨:)٨(|‏ - (*)/| على الفترة 1 > × > 0. 
ج. كثيرة حدود ماكلورين (×)ر۶ للدّالة/ر. 
د.القيمة العظمى للخطأ |(«)رة - (×)۶| على الفترة 1 > × > 0. 
ه.هل التقريب 2:)0 للقيمة (0)/ أفضل من التقريب (5:)1 للقيمة (1)/؟ 
8. ليكن ؛-, -1) = (») وه-مدء أوجد كثيرة حدود تايلور (:),م من الرتبة ^ للدّالة (×)/ حول 
مدء وأوجد قيمة 7 الضرورية ليكون (×),۶ تقريبًا للدّالة (), ضمن 106 على الفترة [0.5 ,0]. 
9. لیکن © = ()/ و 0=0×. 
أ. أوجد كثيرة حدود تايلور (),5 من الرتبة :” للدّالة («)/ حول م×. 
ب. أوجد قيمة # الضرورية ليكون ۶)١‏ تقريبًا للدّالة (×)۶ ضمن 10-6 على الفترة [0.5 ,0]. 
0.أوجد كثيرة حدود ماكلورين ).2 من الرتبة :7 للدّالة مهاه = ()/, 
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21 .استخدم ”× + -1 = (+)ي لتقدير ×ءهء = (2)/ على الفترة [4:! -]. وأوجد حدًا لأكبر خطأ. 
2. إن كثيرة حدود تايلور من الرتبة 7 للدّالة م على × يشار إليها بعض الأحيان بأنها كثيرة 
الحدود من الأعلى رتبة ” التي تعطي “أفضل” تقريب للدّالة / بالقرب من ×. 

1 اج سبب كون هذا الوصف دقيقًا. 

ب . أوجد كثيرة الحدود التربيعية ية التي تعطي أفضل تقر يب للدّالة م بالقرب من 1= × إذا كانت 
صيغة خط المماس عند 20-1 هى 1 e‏ حو ركان ADs‏ 

3. إذا أعطى استخدام كثيرة حدود ماكلورين للدّالة ٥"‏ التقريب (2.5) لقيمة €» وتحدّد 
حد الخطأ في هذا التقريب بالقيمة + = 8 فأوجد حدًا للخطأ الناتج في 8. 

4. إن دالة الخطأ المعرف بالصيغة عل ”7 erf(x) = [e‏ 


يعطي احتمالًا بأن أي واحدة من سلسلة التجارب ستقع ضمن × من وحدات المعدل؛ مفترضين 
أن للمحاولات توزيعًا طبيعيًًا بمعدل صفرء وانحرافا معياريًا 2. ولا يمكن تقييم هذا التكامل 
بدلالة دوال ابتدائية» لذا يتعيّن استخدام أسلوب التقريب. 
أ. اعمل تكامل سلسلة ماكلورين ل **-م لإثبات 
“x 2k+1‏ 
Dk!‏ 2 نديد 
ب.يمكن التعبير عن دالة الخطأ أيضًا پال ر 31 3 
erf(x) = # T35 GFD‏ 
تحقّق من أن السلسلتين تتفقان عند 2,3,4 ,1 = [إرشاد: استخدم سلسلة ماكلورين ل*- 6 
ج. . استخدم السلسلة في الفقرة ل( لتقريب (1)٤إء‏ إلى 10-7. 
ك استخدم العدد نفسه من الحدود على صورة الفقرة (ج) لتقريب (651)1 مع السلسلة في 
الفقرة (ب). 
ه. وضّح سبب ظهور صعوبات عند استخدام السلسلة في الفقرة (ب) لتقريب ()1]ه. 
5. الدالة 18 ه [14,5]: / تحقّق شرط لبسشتز مع ثابت لبسشتز 1 على الفترة [4,5] إذا كان 
اد - ×| > |(ر)۶ - (×)۴| لكل [طبه]ع ر ,×. 
أ. أثبت أنه إذا حقّق/ شرط لبسشتز مع ثابت لبسشتز 1 على فترة ما [ط »]٩,‏ فإن [ط ,]€ ۶. 
ب. أثبت أنه إذا كان ل / مشتقة محددة في 1 على [ط «la,‏ فإن / يحقّق شرط لبسشتز مع 
ثابت لبسشتز 1 على الفترة [5,ه]. 
ج أعط مثالا لدالة تكون متصلة على فترة مغلقة؛ لكنه لا يحقّق شرط لبسشتز على الفترة. 
6. افترض [ط ,6]© © /» حيث 1× و 2× ضمن [14,5]؛ وأن ٩1‏ و 2© ثابتان موجبان. أثبت وجود العدد 


غ ما بين 1× و 2× مع sf‏ + - وهر 
c2‏ +1 2 


7. لیکن [ط ,ه1]© € ›»f‏ وليكن 7 في الفترة المفتوحة (ط ,ه). 

ا . افترض 0 + (م)/. أثبت وجود 0 < 6 مع 0 # (:)/ لكل × ضمن [6 + م ,6 -م]حيث إن 
[ة + 6,p‏ -م] جزئية من [5,ه]. 

ب. افترض 0 = (5)/ و0 < 2# أثبت وجود 0 < 5 مع » > |(2)/| لكل × في الفترة [8 + م,ة - م] 
حيث إن 65 + م,ة - م] جزئية من [ط ,ها]. 
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Roundoff Error and Computer Arithmeic تدويرالأخطاء والحساب بالحاسوب‎ 1 e 


توقع ظهور خطأ بسبب التغريب 
حيثما تكون الحسابات باستخدام 
أعداد ليست من قوى العدد 2 
إن إبقء هذا الخطأ تحت السيطرة 
أمر مهم جذا خصوضاعندما يكون 
عدد الحسابات كبيرا 


إن الحساب الذي يتم باستخدام الآلة الحاسبة أو الحاسوب يختلف عن الحساب في مقررات 
الجبر والتفاضل والتكامل. ومن الممكن التوقع - بناءًا على خيرتك السابقة - أن العبارات الآتية 
صحيحة دائمّاء مثل 2+2 -4 , 4 .8 = 32 و3 - :0/31 ففي الحساب العادي نتوقع نتائج 
صحيحة للعمليتين 2+2 -4 و 4 .8= 32. ولكن لا نحصل على النتيجة 3 = ”(۷3) بدقة 
كاملة. ولكي نفهم اذا يكون هذا الأمر صحيحًاء يتعين علينا أن نستكشف عالم الحساب ذا 
الخانات (أو المراتب) المنتهية. 

إننا نسمح في عالم الرياضيات التقليدية باستخدام أعداد ذوات خانات (أو مراتب) غير 
منتهية؛ فانحساب الذي نستخدمه في هذا العالم يعرف 3/ على أنه ذلك العدد الموجب الوحيد 
الذي لو ضربته في نفسه لأنتج العدد 3. ولكن في العالم الحاسوبي. فإن كل عدد قابل للتمثيل 
يحوي عددًا ثابتا ومنتهيًا من الأعداد. وهذا يعني على سبيل المثال أن الأعداد النسبية - وربما 
ليس جميعها - يمكن تمثيلها بدقة. وبما أن 73 عدد غير نسبي. فإنه يعطي تمثيلا تقريبيًا 
ومن ثم لا يكون مربعه 3 تمامّاء مع أنه سيكون غالبا قريبًا من 3 على نحو كاف بحيث يجعله 
مقبولا في معظم الأحوال. وأخيرًا يكون هذا الحساب الآلي في معظم الأحيان مُرضيّاء ومر من 
دون ملاحظة أو تحفظ. ولكن فى بعض الأحيان تحدث مشكلات بسبب هذا الاختلاف. 

إن الخطأ الناتج عند استخدام الآلة الحاسبة أو الحاسوب لإيجاد حسابات عددية حقيقية 
يُسمى خطأً (التقريب أو التدوير). ويحدث هذا الخطأ؛ لأن إجراء الحساب بالآلة يتضمن 
أعدادًا ذات عدد منته من الخانات» مما يؤدي إلى إجراء الحسابات باستخدام التمثيل التقريبي 
للأعداد. وفي الحاسوب العادي تستخدم مجموعة جزئية من الأعداد الحقيقية الصغيرة نسبيًا 
لتمثيل جميع الأعداد الحقيقية» وتحتوي هذه المجموعة على الأعداد النسبية الموجبة والسالبة 
فقط» وتحتفظ بالجزء الكسري مع جزء أسي. 

نشرت 16886 (معهد مهندسي الكهرباء والإلكترونيات) في عام 1985 تقريرًا بعنوان 

Binary Floating Polnt Arlthmetic Standard 754 -* 85 

”معايير 1985- 754 للحساب باستخدام النقاط الثنائية العائمة” لقد صمت النماذج لاستخدام 
الدقة المنفردة والثنائية والممتدةء وتعتمد هذه المعايير على نحو عام من قبل صانعي الحواسيب 
الصغيرة التي تستخدم الأنظمة الثنائية . وعلى سبيل المثال ينفذ المعائج المساعد العددي للحواسيب 
الشخصية تمثيلًا من 64-بت (منزلة ثنائية) للعدد الحقيقى يسمى الحقيقى الطويل ا8©: وها 
البت الأول هو دليل الإشارةء ويرمز له ب 8. حيث يُتبَعُ باس من 11 يه €+ يسمى المميز 
«characteristic‏ وجزء من 52 بت لء: يسمى الكسر العشري .mantissa‏ والأساس للأس هو 
2 

وبما أن 52 منزلة ثنائية تقابل ما بين 15 و 16 منزلة عشرية» يمكننا افتراض عدد ضمن 
هذا النظام ذي 15 منزلة عشرية من الدقة على الأقل. الأس ذو 11 منزلة ثنائية يعطي الأعداد 
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0 ولغاية 2047 = 1 - !20. وعلى أي حال فاستخدام الأعداد الصحيحة الموجبة فقط للأس لن 
يمثّل الأعداد الصغيرة بدقة. ولضمان كون الأعداد الصغيرة متساوية التمثيل؛ فإن 1023 تطرح 
من المميزء فيكون مدى الأس في الواقع من 1023 - 1024. 
ولحفطاها خرن وتوفير تيل وحيف لقل .علد ى فة اة تفترض اة فا ويعطق 
استخدام هذا النظام عددًا ذا نقطة عائمة بصيغة : 
( +0231 ومن _) 
افترض على سبيل المثال عدد الحاسبة 
1011100100010000000000000000000000000000000000000000 10000000011 0 
إن أول بت من اليسار هو 0» الذي يعني أن العدد موجب» ثم إن 11 بت التالية 
1 تعطى المميز وهى مكافئة للعدد العشري 
c= 1-2 + 0.2 +... 0-22 + 1.21 + 1-2 = 1024+ 2+ 1- 7‏ 
إن الجزء الأسئ من العدد يكون 24 21027-1023. وآخر 2 بت تصف کون العشري هو 
1١ )(*‏ +"( دع )1 )1 +( 1 +( 1 f=‏ 
والنتيجة أن عدد الحاسبة هذا يمثل بكفاءة العدد العشري 


1 ا 1 5 1 1 1 + 1 ) 2127-1023 .)1 -) = زمر + )1)23 -( 
6- 256 321 16 28 2 


: ٤ء‏ 5 = 
على أي حال؛ أصغر عدد حاسبة تال هو 


1 010000000011 
وأكبر عدد حاسبة تال هو 
000000001 101 10000000011 0 
هذا يعنى أن عدد الحاسبة الأصلى لا يمثل 27.56640625 فقط» وإنما يمثّل نصف الأعداد 
الحقيقية أيضًا التى هى ما بين 27.56640625 وأقرب عددي حاسبة مجاورين. ولكى نكون 
دقيقين ؛ فإنه يمثّل أي عدد حقيقى فى الفتزة . 
۵5 127.46420 
)78106689453125 27.56640625000000177635683940025046467 
إن أصغر عدد موجب معياري يمكن تمثيله» له 1 = » ,0 = 5 وهو مكافئ ل 0 = f‏ 
10-7 × 0.2225 > (0 + 1) . 2-1022 
وإن أكبر عدد» له 2046 = ,0 = 5 وهو مكافئ ل 2-57 -1 -/ 
CV UN CD. N a‏ 11م 
الأعداد التي تظهر في الحسابات» ولها قيمة تقل عن (0 + 1) .2 تنتج نقصًا» وعادة 
ما تتجه قيمتها إلى الصفر. أمَا الأعداد التي قيمتها أكبر من (2-52 -2) .21 تنتج زيادة» 
وعادة ما تؤول بالحسابات إلى أن تقف رما لم يعطى البرنامج أوامر لاكتشاف ذلك). كما يجب 
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إن الخطأ الناتج عن استخدام 
التمثيل بالنقطة العائمة بدلا 
من العدد نفسه يسمى خطأ 
التدوير. سواءً أكان التمثيل 
يستخدم القطع أم التدوير. 


مثال 1 


يعد الخطأ النسبى عمومًا مقياسًا 
للدقة أفضل يشن الخ المطلق ؛ 
لأن الأول يأخذ فى الحسبان 
حجم العدد e‏ 


تعريف 15.1 


ملاحظة وجود تمثيلين للعدد صفر إحداهما صفر موجب عندما 0 = و,0 = و0 = »f‏ وقيمة 
سالبة للصفر عندما 1 = ى ,0 => و0 = .f‏ 
إن استخدام الأعداد الثنائية يميل إلى إخفاء الصعوبات الحسابية التي تنتج عن استخدام 
مجموعة منتهية من الأعداد الآتية لتمثيل جميع الأعداد الحقيقية. 
ولاختبار هذه المسائل سنفترض - من أجل التسهيل - أن الأعداد الآتية تمثل بالطريقة المعيارية 
للنقطة العائمة العشرية على الصورة 
d x 10"‏ ... و0.44 + « 9 dı“‏ >15و9 > :ك4 > 0 
لكل * ,...,2 = 1 نسمى النقاط الممدّلة بهذا الشكل انعنل-» أعدادًا آلية عشرية ذات ۸ من 
الخانات. إن أي عدد عفان موجب ضمن المدى العددي للآلة يمكن أن يمثّل معياريًا على 
الغورة "10 y = Odd... ddr de2... x‏ 
ونحصل على تمثيل ا على صورة النقطة العائمة» ويعبّر عنها بالرمز (7) . عن طريق قطع 
خانات تمثيل ( عند المنزلة #» هناك طريقتان لتنفيذ هذا القطع : 
ه تسمّى إحدى الطريقتين القطعَ ›Choppin9‏ وتنقذ بقطع الخاثات .1+2 d+‏ 
وج هذه الطريقه "10 »ايك f(y) = O.dıda...‏ 
#وتسمّى الطريقة الثانية التقريبً وال« اه۲» وتنقذ بإضافة *“) "10 × 5 إلى ۷ ثم تقطع 
النتيجة لنحصل على عدد في الصورة 
”10 »اعق... يقرة.0 = (ز) J‏ 
ولذلك عند التقريب إذا كان 5 < 4+1 نضيف 1 إلى غ4 لنحصل على (() /» أي أننا ندؤر 
(نقرّب) إلى أعلى» وعندما يكون 5 > 4+1: فإننا نقطع الخانات جميعها بعد المنزلة «4»» أي 
أننا ندؤر إلى أسفل. وأخيرًا إذا كان التقريب إلى أسفل فإن به = :6 لكل ۸ ,...,1,2 = 1 
وعلى كل حال إذا كان التقريب إلى أعلى فإن الخانات (وحتى الأسّ) يمكن أن تتغير. 
إن للعدد 7 تمثيلًا عشريًا على الصورة ...3.14159265 = 7 وعند كتابته على الصورة العشرية 
المعيارية يكون لدينا '10 × ...0.314159265 = 5 إن كتابة 7 على صورة النقطة العائمة 
مستخدمًا القطع عند المنزلة الخامسة يكون 
(r) = 0.31415 x 10! - 5‏ ار 

وبالنظر إلى المنزلة السادسة فى التمثيل العشري للعدد 7 نجد أنها 9› ولذلك يكون تمثيل 7 
بالتقطة العائمة مستخدًا تدوير المتزلة الخافسة هو 

(r) = (0.31415 + 0.00001) x 10! 3.1416‏ ار 9 
ويصف التعريف الآتي طريقتين لقياس أخطاء التقريب. 
إذا کان “م تقريبًا إلى ۳» فإن الخطأ المطلق یکون | ۳-م|» والخطأ النسبي هو |۴-۲/۱۴|» على 
ان 0 ع م 
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مثال 2 


لا نستطيع إيجاد قيمة صحيحة 
للخطأ الحقيقي الناتج عن 
التقريب في كثير من الأحيان. 
وبدلاً من ذلك نجد حدًا للخطأء 
وهو الذي يعطينا قيمة الخطأ 
الأسوأ. 


تعريف 16.1 


پستخدم مصطلح الأرقام المعنوية 
لوصف عدد الخانات العشرية 
التي يظهر أنها صحيحة على نحو 
واسع. 


جدول 1.1 


احسب الخطأ المطلق والخطأ النسبي في المثال الآتي: 

أ. ليكن !10 × 0.3000 -5ء 107 × 0.3100 = *ص؛ فإن الخطأ المطلق يساوي 0.1؛ والخطأ 
النسبى يساوي 10-1 × 0.3333. 

ب. ليكن 10-3 “0.3000 = ۶ و 10-3 0.3100 = ”؛ فإن الخطأ المطلق يكون 10-4 20.1 
والخطأ النسبى يكون !10-7 × 0.3333. 

ج لیکن 10 »× 0.3000 = ۶ و 104 0.3100 = *5؛ فإن الخطأ المطلق يكون 103 20.1 
والخطأ النسبى مرة ثانية يكون !107 × 0.3333. 

يُظهر هذا المثال أن الخطأ النسبى نفسه 10-1 × 0.3333 يحدث مقابل أخطاء مطلقة متعددة. 
وبوصفه مقياسًا للدقة؛ فإن الخطأ المطلق يمكن أن يكون مضللاء ويكون الخطأ النسبي ذا معنّى 
أفضل ؛ لأن الخطأ النسبي يأخذ حجم القيمة في الحسبان. - 
يستخدم التعريف الآتي الخطأ النسبي ليعطي مقياسًا لأرقام دقة التقريب المعنوية. 


يقال: إن العدد ”۶ يكون تقريبًا للعدد م بأرقام معنوية عددها 4» إذا كان ٤‏ أكبر عدد صحيح 
غير سالب يكون لدينا |'مم| 
25210 

اما . 
إن هذا التعريف أدق ويعطى مفهومًا متصلا. 
يوضح الجدول (1.1) وباستخدام قيم متعددة للعدد ۲ الطبيعة المتصلة للأرقام المعنوية عن طريق 
تسجيل أصغر حد أعلى لقيمة |أ-|؛ ويعبّر عنها بالرمز |'-7|*ده. عندما تتوافق "م مع م 
لأربعة أرقام معنوية. 





10000 9990 5000 1000 100 0.5 0.1 P 


| "مم | max‏ 0.00005 0.00025 0.05 0.5 2.5 4.995 5 
وبالرجوع إلى التمثيل الآلى للأعداد» نجد أن التمثيل بالنقطة العائمة (() . للعدد ‏ يكون له 
الخطا النسبي 0 ع 

2 


إذا استخدم ۸ من الخانات العشرية وطريقة القطع للتمثيل الآلى للعدد 
X 10"‏ ... برهك ... ي0.44 = y‏ 
فإن 








: "10 «ايك ... 0.4245 - "10 dkdk+1... X‏ ... ي4رك.0| _ | (2) y= f‏ 
x 10"‏ ... ي0.414 3 ر 
|dkrdkr2... x 1054| _ |(Odridpr2... 1‏ _ 
x 10" 0.ddh...‏ ... 0.44 
وبما أن 0 ¥ 4» فإن أصغر قيمة للمقام تساوي 0.1 الحد الأعلى للبسط هو 1» وعليه يكون 


107*1 = 10-4 مرك < 
0.1 





لقم 
y‏ 
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مثال 3 


إن حد الخطأ النسبي باستخدام الحساب التقريبي ذي » من الخانات هو !*10-2 × 0.5 بطريقة 
مماثلة. (انظر التمرين 24). 
لاحظ أن حدود الخطأ النسبي باستخدام الحساب ذي + من الخانات تكون مستقلة عن 
العدد الذي تمثّلهُ. وتعود هذه النتيجة إلى الطريقة التي تتوّزع بها الأعداد الآلية على طول الخط 
الحقيقي. إن العدد نفسه من الأعداد الآلية العشرية يستخدم لتمثيل الفترات [10 ,11.]1 ,0.1] 
1 ,10]؛ بسبب صيغة المؤشر الأسيّة» إن عدد الأعداد الآلية العشرية فى الفترة [!*”10 ,”10] 
ثايت اللأعذاد الصحيحة جميعها 7 عنمن جدود الآلة: / 
بالإضافة إلى التمثيل غير الصحيح للأعداد» فإن الحساب المنفذ في الحاسوب غير دقيق. 
وهو ينطوي - فى الحساب - على التعامل بالأعداد الثنائية بعمليات سحب أو بعمليات منطقية 
متعددة. ويما أن الميكانيكيات الفعلية لهذه العمليات لا علاقة لها بهذا التمثيل» فإننا سننشئ 
تقريب الحساب بالحاسوب الخاص بناء وعلى الرغم من أن الحساب الذي ننشثه لا يعطي 
الصورة الصحيحة»› إلا أنه يكفي لشرح المشكللات التي تظهر. 
ليكن (() 1 (*) / التمثيل بالنقطة العائمة لكل من الأعداد الحقيقية ×» «» وأن الرموز 
09 تمثّل عمليات الآلة للجمع؛ والطرح» والضرب» والقسمة على التوالي. وسنفترض 
حسابًا مبنيًَا على عدد محدود من الخانات معرّفًا كالآتى: 
(x) x f(y)‏ قر ) قر f(y, x@y=‏ + © ) قرا تر xOy=‏ 
xOy= f(A (x) - f (y)), xOy= f(f (x) + f (y))‏ 
إن هذا الحساب يتطابق مع استخدام الحساب العادي للتمثيل بالنقطة العائمة للعددين ×» ثم 
تحويل النتيجة الصحيحة لتمثيلها بطريقة “النقطة العائمة ذات العدد المحدود من الخانات”. 
إن حساب التقريب قابل للاستخدام في 5. وإن أمر مابل 6امدالا 
>Digits:=t;‏ 
يؤدي إلى تدوير الحساب جميعه إلى ع من الخانات. فعلى سبيل المثال توجد قيمة 


((<) ا +(×) 1/) 1ر باستخدام التقريب بعدد ٤‏ من الخانات عن طريق الأمر 
>evalf(evalf(x)+evalf(y));‏ 


إن استخدام الحساب ذي ٤‏ من الخانات بطريقة القطع أكثر صعوبة» ويتطلب خطوات متتالية 
أو طريقة. دحت تمرين (27) هذه المسألة. 
ليكن 4 = ر ,د = « وأن طريقة القطع ذات الخانات الخمس هي المستخدمة في الحسابات المشتملة 
على × ؛ <ا. ی الجدول (2.1) قيم العمليات شبه الحاسوبية على"10 × 0.71428 = (*) ا 
)y( = 0.33333 × 10°‏ ار ل 
وبما أن أعلى قيمة للخطأ النسبى للعمليات فى المثال (3) هى 10-4 × 40.267 فإن الحساب 
يعطي نتائج مقبولة ذات 5 خانات. على كل حال افترض أن لدينا 0.714251 = »» 98765.9 = نا 
و “10 × 0.111111 = W‏ وأخيرًا يكون "10 × 0.71425 = )u(‏ ر 107 × 0.98765 = (0) ا 
„1W = 0.11111 x 104‏ 
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جدول 2.1 


جدول 3.1 


العملية النتيجة القيمة الفعلية الخطأ المطلق الخطأ النسبي 
x 10-4 0.190 x 10-4 22/21 0.10476 x 101 x@y‏ 0.182 
x 1075 0.238 x 10-5 8/21 0.38095 x 10° xOy‏ 0.625 
x 10-4 0.524 x 10-5 5/21 0.23809 x 10° 61‏ 0.220 
x 10-4 0.571 x 10-4 15/7 0.21428 x 101 x @y‏ 0.267 
(لقد اختيرت هذه الأعداد لتوضيح بعض المشكلات التى يمكن أن تظهر فى الحساب ذي 
الخانات المنتهية.) 


نجد أن » © × تعطي خطاً مطلقًا صغيرًا في جدول 8.1)» ولكنها تعطي خطأً نسبيًا كبيرًا. إن 
القسمة على عدد صغير ۷ أو الضرب في العدد الكبير ۷ يكبر الخطأ المطلق دون سيول لم 
النسبي. وإن جمع الأعداد الصغيرة والكبيرة 1 و ۷ يعطي خطأ مطلقًا كبيرًا؛ ولكن ليس خطأ 


تسَبيًا كبيرًا. 
العملية النتيجة القيمة الفعلية الخطأ المطلق الخطأ النسبي 
x 1075 0.34714 x 10-4 0.30000 x 10-4 x Ou‏ 0.471 0.136 
x 10 0.27000 x 10 (x © u) eW‏ 0.31243 0.424 0.136 
x 10 0.29629 x 10 (x © u) ©‏ 0.34285 0.465 0.136 
x 10-4 0.161 x 10 0.98766 x 10° 0.98765 x 105 u@V‏ 0.163 


إن واحدًا من أكثر الحسابات التي تنتج شا هو الحساب الذي يتعامل مع حذف الأعداد 
المعنوية عند طرح أعداد متساوية تقريبًا. î‏ أن عددين متساويان تقريبًا <» ( حيث ل < × 
وافترض أن تمثيلهما باستخدام » من الخانات هو 
"10 »يرنه ... دجم 10 p+‏ م4 ... 0.4142 = f (x)‏ 


f(y) = 0.44 ... dpBp+1Bp+2...B« x 10" 
إن شكل النقطة العائمة للمقدار لر - × هو‎ 
ار‎ (f (x)— fl (y)) = 0.0p+10p+2...0« x 10“ 7 


حيث إن 


يت ۽ 


0.Bp+ 1Bp+2... Bk‏ ج 10p+2... Ok = 0. p+ 10p+ 2... Ok‏ جم0.6 


إن العدد بصيغة النقطة العائمة المستخدم لتمثيل ر - × يحوي م -« عددًا معنويًا على الأكثر. 
على كل حال وفي معظم آلات الحساب» فإن ‏ - × يعطي عدد » عددًا معنويًا تاركا الأعداد 
الأخيرة التى عددها م إما أصفارًا وإما محددة عشوائيًا» إن أي حسابات إضافية للمقدار لر - × 
تسترجع فا الحفاظ على م - 6 من الأعداد المعنوية ؛ لأن أي سلسلة من الحسابات لا تكون 
أدق من الحلقة الأضعف فيها. 

إذا أنتج حساب أو تمثيل ذو عدد منتهٍ من الأعداد خطأء فإن هذا الخطأ يكبر عند القسمة 
على عدد صغير (أو على نحو مكافئ عند الضرب في عدد كبير). افترض على سبيل المثال أن 
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مثال 4 


مثال 5 


إن جذري المعادلة التربيعية 
العامة 3*1 و د١‏ يرتبطان مع 
المعاملات بحسب المعادلات الاتية 
م دجم وك =+ 
إن هذه حالة خاصة من معادلات 
فايتيه ؛فاuصه]‏ ة۷ لمعاملات 


كثيرات الحدود. 


للعدد > التقريب 6 +5 ذا العدد المحدود من الأعداد» حيث حصلنا على الخطأ 6 عن طريق 
التمثيل أو عن طريق حساب سابق. 
الآن إذا قسمنا على ”107 = »٤‏ حيث 0 < + فإن 


(z+ 6(× 10‏ = )42( كت 





j )€(‏ € 
وهكذا فإن الخطأ المطلق في هذا التقريب ”10 × |5| هو الخطأ المطلق الأصلي |5|» مضروبًا في 
العدد ”10. 


لیکن 2-0.54617 و ۹-0.54601» فان الق المجيحة كحاسل طبر + -م = ٣هي‏ 
6 -6. افترض أو غماية الطرح قد أجزيت باستخدام الحساب بأربع خانات» 
وأ وير رن »ازجع بكالانت يوطين 85052 .> *م؛ 0.5460 = *و على التوالي ويعطينا 
2 = *و - "م > *م بوصفه تقريبًا للعدد ” باستخدام أربع خانات. 


وبما أن 0 |0.0002 -0.00016] _ | حم 

0 |0.00016| || 
فإن النتيجة تحمل عددًا معنويًا واحدًا» حيث كانت 4 ,۶ صحيحة لأربعة أرقام معنوية 
ولخمسة أرقام معنوية على التوالي. 
إذا استخدمت طريقة القطع للحصول على أربع خانات» فإن التقريب لأربع خانات للأعداد 
4P‏ ” هو 0.5461 = "م ,0.5460 = *۾ ,0.0001 = *يو - *م = *7 وهذا يعطينا 
|r - r*| _ [0.00016 - 0.0001|‏ 

ENE |0.00016| 

والذي ينتج دقة ذات عدد معنوي واحد. ل 
ومن الممكن تجنب خطأ التقريب عن طريق تكرار صياغة المسألة كما هو موضح في المثال الآتي: 
ينص قانون الصيغة التربيعية على أن جذري 0 =» + ×ط + ”× عندما 0 # 4 هما 


-b-— 1/52 - 4ac —b+ Vb? - 4ac 
22-55 9 ×= 25-2 5+ (1.1) 


طبّق القانون على الصيغة 0 = 1 + ×62.10 + ”× التي يكون جذراها المقرّبان (مستخدمًا حساب 
التقريب لأربع خانات) هما 0.01610723 - = × 62.08390 - = ود. في هذه الصيغة» 52 أكبر 
بكثير من 246 عندئذ فإن البسط فى حساب 1× يتضمن طرح عددين متساويين تقرييًا. 
بما أن (4.000()1.000()1.000) - 62.10(2)/ = Ib - 4ac‏ 

= 1/3856.- 4.000 = 1/3852. - 6 


= 5 


X2 = 


ونحصل على 3 
_ 0.04000 = _ 62.06 +62.10- 

0.02000 —- ص | 

f (e) 2.00 ETE E 
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وهو تقريب ضعيف للقيمة 0.01611 - = 1× بخطأ نسبي كبير 


|- 0.01611 + 0.02000| 


> 2.4 x 10-1 
| - 0.01611| 


ومن جهة أخرى فإن حساب 2× يتضمن جمع عددين متساويين تقريبًا هما م - و 44 - 1/57 - 
وهذا لا يشكل أي مشكلة؛ لأن 
_ 124.2- _ 62.06 -62.10- 


(x2) = 3 STS 62.10‏ ال 
ینتج الخطأ النسبى الصغير 
5 ور 2و ے 62.10 + 62.08 - | 
2 (62.08-| 


نغيّر قانون الصيغة التربيعية عن طريق جعل البسط عددًا نسبيًا (بالضرب في المرافق) للحصول 
على تقريب أدق للعدد 31 باستخدام التقريب ذي الأربع خانات» فيصبح 
)44 -2م) - b2‏ 3 52-4 سس ac‏ تار جمد _ 


8 2a -ه-‎ Vb2- 44c)  2م)-ه-‎ Vb - 44c) 
وبالتبسيط» نحصل على الصيغة التربيعية البديلة‎ 
= سے‎ 2.D 
باستخدام (2.1) نحصل على‎ 

0 - = ا = سر = (xı)‏ قر 
الذي يحمل الخطأ النسبي الصغير 10-4 ×6.2 ل 
يمكن تطبيق طريقة الضرب في المرافق لنحصل على الصيغة التربيعية البديلة للعدد 3:2 
١‏ 2- 

03.1 ححصم دير 


تستخدم هذه الصيغة إذا كان طا عددًا سالبًا. على كل حالء لا يؤدي الاستخدام الخطأ للصيغة 
2 في المثال (5) إلى طرح عددين متساويين تقريبًا فقط» بل يؤدي أيضا إلى القسمة على ناتج 
الطرح الصغير. إن عدم الدقة الناتج عن هذا التركيب يعطينا 


0- 1000 57 
0 = ہے ےک = 
j r = E = 10-62.06 0.04000‏ 
بخطأ نسبيّ كبير هو !107 × 1.9. ل 


ويمكن تقليل عدم الدقة الناتجة عن خطأ التقريب عن طريق إعادة ترتيب العمليات الحسابية 
وهذا ما يوضحه المثال الآتي. 
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مثال 6 


جدول 14 


تذكر وجوب إجراء 0 
(أو التدوير) بعد كل عملية 
حساب. 


أوجد قيمة 1.5 + 3.2 + ×6.1 - 3× = (×) عند 4.71 = × مستخدمًا حساب الخانات الثلاث 

يعطي جدول (4.1) النتائج الوسيطة في الحسابات. تحقّق من صحة هذه النتائج؛ للتأكد من 
أن فهمك للحساب بثلاث خانات صحيح. تذكر أن طريقة القطع لثلاث خانات تعطي بسهولة 
القيم الثلاث للخانات الثلاث الأولى من اليسار ودون أي تدويرء وتختلف جذريًا عن القيم التي 
تحصل عليها بطريقة التقريب لثلاث خانات. 


32% 6.12 8 2 3 

المضبوط 4.71 22.841 104.487111 135.32301 15.072 
(القطع) ذو ثلاث منازل 4.71 221 .104 .134 15.0 
(التدویں) ذو ثلاث منازل 4.71 222 .105 .135 15.1 


ننظر إلى الحسابات التي قمنا بها لإيجاد قيمة × باستخدام التقريب لثلاث خانات. 
ولتوضيح ذلك؛ نجد أولا 22.1841 = 4.71 = ”× وندوّرها إلى العدد 22.2 مستخدمين بعد 
ذلك قيمة 2× هذه لإيجاد 104.562 = 4.71 22.20 = × ×٠‏ = ×» وندور هذه القيمة إلى 105. 
أما الحساب الدقيق (دون قطع أو تدوير) فهو 

(4.71) = 104.487111 - 135.32301 + 15.072 + 1.5 


= -_ 9 

يكون باستخدام قطع الخانات الثلاث 13.5 - = 1.5 + (15.0 + (134 - .104) = (4.71)/ 

ويكون باستخدام التقريب لثلاث خانات 13.4 - = 1.5 + (15.1 + (135 -.105)) = (4.71)/ 
وتكون الأخطاء النسبية لطريقتي الخانات الثلاث أعلاه على التوالي: 


- 14.263899 + 4 - 14.263899 + 5 
DO | 720090 2 14263899 | 5 
(التدوير)‎ for rounding (القطع)‎ for chopping 


توجد طريقة بديلة بكتابة (×) f‏ باستخدام الأقواس المتداخلة (068:60) كما يأتي 
5 + ×(3.2 + ×(6.1 -ع )) = 1.5 + 3.2×x‏ + 6.122 - × = (×) ر 


وهذا يعطى طريقة القطع لثلاث خانات 


2 - = 1.5 +3.2(4.71 + 6.14.71 -4.71) = لاتهار 
وتعطى طريقة التقريب لثلاث خانات 14.3-» والأخطاء النسبية الجديدة تكون 
القطع لثلاث خانات 2 + 14.263899 | 


- 9 | 0 


2 ۴ 3 + 14.263899 -— 
التقريب لثلاث خانات 5 ےا 
لتقر 0 | 9 - | 


إن استخدام الأقواس المتداخلة قد خفّض الخطأ النسبي للتقريب بالقطع إلى أقل من 10% مما 
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حصلنا عليه فى الأصل. أما فى حالة التقريب بالتدوير فقد كان التحسين أكثر ظهورًا» حيث 
حدث فى المثال السابق أن انخفض الخطأ إلى أكثر من 95%. " 
يجب التعبير دائمًا عن كثيرات الحدود باستخدام الأقواس المتداخلة (۵ه5٠٠)‏ قبل إجراء 
الحسابات؛ لأن هذه الصيغة تجعل عدد العمليات الحسابية أقل ما يمكن. 

إن تقليل الخطأ في مثال (6) كان بسبب تقليل العمليات الحسابية من أربع عمليات ضرب 
وثلاث عمليات جمع إلى عمليتي ضرب وثلاث عمليات 5 . وإن إحدى طرائق تقليل خطأ 
التقريب تكون بتقليل عدد العمليات الحسابية التي تنتج 





مجموعة التمارين 2.1 


EXERCISE SET 
:8' احسب الخطأ المطلق والخطأ النسبي الناتج عن تقريب  بالقيمة‎ .1 


أ 22/7= معدم اق 311416 p= 2718 PER, p=‏ بوبحو 
ني 1.414 د 2p‏ دم ىه 22000 = *م ,لام دام و 1400 = *م ,"10 دم 
pٌ* = 0 5‏ ,!8 دم . p = 9!, p* = V18r(9/e)?‏ 
او وس ا و سس 
2 
6 


3 افترض أن # يجب إن اب ج يكيلا تيبي ذه فان 3-. أوجد أكبر فترة يجب أن 
تقع فيها 7 لكل قيمة 7 فيما يأتي: 





أ. 150 ب. 900 ج. 1500 د. 90 
4. أجر العمليات الحسابية الآتية : 
() بصورة دقيقة. 


() مستخدمًا القطع لثلاث خانات. 
(1ذ) مستخدمًا التقريب لثلاث خانات. 
iv)‏ احسب الأخطاء النسبية في (ن) و 10). 

.}+$ ب اك EDS GES‏ 
5. مستخدمًا حساب التقريب لثلاث خانات لإجراء الحسابات الآتية ؛ احسب الخطأ المطلق 
والخطأ النسبى مستخدمًا خمس خانات على الأقل لإيجاد القيمة الصحيحة: 





أ. 0.921 + 133 ب. 0.499 - 133 ج. 119 - (0.327 -121) 

و 0,337 - )119 -121( E E‏ و. چ »6+ 107- 
26-4 

a (8(۰ )5( ز.‎ 





6. أعد حل تمرين (5) مستخدمًا حساب التقريب لأربع خانات. 

7. أعد حل تمرين (5) مستخدمًا حساب القطع لثلاث خانات. 

8. أعد حل تمرين (5) مستخدمًا حساب القطع لأربع خانات. 

9. إن أول ثلاثة حدود غير صفرية ة لسلسلة ماكلورين للدّالة 261809604 هي *(1/5) + ”×(1/3) - × 


احسب الخطأ المطلق والخطأ النسبي في التقريبات الآتية للعدد 76 مستخدمًا كثيرة الحدود بدلا 
من :arctangent‏ 


16 arctan (}) - 4 arctan (45) ب.‎ 4 [arctan (}) + arctan )4([ . 
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0. يمكن تعريف العدد © بالقيمة !/5!7.,)1 =ء» احسب الخطأ المطلق والخطأ النسبي عند استخدام 


التقريبات الآتية للعدد ©: ا 35000 


11 لیکن xX cOSX - sinx‏ د ور 


x ¬ sinx 
limy4o f (x) أوجد:‎ 3 
./)0.1( ب. استخدم حساب التقريب لأربع خانات لإيجاد قيمة‎ 
ج. عوّض عن كل دالة مثلية مستخدمًا كثيرة حدود ماكلورين الثالثة التى تمثّلهاء أوجد القيمة فى (ب).‎ 
0 د. إن القيمة الفعلية هي 8 - = (۴)0.1» أوجد الأخطاء النسبية للإجابات في (ب)»‎ 
لیکن کے رمم‎ .2 


2 





ا أوجد: e” *)/ x‏ = *ع) منصلا 

ب. استخدم حساب التقريب لأربع خانات لإيجاد قيمة (0.1)/, 

ج. عوّض عن كل دالة مثلية مستخدمًا كثيرة حدود ماكلورين الثالثة التي تمثّلهاء أوجد القيمة في (ب). 
د.إن القيمة الفعلية هي 2.003335000 = (0.1)م» أوجد الأخطاء النسبية للإجابات في (ب)؛(ج). 

3. استخدم حساب التقريب لأربع خانات وصيغ مثال (5) لإيجاد التقريبات الأكثر دقّة لجذور الصيغ 
التربيعية الآتية» واحسب الأخطاء المطلقة والأخطاء النسبية 

أ 0 اوو قي ب 1-0 ولط تمي 

1 0 = 0.01265 + 11.01 - 1.0022 د. 0 = 0.01265 + 11.01 + 1.0022 

4. أعد حل التمرين (13) باستخدام حساب القطع لأربع خانات. 

5. استخدم النموذج الحقيقي بطول نا-64 لتجد الكسر العشري المكافئ للأعداد الآلية بالنقطة المتحركة 
أ. 000000000000000000000000000 1 10000001010 0 

ب . 000000000000000000000000000 1001001100000000000000000 10000001010 1 


ج 000000000000000000000000000 0101001100000000000000000 01111111111 0 
د. 000000000000000000000000001 0101001100000000000000000 01111111111 0 


6. أوجد العدد الأكبر الآتي والعدد الأصغر السابق لكل عدد آلي في التمرين (15)» مستخدمًا الصيغة العشرية 





(كسور عشرية). 
7. لتكن النقطتان (20,10) و (:< ,:*) على خط مستقيم و « ¥ «. يوجد معادلتان لإيجاد قاطع × على الخط 
هما (xı = Xo) Yo‏ کو عو او 296 1د بت 

29-0 i Te 


أ. برهن على صحة هاتين المعادلتين جبريًا. 

ب. استخدم البيانات 3.24 ,1.31) = (0« ,ود), (4.76 ,1.93) = (<,:اء وحساب التقريب لثلاث خانات» لتجد 
قاطع × بالطريقتين. أي الطريقتين أفضل؟ ولاذا؟ 

8. كثيرة حدود تايلور من الرتبة ” للدّالة © = (*)/ هي (!27-0//4. استخدم كثيرة حدود تايلور من الرتبة 
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التاسعة» وحساب القطع لثلاث خانات لتجد تقريبًا للعدد 5-© مستخدمًا كلا من الطرائق الآتية: 


5( 2 ا 
i!‏ س i!‏ بم 





1 1 
2 
ج إن القيمة التقريبية الصحيحة لأقرب ثلاث خانات للعدد 5ه هي 3 >×6.74. أي المعادلتين 
فی (أ» (ب) أدق؟ ولاذا؟ 
19 لیکن + = رط + جه و f‏ = وك + نظام معادلتين خطيتين» حيث قيم a,b,c,d,e, f‏ معطاة. ويمكن حلهما 
لقيم ×» بالطريقة التالية: 


+ 3 
افترض - - 7 حيث 0 # ۾. 


dı = 4- mb 
f= f me 
hi 
ي‎ 
DF 
5 a 
: وخلّ نظام المعادلتين الخطيتين في لكل مما يلي مقربًا الجواب لأربع مراتب‎ 
8.110 + 12.20 = - 0.1370 أ 14.20 = بر6,990 - 1.130 ب.‎ 
-18.11 + 112.27 =- 6 1.013: - 6.099رy‎ = 14.22 


0. كرّر التمرين (19) مستخدمًا حساب القطع ذي الأربع خانات. 

1. أ. بين أن أسلوب تداخل كثيرة الحدود الموضحة فى مثال (6) يمكن تطبيقه أيضا فى حساب 
9 = 12.26 + 3.1142 - م462 - 1.016 = ١ 1 . f(x)‏ 

ب. استخدم تقريب الجواب لثلاث خانات» افترض كون 4.62 = 5"ء» وأن )٠("‏ = *”ء لتقييم (1.53)/ وحسبما 
هو معطى في (أ). 

ج. أعد الحسابات في (ب)» من خلال عمل تداخل الحسابات أولًا. 

د. قارن التقريبات في (ج) بنتيجة التقريب لثلاث خانات صحيحة 7.61 - = (1:53)/. 

2. لدينا متوازي سطوح مستطيلة أطوال جوانبه © 3» 00 4» و 08 5 مقيسة إلى أقرب سنتمتر. ما أفضل حد 
علوي وحد سفلي لحجم هذا المتوازي؟ وما أفضل حد علوي وحد سفلي للمساحة السطحية؟ 

3. لتكن (7,)2 كثيرة حدود ماكلورين من الرتبة 7 لدالّة معكوس الظل. استخدم ©1م1/8 محمّلا 75 مرتبة عشرية 
لإيجاد قيمة ۸ اللازمة لتقريب 7 ضمن 10-25 مستخدمًا الصيغ الآتية: 

أ. ])}( ه + (4) 4[P,‏ ب. (25) ,4۶ - (5) ,16۶ 

4. افترض أن («) 7 تقريب + من الخانات ل <. أثبت أن 


> 0.5 x 1074+ 





ليم 
y‏ 
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لإرشاد: إذا كان 5 > ربك فإن "10 <ايك ...0.4.42 = () تر. وإذا كان 5 < ببب فإن * "10 + '10 dx‏ ... ي0.4,4 = Lf (y)‏ 


1 
5. إن معاملات ذات الحدين E‏ = )( 


تحسب عدد الطرائق لاختيار مجموعة جزثئية ذات سعة + من مجموعة سعتها ". 
أ. افترض أن أعداد حاسبة عشرية بالصيغة 
x 10"‏ ب4ي4ي4 ,0.4 + مع 9 < d > 9, 0> dı‏ > 1 إذا كان 4 ,3 ,2 = : و 15 > |#|. 
ما أكبر قيمة ل ” لتكون معاملات ذات الحدين () التي يمكن حسابها لجميع قيم ۸ وفق التعريف؛ دون التسبب 
في اتساع النتيجة؟ 

k+1 < .m 8‏ دسم m m m-¬—1‏ 
ب. أثبت أنه يمكن حساب (5) ایشا من اول ( -5) .. (7ح) (2) = (2). 
ج ما أكبر قيمة ل :7 لتكوّن معاملات ذات الحدين )( التي يمكن حسابها وفق الصيغة في (ب) دون التسبب 
في اتساع النتيجة؟ 
د. استخدم الصيغة في (ب) وحساب القطع ذي الخانات الأربع لحساب عدد مجموعات الورق الخماسية المحتمل 
سحبها من حزمة ورق من 52 ورقة. احسب الأخطاء الحقيقية والنسبية. 
6 . لیکن [4,5]© € ۶ دالة مشتقته موجودة على (ط ,4). افترض أننا نريد تقييم f‏ عند × ضمن (5,©) بول 
من حساب القيمة الحقيقية (2/)30 والقيمة التقريبية (0<) هي القيمة الحقيقية ل / عند ٤‏ +0د بمعنى أن 





.f(xo) = f(xo+ ©‏ 
أ. استخدم مبرهنة القيمة الوسيطية لتقدير الخطأ المطلق »)۶ - (0د)م/|ء والخطأ النسبي |لمدام |/المدتر - (ممامر| 
مفترضين 0 # (30)/. 
ب. إذا كانت 10-5 ×5 = » و1 = ود فأوجد حدودًا للخطأ المطلق والخطأ النسبى ل 
ii f(x) = e“ ii. f(x) = sinx‏ 
ج. كرّر (ب) مع مد(؟-10 ×5) ٤=‏ و 10 = × 
7. تقطع عمليات ©16م113 الآتية العدد الطافم × إلى ٤‏ من الخانات 
تقطع و تیه العدد 8 3 إلى 6 - chop:=proc(x,t);‏ 
if x=0 then 0‏ 
else‏ 


e:=ceil(evalf(log10(abs(x)))); 
x2:=evalf(trunc(x*10۸(t-e)) 


*10۸(e-)); 
f 5 006 
end; تحقق من فاعلية العملية للقيم الاتية:‎ 
x =- 124.036, 1= 5.3 ب 5 =1 ,124.036 =× > 5 =1 ,124.031 دمر‎ x= 124.031, = 5 أ.‎ 
x = - 0.00653, t= 2 ا‎ x = 0.00656, 1= 2 ز.‎ x = 0.00656, : - 2 ه. 5 =1 ,124.036 = × و.‎ 


ل. 2 = 1 ,0.00656 - = × 
8. أوضح المثال الافتتاحي في هذا الفصل تجربة فيزيائية تضمنت درجة حرارة غاز تحت الضغط. في هذا التطبيق 
كان لدينا 3« 0.100 = ۷ N = 0.00420 mo, P = 1.00 atm,‏ و 0.08206 - ۸» وبحل 7 في قانون الغاز المثالي نحصل على 
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1.000.100( _ _ لام 
NR ` (0.00420)(0.08206)‏ 

لقد وجد أن 7 تساوي 15'٤‏ تحت الظروف المخبرية المذكورة تساوي ©*15: عند مضاعفة الضغط 
وتناقص الحجم إلى النصف أصبحت 7 تساوي ٩‏ 1. افترض أن البيانات عبارة عن قيم مقربة 
ودقيقة ضمن المواقع المعطاة؛ أثبت أن القيم المخبرية ضمن حدود الدقة لقانون الغاز المثالي. 


Algorithms and Convergence و 1 الخوارزميات والتقارب‎ 


سنتفحص خلال هذا الكتاب طرائق للتقريب تسمّى الخوارزميات. وتتضمن متتاليات من 
الحسابات. 


= 290.15 1-2 17C 


إن استخدام الخوارزمية قديم الخوارزميات: هي طريقة تصف دون أي التباس عددًا محدودًا من الخطوات التي تنفذ بترتيب 
قدم الرياضيات المنظمة محدد. إن الغرض من الخوارزميات هو تنفيذ عملية لحل مسألة أو إيجاد تقريب حل لمسألة 
واسمها مأخوذ من اسم تستخدم “الرمز الشكني” 6680006508 لوصف الخوارزميات. إن هذا الرمز الشكلي يحدد شكل 
الرياضي العربي محمد بن المرخلات الواردة وشكل المخرجات المطلوبة. 
موسى الخوارزمي 550 780 ولا تعطى العمليات العددية كلها المخرجات المرضية لمدخلات اختيرت عشوائيًا. لذا يجب 
واو ا أن تتضمن كل خوارزمية طريقة توقف مستقلة عن الطريقة العددية. لتجنب العروات اللانهائية. 
Algorlemi"‏ إا ٠‏ وهناك:رمزان للترفيم يسنتخدام:في: الخوارزميات 
ای یود اور سي ا رک ساي 
شاد 5 « الفاصلة المنقوطة () وتفصل بين عملين ضمن خطوة. 
ويستخدم الفراغ في بداية الفقرة 1008014341500 ليدل على أن مجموعات من العبارات وجب 
التعامل معها بوصفها وحدة واحدة. 
أما تقنيات العروات فى الخوارزميات. فإما أن تكون محكمة بالعد 
Counter - Controlled‏ مثل ١‏ 
لكل ب« مرة يآ دغ 
: ضع ih‏ +بن x=‏ 
وإما أن تكون محكمة بالشرط 0هااهمامه0 ¬ condition‏ مثل : 
عندما يكون /د > : أجر الخطوات 3 - 6. 
While i > N do Steps 36‏ 


ولكي نسمح بالتنفيذ الشرطي؛ نستخدم الصيغ الآتية 


إذا كان ... فإن If ... then‏ 
أو إذا كان ... فإن غير ذلك هواع lf ... th”‏ 


تتبع خطوات الخوارزميات قواعد إنشاء البرامج البنائية » وقد رتبت على أن تتضمن أدنى صعوبة 
عند ترجمة الرمز الشكلى إلى أي لغة برمجة صالحة للتطبيقات العلمية. تحوي الخوارزميات 


1 و الخوارزميات والتقارب 


مثال 1 


مثال 2 
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كثيرًا من التعليقات التى تكتب بخط مائل ضمن أقواس لتمييزها من العبارات الخوارزمية. 
نصف فيما يأتي إحدى الخوارزميات لحساب پر× + ...+ يد + بد = بد ا حيث N‏ 
و XN‏ ۲ 2 1 معطاة. 

N, %1, ...ود‎ Xx المدخلات:‎ 

50M = < ×: المخرجات:‎ 


عند N‏ ,...,1,2 = : نفذ 


ضع ,د + 801 = 0ء (أضف الحد التالي). 
المخرجات (51/11) 


توقف. 5 
كثيرة حدود تايلور من الرتبة 27 للدّالة × م1 = مفكوك حول 1 = ود هي 

: 11 -( 
P(x) = 3 r 1 8‏ 
وقيمة 1.5 1١‏ لثماني خانات عشرية هي 0.40546511. 
افترض أننا نريد إيجاد أقل قيمة للعدد N‏ التي تحقّق 10° > |(1.5) ٨‏ - 121.5| دون استخدام 
الحد الباقى لكثيرة حدود تايلور. 
نعلم من حساب التفاضل والتكامل أنه إذا كانت ”1-.2 متسلسلة متناوبة ذات نهاية 4 
تتناقص القيم المطلقة لحدودهاء فإن 4 والمجموع الجزئي > = 4۷ ذا الرتبة ۸ يختلفان 
بقيمة أقل من قيمة الحد ذي الرتبة (1 «(N+‏ أي أن 

|4- ادق‎ -3 | an+ı| 

تستخدم هذا الحد فى الخوارزمية الآتية : 
المدخلات: القيمة ×» حد السماح 701 أكبر عدد تكرارات 11. 
المخرجات: الرتبة 27 لكثيرة حدود أو عبارة فشل. 








POWER = y 
TERM = y 
(تستخدم لتنفيذ عكس الإشارات).‎ [6N = - 1 


SGN = - SIGN‏ (لعكس الإشارم 

SUM + SIGN . TERM‏ = بء (لجمع الحدود). 
POWER = POWER y‏ 

POWER/( N + 1)‏ = مع (لحساب الحد التالي). 


إذا كان 701 > |7811| فإن (لاختبار الدقة). 
المخرجات (/0) 
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إن جذر 513016 هو نفسه 
جذر stand‏ و51300310. 
وفى الرياضيات فإن كلمة 
مستقر |5180 تعنى أن تغييرًا 
صغيرًا في البيانات الابتدائية أو 
الشروط لا يؤدي إلى تغيبر كبير 
في حل تلك المسألة. 


تعريف 17.1 


مثال 3 





إن المدخلات فى مسألتنا هى 10-5 = 701 ,1.5 = × وربما 15 = 74.إن اختيار 14 يعطى حدًا 
أعلى لعدد العمليات الحسابية التي يرغب في إجرائهاء مع علمنا بإمكانية فشل الخوارزمية 
إذا اجتزنا هذا الحد. إن المخريج (الناتج) هو قيمة للعدد ٨N‏ أو رسالة فشل يعتمد على دقة أداة 
الحساب. سنتصدى لمسائل تقريب متعددة في محتوى الكتاب» وفي كل حالة نحتاج إلى 
تحديد طرائق التقريب التي تعطي نتائج صحيحة يمكن الاعتماد عليها لحل مجموعة واسعة من 
المسائل. كما نحتاج إلى شروط مختلفة لتصنيف دقة هذه الطرائق بسبب الاختلاف بين الطرائق 
المستخدمة لاشتقاق التقريب. وليس من الضروري أن تكون هذه الشروط جميعها مناسبة لمسألة 
بعينها. " 

إن أحد المعايير التى نضعها على الخوارزمية كلما أمكن ذلك» هو أن التغييرات الصغيرة 
في البيانات الابتدائية تُنتج في المقابل تغييرات صغيرة في النتائج النهائية. إن الخوارزمية 
التي تحقق تحقّق هذه الخاصية تسمى مستقرة ©8]801» وفى غير ذلك فهى غير مستقرة 8]8018هنا. 
إن بعض الخوارزميات تكون مستقرة فقط عند اختيارات محددة للبيانات الابتدائية. وتسمّى 
هذه الخوارزميات مستقرة شرطيًا ©5:861 '[|00701410081. سنصف خواص استقرار الخوارزميات 
كلما كان ذلك ممكنًا . ولكي نتفحص موضوع نمو خطأ التقريب وعلاقته باستقرار الخوارزمية ؛ 
نفترض أن خطأً قيمته 0 < 80 قد وقع عند خطوة ما في الحسابات» وإن مقدار الخطأ بعد 7 
من العمليات الآتية هو «. وتوجد حالتان تحدثان عمليًا فى أكثر الأحيان نعرفهما كما يأتى. 
افترض أن 0 < و5 هو الخطأ الابتدائى» وأن ٤۸‏ هى قيمة الخطأ بعد من الخطوات الآتية. 
إذا كان 2850© - E,‏ حيث كان 0 ثابنًا لا يعتمد على ۰۸ فإن نمو الخطأ يسمّى خطيًا 5©84أا. 
وإذا كان م "© - E,‏ حيث 1 < © فإن نمو الخطأ يسمى أسيًا اaا†"Expone.‏ - 

لا يمكن تجنب النمو الخطي للخطأ عادة» وعندما يكون © و 10 صغيرين» فإن النتائج تكون 
مقبولة عمومّاء أما النمو الأسيّ فيجب تجنبه؛ لأن الحد ”© يصبح كبيرًا حتى لقيم # الصغيرة 
نسبيًا» وإن هذا ليس دقيقا مهما كان حجم 50 وعندئذ فإن الخوارزمية التي تعطي نموًا خطيًا 
للخطأ تكون ثابتة» حيث أن الخوارزمية التى تعطى نموًا أسيًّا للخطأ تكون غير مستقرة. (انظر 
الشكل 11.1) NE‏ 
تمثل النقاط الظاهرة الواقعة على خط مستقيم (في أسفل الشكل 11.1) نمو الخطأ الخطي المستقرء 
حيث تمثل النقاط في الجزء العلوي في الشكل نمو الخطأ الأسَيَ غير المستقر. 
إن الصيغة الإرجاعية 6نأو]ناء»1 . 7 

2-2 2 EE ل‎ Pn = كك‎ p-1 = برط‎ 3 


Pn = cı (‡)" + c23" لها الحل‎ 
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شكل 1.11 
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E, 4‏ 
. 
نمو الخطأ الأسى غير المستقر 
B= CE‏ م 
5 
٠. 5‏ 
نمو الخطأ الخطي المستقر , 
ي 5 
ل ALES”‏ 
هو 
Eo *‏ 
> ب ب ب ب ب ب بم 
E E E ri 5‏ 1112 











لأي ثابتين 1> و ٥2‏ لأن 
[* 3ء 8 E‏ 86 - |3 + 7 86 4 دصرم - رملا 
a [$ -3- 1]‏ + [1 -4. ل] "4(9 - 

= cı )4(" * ($) + c23" 2(9) = "قي + ")}( نه‎ = pn 
فإن 1 = ره و0 = ده عندئذ تكون قيمة "(1) = ہم لقيم ۸ جميعها.‎ ١ = إذا كان 1 = 0و3‎ 
» افترض أنك استخدمت حساب التقريب من الخانات الخمس لحساب حدودالمتتالية المعطاةبهذهالصيغة‎ 
عندها تكون قيمة 1.0000 = وقرء و 0.33333 = ر وهو ما يتطلب تعديل الثوابت ل 1.0000 = بث‎ 
و10 0.12500 - = 2ة إن المتتالية التقريبية 5-0( 12 الناتجة تعطى بالعادلة‎ 

Ên = 1.0000 (})” - 0.12500 x 1075(3)”‏ 
ويكون خطأ التقريب 
x 1075(3”)‏ 0.12500 = رم رم 

وينمو أسيًا مع #» وهذا يعكس عدم دقة قصوى بعد عدد قليل من الحدود» ويظهر في الجدول 
(5.1) أيضا في صفحة 34). 
إن الصيغة الإرجاعية 2,«م -1-,«م2 = م لكل ...,2,3 =۸ من جهة أخرى لها الحل 


و Pe =e‏ لأي ثابتين © و 2©؛ لأن 


2Pn-1 = Pn-2 = 2(cı + c2(n ¬ 1)) - (cı + c2(n — 2)) 


= c(2 - 1) + c2(2n—- 2- n+ 2) = cı + can = Pn 
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جدول 5.1 


جدول 6.1 


7 6 التحسوب: ,2 الصحيح الخطأ النسبي 
x 101 0.10000 x 101 0‏ 0.10000 

0.33333 x 10° 0.33333 x 10° 1 

9x 10-5 0.11111 x 10° 0.11110 x 10° 2 
1x 1073 0.37037 x 1071 0.37000 x 1071 3 
9x 1073 0.12346 x 1071 0.12230 x 1071 4 
8x 1072 0.41152 x 1072 0.37660 x 1072 5 
8x 107 E Ê 2 0.32300 x 1073 6 
7x 10° 0.45725 x 10-3 2 - 0.26893 x 1072 7 
6x 10 0.15242 x 10-3  - 0.92872 x 1072 8 


إذا كان 1 = وم و ‡ = رم فإن الثوابت في هذه الصيغة تصبح 1 = 1ه و چ - = يه ويكون 
۸ - 1 = ,رم. وباستخدام حساب التقريب لخمسة أرقام ينتج في هذه الحالة أن 0000 1 = وق 
و 0.33333 = رث ونتيجة لذلك» تصبح قيم الثوابت المقربة لخمسة خانات هي 1.0000 = 60 
و 0.66667 - = يت وهكذا يكون 
Ên = 1.0000 - 0.66667"‏ 


Da = (0.66667 - 3)n‏ درم 


وينمو خطيًا مع ٠”‏ و ينعكس هذا في الاستقرار الظاهر في جدول (6.1). 

n‏ 5 الفحتسوتف م الصحيح الخطأ النسبي 
x 10' 0.10000 x 101 0‏ 0.10000 

0.33333 x 10° 0.33333 x 10° 1 

9x 10-5 - 0.33333 x 10°  -0.33330> 1° 2 
0 — 0.10000 x 101  — 0.10000 x 10' 3 

0 -0.16667 x 101 -0.16667 x 10 4 

4x 10-5 - 0.23333 x 101 0.23334 101 5 
0 - 0.30000 x 10  -0.30000x 101 6 

0 - 0.36667 x 101 -0.36667x 101 7 

2x 10-5 - 0.43333 x 101 - 0.43334 x 101 8 


يمكن تخفيف تأثيرات أخطاء التقريب باستخدام حساب لراتب من رتب كبيرة» مثل الخيار 
الثنائي الدقة أو المتعدد الدقة المتاح في معظم الحواسيب. 
إن مساوئ استخدام الحساب الثنائي الدقة تكمن في استغراقه وقتًا أطول» وعدم إلغائه أخطاء 
التقريب» بل تأجيل ذلك إلى حين إجراء عمليات حسابية آتية. 

إن إحدى الطرائق لتوقع خطأ التقدير تكون باستخدام حساب الفثات (أي الاحتفاظ بأصغر 
القيم الممكنة وأكبرها في كل خطوة)؛ وبذلك نحصل على فترة تحوي القيمة الحقيقية في 
النهاية. ولسوء الحظ قد نحتاج إلى فترة صغيرة جدًا للتنفيذ المعقول. 

وبما أننا نستخدم التقنية التفاعلية المتضمنة المتتاليات نختتم هذا الفصل بمناقشة بعض 
المصطلحات التى تصف معدل التقارب الحادث عند توظيف (تطبيق) التقنية العددية. وبصورة 
عامة» فإننا نرغب في حدوث التقارب بأقصى سرعة ممكنة. 
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تعريف 18.1 


مثال 4 


جدول 7.1 


توجد طرائق متعددة أخرى 
لوصف نمو المتتاليات والدوال: 
ويتطلب بعضها حدودا عليا 
وحدوذًا دنيا للمتتالية أو الدّالة 
تحت الدراسة. إن أي كتاب جيد 
في تحليل الخوارزميات مثل 
RÎ‏ يحتوي على هذه 
المعلومات. 
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ونستعمل التعريف الآتى للمقارنة بين سرعة تقارب الطرائق المختلفة. 
لتكن , >( ,,8) متتالية تتقارب نحو الصفرء و::(0) تتقارب نحو العدد ». إذا وجد ثابنًا موجبًا 
£ يحقق 
ا«ظاة > اه - | لقيم « الكبيرة 
فإننا نقول: إن ١‏ :[00) تتقارب نحو العدد ه بسرعة تقارب (,0)8 (يقرأ هذا التعبير “زه 


كبيرة لقيمة ,8 ”). ويشار إليها بكتابة (,0)8 + © = يه. 0 
ومع أن التعريف (18.1) يسمح للمتتالية 7( 20 بأن تقارن بأي متتالية ”,10 فإننا في معظم 
الحالات نستخدم 1 
— درق 
n‏ 


حيث إن 7 عدد موجب 0 < «» وعادة ما يكون اهتمامنا بأكبر قيمة للعدد 7 التي تحقق 
(0)1/55 جه = به. 
افترض أنه لكل 1 < ۸ لدينا 

0 n+ 3 n+1 


E E 





n2 
فمع أن 0 = ب مجنا و 0 = بث متنا فإن المتتالية (بة) تتقارب إلى هذه النهاية‎ 
بسرعة أكبر كثيرًا من المتتالية (,40)» على نحو الجدول (7.1) الذي حسب مستخدمًا حساب‎ 
التقريب بخمسة أرقام.‎ 
7 6 5 4 3 2 1 7 
0.16327 0.19444 0.24000 0.31250 0.44444 0.75000 2.00000 dn 
0.029155 0.041667 0.064000 0.10938 0.22222 0.62500 4.00000 n 


إذا افترضنا 1/7 = «8 و 1/87 > ,3 نجد أن 














REL , FER 1‏ 
2 ا ک0 
و 

5 n+ 3 _ n+ 3n 1 

lan - 0| = n3 n3 E A 

عندئذ 1 1 

)مهس د )هلم 
إن سرعة تقارب (100 للصفر مماثلة لسرعة تقارب (1/2) للصفر» حيث تتقارب [00) للصفر 
بسرعة مماثلة للمتتالية الأسرع في التقارب (1/82). - 


نستعمل أيضًا رمز اه الكبيرة لوصف السرعة التى تتقارب فيها الدوال. 
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تعريف 19.1 


مثال 5 


افترض أن 0 = G)۸(‏ مہ ناء وأن 5 - (۴)۸ وج برتهذآ. إذا وجدنا ثابتا موجيًا # حيث إن 
|(1©6)7 > | - (۴)۸| لقيم ۸ الصغيرة على نحو كاف فعندئذ نكتب 
F(h) = L+ 0(G(R))‏ 

إن الدّوال التي نستخدمها للمقارنة عادة ما تأخذ الصورة ۸7 = (6)۸» حيث إن 0 < م 
ينصب اهتمامنا على أكبر قيمة للعدد ‏ التي تحقّق (0)(:7 +1 = (5)0. 
لقد وجدنا في المثال (3) (ب) من الفصل (1.1) أن كثيرة حدود تايلور تعطي 

cos &()‏ كر + cosh = 1- 1n?‏ 
لعدد ما (5)7 بين الصفر و 2# وأخيرًا يكون 

cosh + }h? = 1+ kh“cosé(h) 
cosh + }h? = 1+ 0) وهذا يتضمن أن‎ 
[(cosh + 4n?) - 1| = |  cosé(n)|h* > لأن كرطع‎ 
وهذا يعني أنه عندما تكون 0ج-4» فإن 482 + 05# يتقارب إلى نهاية 1 بسرعة قريبة من‎ 
سرعة تقارب “۸ للصفر. ل‎ 





مجموعة التمارين 3.1 


EXERCISE SET 
++ !+...+ موده حساب القطع لثلاثة أرقام لتجد المجموع (1/7) 3 مستخدمًا لہ‎ 1 
أولا ثم + +...+ ل + يلم . أي الطريقتين أدق؟ ولاذا؟‎ 
ب. اكتب خوارزمية لإيجاد مجموع المتسلسلة المحدودة :20215 بترتيب عكسي.‎ 
يعرف العدد © بالسلسلة (!21701/0 = ء» استخدم حساب القطع لأربعة أرقام لإيجاد‎ .2 
: التقريبات الآتية للعدد ©» ثم احسب الخطأ المطلق والخطأ النسبي‎ 


5 





1 الوا اي 5 
أ. Loni‏ 27 5 ا 0 
1 1 1 10 
6 ي 5 رك قن 
3. إن متسلسلة ماكلورين لدالة الظل المقابل متقاربة على الفترة 1 > × > 1- وهي 


لت im Rj = im 2 ١‏ = دمفاعقة 
5 استخدم الحقيقة 1 = 8075/4 لإيجاد عدد الحدود « للمتسلسلة المطلوب جمعها للحصول 
على 107 > |« - (1)رط4ا, 
ب. تشترط لغة البرمجة ++0 أن تكون قيمة 7 صحيحة بحد خطأ أصغر من 10-19. ما عدد حدود 
السلسلة التي نحتاج إلى جمعها للحصول على هذه الرتبة من الدقة؟ 
4. يقدم التمرين (3) تفاصيل طريقة غير فعالة للحصول على تقريب العدد 271 ويمكن 
تحسين هذه الطريقة على جو با أن 4 arctan } + arctan‏ = = 7/4 ثم إيجاد قيمة 
متسلسلة الظل المقابل ٠a١‏ عند 1 7 وعند 3 أوجد عدد حدود السلسلة التى يجب جمعها 
لضمان تقريب العدد 7 ضمن 10-3. 
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5. توجد صيغة أخرى لحساب ١‏ يمكن استنتاجها من المتطابقة < هقاءتة - 4 ههادمه4 = 7/4 . أوجد عدد حدود 
السلسلة التى يجب جمعها لضمان تقريب العدد 71 ضمن 10-3. 
6. أوجد سرعة التقارب للمتتاليات الآتية عندما ەد 2: 





1 1 5 
lim sin ب. 0 = جح‎ lim دهز‎ = 0 .| 
و صم‎ no n 
1۱2 
lim [In(n + 1) - In(n)] = 0 د.‎ lim (sin 3 = 0 € 
no na n 
۸ أوجد سرعة تقارب الدوال الآتية عندما 0ج‎ .7 
. 1-— cosh „_Sinh ء٤‎ 
lim ب. 0 < لل‎ lim أ. 1= حت‎ 
0م‎ h 7 n>0 h 
ae sinh — hcosh 
=-1 د.‎ i-0. 
كيب‎ --1 e hE 


8 ما عدد عمليات الضرب والجمع المطلوبة لإيجاد حاصل جمع الصيغة 
رطنه رح رل؟ 


i=1 j=1 

ب . عدّل الصيغة فى (أ) على أن تقلل عدد العمليات الحسابية. 
9. لتكن مه + × + ...+ ' "روه + "×ږه = (2)م كثيرة حدود» وافترض أن 0× معطاة. أنشئ خوارزمية لإيجاد 
قيمة (2):0 مستخدما عمليات الضرب المتداخلة. 
10. يعطي التمرين (5) من الفصل (2.1) صيغ بديلة للجذرين 1× و 2× للصيغة 0 = > + ×ط + 2جه. أنشئ خوارزمية 
با مدخلات © ,5 ,4 والمخرجات 1× و 2× لتحسب الجذرين 1× و 2× (اللذين يمكن أن يكونا متساويين أو مرافقين 
مركبين) مستخدمًا أفضل صيغة لكل جذر. 
11 أنشئ خوارزمية مدخلاتها عدد صحيح 1 < ۸» الأعداد ,د ,...,1× ,30 وعدد × التي مخرجها حاصل الضرب 
)د -ع) 0 - ا 6 0 : 
2 افترض أن EEE‏ 00 حت 0 كيت 5 ع 

لكل1 > + وافترض أن 0.25 = ×» اكتب خوارزمية تحدد عدد الحدود المطلوبة فى الطرف الأيسر للصيغة ؛ ونقّذها 

على أن يكون اختلاف الطرف الأيسر عن الطرف الأيمن أقل من ٠.10‏ 
3. أ. افترض أن م > و > 0 وأن (”5-7) 0 +» = به برهن أن (۸7°) 0 +» = به. 

ب. اكتب جدولًا فيه 1/3 ,1/1/2 و *1/7 للقيم 100 ,10 ,5 = * و 1000» وناقش معدلات التقارب المختلفة 
لهذه امتتاليات عندما تصبح ١‏ كبيرة. 
4. أ. افترض أن م > و >0 وأن (۸) 0 +2 = (م)”» برهن على أن (۸۹) 0 + = (۴)۸. 

ب. اكتب جدولا فيه “۸ ۸3 ,2/ ,م للقيم 0.01 ,0.1 ,0.5 = ۸ و 20.001 وناقش معدلات التقارب المختلفة لقوى ۸ 
هذه عندما تقترب 7 من الصفر. 
5. افترض أنه عندما تقترب × من الصفر يكون 

Fı(x) = Lı + 0(x°)‏ و O(x®)‏ جية = عارك 
وليكن كل من © و © عددين ثابتين غير الصفر» وعرّف 
F(x) = cıFı(x) + c2F2(x)‏ و (ععاك + G(x) = Fı(cıx)‏ 
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برهن على أنه إذا كان (0,8) «سصنمند = »١‏ فإنه عندما تقترب × من الصفر فإن 
أ. F(x) = cL + caL2+ O(x")‏ 
G(x)= Lı + L2+ O(x")‏ 

6. تسى المتتالية (:5] المعرفة على الصورة الآتية 1 = 5 ,1 = ۴۵ و ۴ + ۴ = دب لكل 
من 0 < «» متتالية فيبوناتشي Sequence)‏ أ1600366). إن حدود هذه المتتالية تحدث طبيعيًا 
فى كثير من الأصناف الحياتية» خصوصًا مثل تلك التى لها بتلات وحراشف مرتبة على صورة 
لولب لوغارتمى. لتكن المتتالية (2) معرّفة بالصيغة ۴۸۱/۴۰ = ,2. على فرض أن × =× آنا 
موجودة» أثبت أن 2 /(5/: +1) = *. يسمّى هذا العدد النسبة الذهبية (5أغ2؟ مع90100). 


7. إن متتالية فيبوناتشي تحقق الصيغة ١‏ جد (ی )| E E‏ 
أ. اكتب عملية لحساب 5,0 مستخدمًا 6امقالا. 
ب . استخدم مام بالقيمة المفترضة للأمر Digits‏ متبوعًا بالأمر الوه لحساب 0و2 
ج. لاذا نجد القيمة في (أ) أدق من تلك في (ب)؟ 
د. لاذا يكون الحصول على النتيجة باستخدام (ب) أسرع من الحصول على النتيجة باستخدام 
الطريقة في (أ)؟ 
ه. ماذا يحدث عندما ا الأمر Simplify‏ ل من الأمر evalf‏ في حساب ووم؟ 
8. السلسلة التوافقية ٠٠٠‏ +1 +4 +4 +1 تباعدية 2)0106:9600 ولكن المتتالية 
مما - 1+ ... +1 +1 = م۷ متقاربة؛ لأن 10 متتالية محدودة غير متزايدة. إن النهاية 
 - 56649 ..‏ للمتتالية (2 تسمّى ثابت أويلر 0هالا8). 
اا القيمة المفترضة للأمر ا في مام لتحديد قيمة ۸ لتكون «7 قريبة من 7 
ضمن الحد 10-2. 
ب. استخدم القيمة المفترضة للأمر 15و01 في 1/3816 لتحديد قيمة ۸ لتكون ٠١‏ قريبة من 7 ضمن 
الحد 10-3. 
ج ماذا يحدث إذا استخدمت القيمة المفترضة للأمر Digits‏ في م3 لتحديد قيمة ۸ لتكون 
٠١‏ قريبة من ضمن ۲ الحد *10-4؟ 





البرمجيات العددية Numerical Software‏ 
توجد برامج حاسوبية لتقريب حلول عددية للمسائل. في هذا الكتاب قدّمنا برامج مكتوبة 
باللغات Maple, FORTRAN, ©, Pascal, MATLAB, Mathematica‏ و /اول» لغرض استخدامها 
في حل الأمثلة والتمارين الواردة في هذا الكتاب. وتعطي هذه البرامج نتائج مرضية لمعظم المسائل 
التي تحتاج إلى حل» ولكنها تقع ضمن ما نسميه برامج ج الغرض الخاص » ونستخدم هذا المصطلح 
لنميّز بين هذه البرامج وبرامج ج الرياضيات العادية» وإن البرامج في هذه الحقائب تسمى برامج 
الغرض العام. 
إن البرامج في حقائب الغرض العام تختلف في محتواها عن الخوارزميات والبرامج الواردة 
في هذا الكتاب. وإن حقائب الغرض العام تتعامل مع طرائق لتقليل الأخطاء الناتجة عن 
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التقريب الآلى» والانسياب السفلى والانسياب العلوي» وهى تصف أيضًا مدى المدخلات التى 
تؤدي إلى نتائج ذات دقة محدّدة معينة. 

ولا كانت هذه الخواص تعتمد على الآلة فإن الحقائب ذات الغرض العام تستخدم وسيطات 
تصف مؤشرات النقطة العائمة للآلة المستخدمة فى الحسابات. 
ولتوضيح بعض الفروق بين البرامج في حقائب الغرض العام والبرنامج الذي ضمّناه فى هذا الكتاب؛ 
افترض البرنامج الذي نستخدمه لإيجاد المعيار الإقليدي لمتجه بعده ۸ ×x«('‏ ,...,2* ,:*) =× إن 
هذا (المعيار) (00,0) غالبا ما يطلب ضمن البرامج الكبيرة» ويعرّف بالآتي 


1/2 5 
3 = دااذاا 
i=l‏ 
يستخدم هذا المعيار )٠٠۲۳(‏ لقياس المسافة بين المتجه × والمتّجه 0. 
على سبيل المثال: معيار المتجه '(1-,2-,2,1,3) = × هو 
|Ixlla = ] 22+ 12+ 32+ )-2(2 + )-12[12- 9‏ 

وعندئذ فإن بعده عن المتّجه '(0 ,0 ,0 ,0 ,0) - 0 هو 4.36 × 1/19 
نبين هنا نوع الخوارزمية التي ت تقدمها هذه المسألة ؛ إنها لا تحتوي على أي وسيطات (برامترا ت) 


تعتمد على الآلة› ولا تقدم أي توكيدات للدقة» ولكنها تعطي نتائج دقيقة في “معظم 51 : 
المدخلات: n, X1, 2,... , Xn‏ 
المخرجات: NORM‏ 


SUM = SUM + x? ع‎ 


NORM = SUM"? سا ضع‎ 


)N0۸M( الخرجات‎ 


إن البرنامج المبني على هذه الخوارزمية سهل الكتابة والفهم » ولكن قد يفشل البرنامج في 
إعطاء دقة كافية لعدة أسباب. فعلى سبيل المثال: قد تكون قيمة بعض الأعداد كبيرة جدًا أو 
صغيرة جذا فلا يمكن تمثيلها بدقة في نظام النقطة العائمة التاسوبي. وقد لا يعطي الترتيب 
العادي لتنفيذ الحسابات النتائج الأدق أيضاء أو قد لا يكون البرنامج العادي المتاح لاستخراج 
الجذر التربيعي هو الأفضل بالنسبة إلى هذه المسألة. 
إن أمورًا من هذا النوع تؤخذ في الحسبان من قبل مصمّمى الخوارزميات عندما يكتبون برامج 
ذات غرض عام» وتستخدم هذه البرامج في الغالب على صورة برامج فرعية لحل مسائل 2 
ولذلك يجب أن تحتوي على ضوابط لا نحتاج إليها. 
والآن افترض برنامجًا حاسوبيًا ذا غرض عام لاستخدامه في حساب المعيار الإقليدي. 
أو : قد تقع قيمة المركبة :3 للمئجه ضمن مدى الآلة » ولكن قد لا يقع مربع تلك المركبة ضمن ذلك 
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المدى. يمكن حدوث مثل هذا الأمرعندما يكون |:| صغيرًا جدًا لدرجة أن 2 3 يسبب الانسياب السفلي 
أو عندما تكون |:×| كبيرة جِدَاء > على أن 7< تسبب الانسياب لعلو 
ومن الممكن أن تقع هذه الحدود جميعها ضمن مدى الآلة أبفاك ولكن الانسياب العلوي يحدث 
بسبب جمع مربع أحد هذه الأبعاد للمجموع المحسوب. 
ولا كانت معايير الدقة تعتمد على الآلة التي تجرى عليها الحسابات» فإن الوسيطات المعتمدة 
على الآلة تدخل ضمن الخوارزميات. افترض أننا نستخدم حاسوبًا فرضيًا قاعدته 210 ويملك 
4 < + خانات دقة» وأصغر أسيّة emi۸‏ وأعلى أسيّة 26710 عندئذ تكون مجموعة أعداد النقاط 
العائمة فى هذه الآلة مكوّنة من الصفر والأعداد على الصيغة “10. ثم = × حيث 
f10)‏ + ...+ 10-2كور + f =+ (f10‏ 
حيث لكل 9 > ثر > 1 و9 > تر >0 لكل 2,...,1 = ¡ حيث تماجره > „emin > e‏ 
إن هذه القيود تعنى أن أصقر عدر بوب يمكح تبفوله في الآئ مر »فوع = م2 ومن ثم 
يمكن لأي عدد محسوب + بقيمة 6 > ا×| أن يسبب انسيابًا أدنى» وينم عن ذل أن تناج 
قيمة × صفرًا. إن أكبر عدد موجب يمكن تمثيله هو *””107'(10 -1) = 22 ومن ثم فإن أي 
عدد محسوب × بقيمة 2 < |×| يسبب انسيابًا أعلى. إذا حدث انسياب أدنى غالبًا ما يستمر 
البرنامج دون أي خشازة مهمة في الدقة» أما عندما يحدث انسياب أعلى فإن البرنامج يفشل. 
تفترض الخوارزمية أن خواص الآلة المتعلقة بالنقطة العائمة توصف باستخدام الوسيطات 
(البرامترات) 7.1 ,35 ,2,5 سيعبر عن أكبر عدد من المدخلات التي يمكن أن تجمع بدرجة دقة 
2 من الأعداد بالرمز /2. إن هذا يعنى أن الخوارزمية تستمر فى العمل لإيجاد قياس المّجه 
“0د , )X1, X2...‏ = × فقط إذا كان × < . ولكى تحل مشكلة الانسياب الأدنى والأعلى» فإن 
أعداد النقطة العائمة غير الصفرية تقسّم إلى المجموعات الآتية : 
« أعداد صغيرة فى القيمة × وهى تلك التى تحقّق ر > |×| > 0. 
ه أعداد وسيطية فى القيمة × عندما يكون + کک 
ه أعداد كبيرة فى القيمة × عندما يكون |« |> لا. 
نختار الوسيطين ر و ۲ بحيث نضمن عدم وجود مشكلة انسياب أدنى أو أعلى في عمليات 
التربيع أو جمع الأعداد وسيطية القيمة. إن تربيع الأعداد صغيرة القيمة يمكن أن يؤدي إلى 
انسياب أدنى» ولذلك يستخدم عامل ضربي 5 يكبر الواحد بكثير لكي يتجنب العدد 52(2) 
الانسياب الأدنى عندما لا يتجنبه ×. إن جمع الأعداد ذات القيم الكبيرة وتربيعها يمكن أن 
يؤدي إلى انسياب أعلى» لذلك نستخدم في هذه الحالة عددًا 5 أصغر من الواحد بكثير لضمان 
تجنب 51(7) الانسياب الأعلى عند دمجه أو حسابه في عملية الجمع حتى ولو كان ”× يؤدي 
إلى ذلك الانسياب. 
ولتجنب الضرب غير الضروري؛ نختار ( و ۲ بحيث يكون مدى الأعداد وسيطية القيمة كبيرًا 
قدر الإمكان. إن الخوارزمية الآتية تعديل لتلك المشروحة في [471 .م ,۷ ,80۷]» وتستخدم 
عملية ضرب مركبات المتجه صغيرة القيمة للحصول على واحدة وسيطية القيمة» ثم تنزع الضرب 
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عن حاصل الجمع وتستمر في تربيع الأعداد الصغيرة والوسيطية وجمعها حتى الوصول إلى مركبة 


ذات قيمة ة كبيرة. وبمجرد ظهور مركبة قيمتها كبيرة» تضرب الخوارزمية المجموع السابق» وتستمر 


في عمليات الضرب في ثابت وفي التربيع» وجمع الأعداد المتبقية. إن الخوارزمية تفترض أنه في 

أثناء الانتقال من الأعداد الصغيرة إلى الأعداد الوسيطية» تكون الأعداد الصغيرة غير المضروبة في 

ثابت مهملة مقارنة بالأعداد الوسيطية. وبالمثل في أثناء الانتقال من الأعداد الوسيطية إلى الأعداد 

الكبيرة» فإن الأعداد الوسيطية غير المضروبة في ثابت تكون مهملة مقارنة بالأعداد الكبيرة. وهكذا 

يجب اختيار الوسيطات الضربية بحيث تكون مساواة الأعداد للصفر فقط عندما تكون مهملة حقًا. 
إن العلاقات بين خواص الآلة كما وصفت عن طريق :ه27 ,271 ,0,۸ ,۲ ومعلمات الخوارزمية 

۲ ,5 ,2,5 تعطى فى آخر الخوارزمية. 

تستخدم الخوارزمية ثلاثة أعلام لتبين المراحل المختلفة في عملية الجمع. تعطى هذه الأعلام قيمًا 

ابتدائية في الخطوة 3 في الخوارزمية. يعطى العلم 1 (1 686 القيمة 1 حتى ملاقاة مركبة وسيطية 

أو كبيرة» ثم يحول إلى 0. يعطى العلم 2 2 ۴-۸6) القيمة 0 عندما تجمع الأعداد الصغيرة ثم يحول 

إلى 1 عند ملاقاة أول عدد وسيطى» ويُحول مرة أخرى إلى 0 عند إيجاد عدد كبير. 

يعطى العلم 3 (3 ۳-۸6) القيمة 0 ابتداءً ويتحؤل إلى 1 عند ملاقاة عدد كبير لأول مرّة. 

تدخل الخطوة 3 العلم 00۸۴ الذي قيمته 0 حتى الانتهاء من الحسابات» ثم يحول إلى 1. 

NSS FN; Fi Fy #2 المتدكلات: ةع‎ 

المخرجات: ۷0۸٥۷‏ أو عبارة خطأ مناسبة. 


SUM = 0 

.) الأرقام الصغيرة تجمع‎ ( ۸61 = 
FLAG2 = 0 
FLAG3 = 0 
DONE = 0 


= 71461 ) نفذ الخطوة 5. 


SUM = SUM + (Sx:) إذا كان ¥ > |:| فضم‎ 
i=i+1 5 


ما عدا ذلك ضع 0 = ۴۸61 ( نتج عدد غير صغير) 
إذا كان ۸ ك 7 فضع NORM = (SUM)"?/S‏ 
DONE = 1‏ 


ما عدا ذلك ضع 5 /(5 /517(4) = 517114 ( مقياس للأعداد الكبيرة ). 
FLAG2 = 1‏ 
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لقد طون الهاي الشخصي 
في أول الثمانينيات من القرن 
العشرين على يد ستيف وزنياك 
Steve Wozniak‏ وستيف جويس 
و 6 مؤسسى حاسوب 
ابل Apple Compute‏ 

وكان اول حاسوب محمول هو 
أوزبورن. 
عام 1981. مع أنه كان أكبر 
وأثقل كثيرا مما نتصوره الآن 
حاسوبا محمولا 


Osborne |‏ الذي صنع 


إن نظام فورتران 

{FORmula TRANslator) 
كان لغة البرمجة العلمية الأصلية‎ 
ذات الغرض العام. وما زالت‎ 
قيد الاستخدام فى الحالاث التي‎ 
وإن الطبعة الحالية المقئئة لهذه‎ 
„FORTRAN اتلغة هي‎ 
إن مشروع 2528016 هو أول حقيبة‎ 
كبيرة للبرمجيات العددية التي‎ 
أصبحت مثاحة اللاسستخدام.‎ 
وفتحت الطريق لبردجيات‎ 
أخرى تتبعها‎ 
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= ۴462 ) نفذ الخطوة 8. ( تجمع الأعداد الوسيطية ). 


فضع 


إذا كان ر > || فضع 


SUM = SUM + x? 
دة‎ 1+1 
.) عدا ذلك ضع 0 = 71/102 ( نتج عدد كبير‎ 
إذا كان 0 = 7201/1 فإنه‎ 
NORM = (SUM)? إذا كان 7 < أ قضع‎ 
DONE = | 
ما عدا ذلك ضع و(و(5714)) = 51 ( مقياس للأعداد الكبيرم.‎ 
FLAG3 = 1 


بينما ( ۸ > :و1 = ۴1۸63 ) نفذ الخطوة 11 


ضع <2(ببرو) + $M = 580M‏ ( جمع الأعداد الكبيرة). 
i=i+1l‏ 


إذا كان 0 = 1001/17 فإنه 
إذا كان ى ب( > 541/2 فضع NORM = (SUM)"?/s‏ 
DONE = 1‏ 


ما عدا ذلك ضع ( = $7۷1 ( المعيار كبير جذا). 
إذا كان 1 = DONE‏ فال مخرجات (‘Norm is’, NORM)‏ 
وما عدا ذلك المخرجات ( 1/0191 ,' < ‘Norm‏ حدث تخط ). 


لقد اختيرت العلاقات بين مؤشرات الآلة عدم emin.‏ ,۸ ,© ,4 ووسيطات الخوارزمية 

W. 5. 471[‏ ,سBr0]‏ فى 1 ,نر رى ,ى ,۸ على الصورة الآتية : 
۳ = د بحيث [2/72 - ؛)! = ١٤ء‏ أكبر عدد صحيح أقل أو يساوي 2/2 - 1). 
“10 = : بحيث |2 /ابرء + حصمه)-]) = 6. 
5 -5 بحيث [2 /(15ه - 1)] = وى أصغر عدد صحيح أكبر أو يساوي 2 /(سنسره -1). 
10% = ( بحيث 2/21 — 1 + [emin‏ دمع 
0 = ۲ بحيث [2 /لبمء ¬ )| = رم 1 

إن موثوقية هذه الخوارزمية قد زادت التعقيد كثيرًا إذا ما قورنت بالخوارزمية التي بحثت في 
هذا الفصل. هناك أشكال كثيرة من البرمجيات العددية ذات الغرض العام متاحة تجاريًا وفي 
متناول الجمهور. إن معظم البرمجيات المبكرة كانت قد كتبت للحواسيب المركزية: وإليك مرجع 
جيد هو Sources and Development of Mathematical Software‏ ومحررة „Wayne Cowell [C0]‏ 
وفي الوقت الحاضر وحين أصبح الحاسوب ذو الشاشة قويًا بما يكفيء فقد أصبحت البرمجيات 
العددية متاحة للحواسيب الشخصية ومحطات العمل. وقد كتبت معظم هذه البرمجيات بلغة 
7 ۴۴۴۸ على الرغم من كتابة بعضها يلغات هباول؛: 508788190 ؛ ۰٥+‏ 6. إن عمليات 
ا0 كانت قد قدمت لحسابات المصفوفات في عام 1971 <IWRI‏ ثم طوّرت حقيبة برمجيات 
5087810 مبنية على عمليات ۸1601 وكان هذا التطوير موجَّمًا إلى برمجيات 01هم515. 
لقد قت هذه البرمجیات عن طريق ۷۴۲1۵9 - :906و1ءم8 بوصفها جرّءًا من مذكرات المحاضرات 


1 و البرمجيات العددية 

كنظام مخبري في سبعينيات 
وثمائيئيات القرن العثرين. 
حيث طور EISPACK zali‏ 
في مختيرات آرغنون وليئباك 
فيما بعد. ومع بداية ثمانينيات 
القرن العشرين كانت مختبرات 
أرغنون ذات شهرة عالية بكونها 
هذا اللجال ليس فقط 
في الجال الرمزي وإئما في 
مجال الحسابات العددية ايضا. 


القائدة فى 


لقند سبحت 8151| أول 
العامة على نطاق واسح في 
عام 1970م. ومنذ ذلك الوقت 
أصبحت الكتبات متاحة للأنظمة 
الحاسوبية على مدى الحواسيب 


ناشت تعقوف الحوارزننات 
العددية )N۸G(‏ فى المملكة المتحدة 
عام 1971م. وطورت أول مكتبة 
لبرمجة الرياضيات. وهي تحوي 
الآن أكثر من 10,000 مستخدم. 
تحوي أكثر من ألف دالة في 
الريافنيات.والإحص ا تفقة من 
البرمجيات الأحصانية .. والرمزية . 
المرئية وانمحاكاة العددية إلى 
الجمّعات وأدوات التطوير 


Numerical Software 


في سلسلة علم الحاسوب .Lecture Notes in Computer Science Series ] Sm,8] and ] Gar]‏ 
تستخدم برمجيات ۴0۸۲۴۸۸۸ لحساب القيم المميزة #5 اه۷ هواه والمتجهات المميزة 15ما0»/معو1» 
لعدد من أنواع المصفوفات المختلفة. إن 2155801 مصان من قبل نتلب 0©1/5: ويمكن الدخول 
ليه عن طريق موقع نتلب http:#www.netlib.0rg‏ أما 016 هطلاااا فهو حقيبة برمجيات 50878818 
لتحليل نظم صيغ خطية وحلها وحل مسائل مربعات الصغرى الخطية. إن توثيق هذه البرمجية 
موجود في (5 6 وموضوع على موقع نتلب (16(اوم). وهناك مقدمة متدرجة خطوة خطوة 
لبرامج )Basic Linear Algebra Subprograms) BLAS j EISPACK j LINPACK‏ مشروحة في 
۷ ولقد أتيحت برمجية LAPACK‏ أول مرة 5 عام 1992 وهي من مكتبة برمجيات فورتران» 
وهي أقوى من P4) 5 LINPACK‏ وذلك بتكامل هاتين المجموعتين من الخوارزميات في 
برمجية موحدة متجددة. وقد أعيد إنشاء e‏ للتوصل إلى معالجات المتجهات على نحو 
كافيء وأداء أكثر كفاءة أو ذاكرة مشتركة. لقد طُوّر 1۸۴۸١۸‏ أفقيًا وبعمق فى الطبعة 3.0 المتاحة 
c۴0RTRAN 90 .C «C+ JAVA‏ 5087848. إن حقيبة 81۸8 ليست جزءًا من ۶۸٥K‏ ۸ء ولكن 

الشيفرة ل 8885 مورّعة مع 0م82 . وإن دليل 1۸۴۸٥۸‏ الطبعة الثالثة متاح من 0الها8. 
The LAPACK User's Guide, 3rd ed.[{AN]‏ وهو متاح أيضًا على الموقع 
http:/www.netlib.org / lapack /lug/lapack_lug.html‏ 

ويمكن الحصول على LPC)‏ أو برمجيات فردية من ٠858601‏ عن طريق موقع نتلب طللاعم. 
وتوجد حقائب أخرى لحل أنواع محددة من الساثئل موجودة 5 للامتخدام العام ومتاحة على 

نتلب. ويمكن الاستزادة من المعلومات في ‘Software Distribution Using Netlib” lll‏ ' للمؤلفين 
Wade IDRW]‏ و .Dongarra Roman‏ . إن هذه البرامج قادرة على فحص الشروط الخاصة خنبييا 
التي يمكن أن تؤدي إلى الخطأ أو الفشل. 
سنناقش في آخر كل فصل بعض البرمجيات الملائمة للأغراض العامة. إن البرمجيات التجارية 
المتاحة تمثل ما توصل إليه العلم في فى الطرائق العددية. وغالبًا ما تبنى محتوياتها على حقائب 
المستوى العمومي» ولكنها تحتوي على طرائق في مكتبات لأي نوع من المسائل تتكون من 

الكتبات قلا و ۴۸ للرياضيات العددية والإخضاء والدوال الخاصة على التوالي. 
تحتوي هذه المكتبات على أكثر من 900 برمجية كانت متاحة أصلا في 50875881177 ومتاحة 
الآن فى 0 25087188 © و 8/اول. إن هذه البرمجيات تحل أكثر ماف التحليل العددي 
شيوهًا. وإن المعلومات عن الكتبات متاحة على 61 .نالا للا رن /80//:م ةا وهي متوفرة على نحو 
كاف ي وبتوثيق موشع. . ويوجد مثال برامجي لكل يرنامج» بالإضافة إلى معلومات عن القاعدة 

الرجعية. ويحتوي 18081 على طرائق للأنظمة الخطية » تحليل نظام القيم» الاستيفاء الداخلي» 
التكامل والتفاضل» الضوع ا التفاضلية؛ التمويلات. الصيغ غير الخطية؛ : الأعظمية؛ وعمليات 
المصفوفة/التجهات الرئيسة. و: تحتوي الكتبة على برمجيات إحصائية واسعة أيضا. لقد وجدت 
مجموعة ة الخوارزميات ا (NAG) The Numerical Algorithms Group‏ في المملكة الملتحدة 
منذ 1970 وتقدم 6 أكثر من 1000 برمجية في مكتبة 77 ۴0۸۳۴۸۸ و400 برمجية 
في مكتبة ٠©‏ وأكثر من 0 برمجية في مكتبة 90 ۴0۸۳۴۸۸ ومكتبة للآلات المتوازية 
ويجموغفات من محطات العمل أو الحواسيب الشخصية. إن مجموعة جزئية من مكتبة 

NAG Foundation Library)‏ عطق 77 لل208788 متاحة للحواسيب الشخصية ومحطات العمل فى 
حال كان فضاء العمل فيها محدودًا. يحتوي دليل استخدام 0/86 على تعليمات وأمثلة مع 3 
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الباب 1 أسس رياضية وتحليل الخطأ 


كتبت ماتلاب ۸۸1۸8 في الأصل 
لإتاحة الوصول إلى برمجية للمصفوقة 
في مشروعات لنباك وإيزياك 
LINPACK‏ و .EISPACK‏ 

فقسب اتسوتج الأول في أراضر 
0 لاستخدامه فى 
مبرهنة الصفوفات. الجبر الخطي 
والتحليل العددي. ويوجد في 
الوقت الحافر أكثر من 500,000 
ستخدم للعاتلاب 1047188 في أكثر 
من 100 پاد ١‏ 


مقررات 


إن برمجيات ١/86‏ متوافقة مع 
مابل امھ ابتداء من النموذج 
0, 


مع اختبارنا ٩ا1‏ نظامًا معياريًا 
لذا في 088. فإن 
انشهورة التي ظهرت في عام 1988 
يمكن استخدامها لهذا الغرض 


Mathematical 


Mathematical Preliminaries and Error Analysis 


مخرجات لكل برمجية. إن [50] مرجع لمقدمة مفيدة لبرمجيات 86لا. د تحتوي مكتبة ١/86‏ على 
برمجيات لتنفيذ معظم المهمات الرئيسة في التحليل العددي بطريقة تشبه نيالك التي في ا8ء 
وهي تحتوي على بعض البرمجيات الإحصائية أيضاء : ومجموعة من برمجيات الرسمء والمكتبة 
متاحة تجاريًا من مجموعة الخوارزميات العددية ذات الموقع على الشبكة 089.600 لوا/لا نمالا 
لقد صَمّمت حقائب ١1/8851‏ و ۱۸6 لعالم الرياضيات. والعالم أو المهندس الذي يرغب في استدعاء 
برمجیات د۷دل» 6. أو 608760 ذات النوعية العالية من داخل البرنامج ب إن التوثيق ق المتاح 
مع الحقائب التجارية يشرح البرنامج المطلوب لاستخدام البرامج المكتبية. 3 الحقائب الثلاث 
الآتية ذات بيئات فردية؛ وعندما تنشط فإن المستخدم يدخل أوامر تؤدي إلى حل مسألة ما عن 
طريق الحقيبة. وعلى كل حال فإن كل حقيبة تسمح بإنشاء برنامج ضمن لغة الأوامر فيها. إن 
8 مختبر مصفوفي كان أصلًا برنامج 50878881 نشره كليف موثر (هالا] M1r‏ e۷eا©‏ 
وقدبني معظم المختبر على برمجيات EISPA°K‏ و “ان معلالا مع أن دوال مثل الأنظمة غير 
الخطية: التكامل العددي» الشرائح التكعيبية » مطابقة المنحنيات» الأعظمية. الصيغ التفاضلية 
العادية » وأدوات الرسم قد ضقنت فيه. إن هذا النظام القوي ذا الشمولية الذاتية مقيد خصوصًا 
لاستخدامه في مقرر الجبر الخطي التطبيقي. لقد أصبح ماتلاب 1۸۳1۸8 متاخًا منذ 1985 
ويمكن الحصول على معلومات عن هذا النظام من 0 الأعمال الرياضية عما «The MathWorks‏ 
وعنوانها على الإنترنت هو 0۲).0۳ »۸اةم. tp: ww‏ والحقيبة الأخرى هی مابل اما 
وهي نظام حاسوبي جبري (0۸8) طوّر في عام 1980م من قبل مجموعة الحساب الرمزي 
في جامعة واترلو Computational Group at University of Waterloo‏ ieاboصSy‏ إن تصميم نظام 
مابل 1م802 قد تشر فى بحث تشار» جیرس» جنتلمن» وجونت 
B.W. Char, K.O. Geddes, W.M. Gentlemen, and G.H. gonnet [(CGGG]‏ 
إن مابل Maple‏ متاح منذ الثمانينيات 1980ء وعنوان الحقيبة mitp:/www.maplesoft.c0m‏ 
ومابل 6م113 المكتوبة بلغة © قابلة لمعالجة المعلومات بطريقة رمزية. وإن هذه المعالجة 
الرمزية تسمح للمستخدم بالحصول على الأجوبة الدقيقة بدلا من he‏ العددية. وبإمكان 
مابل 6هام13! إعطاء أجوبة دقيقة لمسائل رياضية ؛ مثل التكاملات» م التفاضلية» » والأنظمة 
الخطية. إنها تحوي إنشاءً برامجيًا ٠‏ وتسمح بحفظ نص اررق ملفات صحائف العمل 
التي يمكن إدخالها في مابلء ومن ثم تنفيذ الأوامر. تقد اختير مابل لاستخدامه في هذا 
الكتاب بسبب خصائص الحساب الرمزي ؛ الحساب العددي وصحائف العمل. ( تستخدم 
أوامر مابل وتكتب في متن هذا الكتاب). والحقيية الثالثة هي ٥ن٣‏ التي طوّرها 
ولفرام ريسيرج Wolfram Research‏ عام 1985: ونشرت أول مرة عنام 8 إنها حقيبة 
فوية ومرغوبة من نوع 088: وهي شائعة في مجالي التربية والأعمال. ويمكن الحصول 
على المعلومات حول هذه الحقيبة على العنوان 81 + /0/0 tp‏ ويمكن الرجوع 
إلى كتب كودي وييت (0۷ ءا ۷Wءر0٥٥]‏ وكوكتر K٥[‏ ,عاا0»] لمعلومات إضافية حول 
البرامج ومکتبات البرامج» وإلى بحت دوناكرا واكلر النشور عام 1995 Dongarra + Walker‏ 
ويمكن الرجوع إلى كتاب جايتيني -ڄاتلين وفرايز «Chaitini - Chatelin and Frayse [CF]‏ 
وكذلك إلى بحث جولدبرغ (05اه6 80100©:9] لمعلومات إضافية حول حسابات النقطة العائمة 
إن كتب شندل [56056 ال 568600]: فیلیبس وفريمان [22) ۴ree”27‏ 300 وم[الام) وجولب 
وأورتيقا Ortega G01‏ طلااه6] من الكتب التي تعرض تطبيق الطرائق العددية على الحواسيب المتوازية. 


حلول المعادلات بمتغير واحد 
Solution of Equations in One Variable‏ 


مقدمة 

يمكن نمذجة النمو السكانى عبر فترات زمنية قصيرة بافتراض أن النمو السكائى يكون متصلاد 
وبمعدل نمو يتناسب مع العدد الفعلي للسكان في الوقت المعين. فلو افترضنا أن (:)7 يساوي 
عدد السكان عند الزمن 4: و« يساوي معدل الولادات (ثابت) للسكان: فيمكن التعبير عن النمو 
السكانى بالصيغة التفاضلية 
dN(t)‏ 

dı 
وحل هذه الصيغة هو 8/06 = (:)/2. حيث تمثّل 3 عدد السكان الابتدائى‎ 





= AN() 





P0) 4‏ 
+ 3000 
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(1 -خم)-- + 100062 = ))۶ + 2000 $ 
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وهذا النموذج الأسيّ يكون مطابقا للواقع فقط عندما يكون المجتمع محصنًا دون هجرة. وإذا 
ما سمحنا بمعدل هجرة ا فإِن الصيغة التفاضلية أعلاه تصبح 
dN(:)‏ 
4 


n AN(E) + vu 
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Solutions of Equations in One Variable الباب 2 ه حلول المعادلات بمتغير واحد‎ 


N() = Noe" + = 1) وحلها هو‎ 


ليكن مجتمع ما بعدد سكان ابتدائى قدره 1,000,000 نسمةء وأن 435,000 مهاجر انضموا 

إلى هذا الجتمع خلال السنة الأولى: وؤجد في نهاية السنة الأولى أن تعداد المجتمع هذا كان 
0 نسمة. ولتحديد معدل ولادات هذا المجتمع ؛ علينا تحديد قيمة 2 من الصيغة 

435,000 

a 

إن الطرائق العددية التي نقدمها في هذا الباب تستخدم في تقريب الحلول لثل هذه الصيغ› 

في الحالات التي يتعذر إيجاد حلول لها بالطرائق الجبرية. وسنتئاول حل هذه الصيغة بعينها 

فى التمرين (24) من الفصل (3.2). 


لد عد 2 طريقة التنصيف The Bisection Method‏ 


سنتناول فى هذا الفصل واحدة من المسائل الرئيسة للتقريب العددي» وهى مسألة إيجاد جذور 
الصيغ. ويتضمن هذا الأسلوب إيجاد جذر أو حل لصيغة بالصيغة 0 = (*)ثر للدّالة /؛ ويستى جذر 
هذه الصيغة صفرًا للدّانة مر أيضا. 
00 إن مسألة إيجاد تقريب لجذور الصيغة يعود إلى ما قبل العام 1700 قبل الميلاد» فقد كان 
e E‏ ا من ضمن مجموعة ©7818 البابلية جدول بالرموز المسمارية يعود إلى تلك الحقبةء ويعطى عدرًا ذا 
Ei‏ 3 2 الأساس 60: ويعادل العدد 1,414222: كقيمة تقريبية للجذر ۷2> وهى تمهيدية تقترب دقتها 
متكافثين) 5 ١‏ إلى حد 10-5. ويمكن إيجاد هذا التقريب بتطبيق أسلوب تناولناه فى التمرين (19) من الفصل 
١ .)2.2‏ 
يعتمد الأسلوب الأول على مبرهنة القيمة الوسطية ؛ ويسمّى ”طريقة التنصيف”. وهنا نفترض 
لحل ا أن ۶ تمثّل دالّة متصلة ومعرّفة على الفترة [6.5] مع كون كل من الدُوال ۶)١(‏ و (5)/ ذات 
مجموعة باستمرار إلى نصفين للبحث 9 
عن حل للمسالة - ازمر .د ٠‏ إشارة مختلفة. ووفقا لمبرهنة القيمة الوسطية ‏ فمن المؤكد وجود العدد 2 في الفترة (8,©) بحيث 
التنصيف تعرف بأنها عملية البحث2 يكون 0 = (م)/. وعلى الرغم من أن العملية قائمة على وجود عدد من الجذور يزيد عن واحد 
الثنائي ,همذ في الفترة (4,5) فإنّنا - ولغرض التبسيط - نفترض وحدانية الجذر. وتستدعي الطريقة تكرار 
تنصيف الفترات الجزئية للفترة [,4]؛ وتحديد النصف الذي يحتوي ‏ فى كل خطوة. 
ليكن » = » وط = رط فى البداية» وليمثل 21 منتصف الفترة [ط ,4]. أي أن 
2 2 
إذا كانت 0 = (,م)/ فإنّ رم = م2 وبهذا نكون قد انتهينا من الحل. أما إذا كانت 0 74 (0م)/م 
فإن إشارة (رم)مر هي إما إشارة (ره)ير أو إشارة (51)/. فإذا كانت (رم)/ و (20)/ لهما الإشارة 
نفسها: تكون (bi)‏ ع م ونعطي القيم دم = يه و Dı‏ = يق, أمًا إذا كانت (رم) ر ولعار 
لهما إشارتان مختلفتان » فعندها تكون (رم بره) © مء ونعطي القيم ره = ده و ام = دط. وعندئذٍ 


1,564,000 = 1,000,000“ + 





في علم الحاسوب. فإن عملية تقسيم 


a+‏ = رم 


2 ه طريقة التنصيف 


شكل 12 





The Bisection Method 


نعيد تكرار الخطوة على الفترة [د62,5]؛ وبهذا نحصل على الطريقة الموضحة في الخوارزمية 
(1.2). (انظر شكل 1.2). 





التنصيف ١5ض6زلمءهةةز8‏ 

لإيجاد حل ل0 = (2)/ للدالة المتصلة على الفترة [ط ,4] مع اختلاف إشارة (0)/ و (ط)۶. 
المدخلات: نقاط النهاية » الحدود المسموح بها ,701: أكبر عدد لمرات التكرار 2/0. 
المخرجات: حل تقريبي م أو عبارة "فشل". 


ما دام 2/0 > فنقّذ الخطوات 3 - 6 الآتية. 


ضع 2 /(م - 5) + م = م (احسب (87) 
.FP = f(p)‏ 


إذا حصل 0 = ۴۲+ أو 701 > 2 /(ه -(ظ)۔ 
المخرج (7) (استكملت العملية بنجاح). 


توقف. 
a TT E‏ 
إذا حصل 0 < ۴۲ ۴۸۰ فضع م = 4 (واحسب زط ,)۰ 
FA = FP‏ 
وخلاف ذلك ضع م = ط. 
المخرجات (فشلت الطريقة بعد 2/0 من التكرارات و ۸0 ,"= ٩0‏ 
توقف. 


يمكن تطبيق عمليات إيقاف أخرى فى الخطوة (4) من الخوارزمية (1.2) أو فى أي أسلوب 


47 


Solutions of Equations in One Variable الباب 2 8 حلول المعادلات بمتغير واحد‎ 48 


مثال 1 


تكرار ضمن هذا الباب. ويمكننا على سبيل المثال اختيار حد السماح 0 < ع وتوليد جم ,۲1۰۰۰ 
لتحقق أحد الشروط الآتية: 


(1.2) ع > | -يوم = lpn‏ 
)2.2 مارم رع اا 
أو 

(3.2) ع > الوم)م| 


وتجدر الإشارة هنا إلى بعض الصعوبات التى يمكن أن تظهر عند تطبيق أي من قواعد 

الإيقاف هذه. فعلى سبيل المثال يمكن أن تؤول نهاية المتتالية )2«["-٠‏ مع خاصية الفروقات 
P«-١‏ - م« إلى الصفر» حيث ليس للمتتالية نفسها نهاية محدودة. (انظر تمرين 17). 
ومن المحتمل أن تقترب («2)/ من الصفر أيضاء حيث تختلف ١‏ منطقيًا عن 5. 
«انظر تمرين 16) تعد المتباينة (2.2) أفضل قاعدة إيقاف ؛ لكونها تقترب من اختبار الخطأ النسبى 
دون أي معلومات إضافية حول ص أو .P‏ 

وعند استخدام الحاسوب لتوليد التقريبات ؛ فمن الأفضل تحديد الحد الأعلى لعدد مرات التكرار. 
وهذا من شأنه استبعاد إمكانية إدخال عدد لانهائى من التدويرات» وهى حالة يمكن حدوثها عندما 
لا يكون للمتتالية نهاية محدودة (عند ترميز البرنامج ترميرًا خطأ أيضًا). وقد تضمنت الخطوة 2) من 
الخوارزمية (1.2) ذلك» حيث حدّدنا 0 مع إيقاف العملية عندما يكون 21 < ¡. 

لاحظ أنه عند البدء بخوارزمية التنصيف» يتعين إيجاد الفترة [ط ,ه] مع 0 > (5)/. (©)/. 
ومن المعلوم في كل خطوة أن مدى الفترة اللتضمن صفرًا ل ر ينقص بمقدار 2» لذا يفضل اختيار 
الفترة الابتدائية [ط ,ه] أصغر ما يمكن. وعلى سبيل المثال إذا كانت 1 - × + x”‏ - ×2 = (:د)ر 


. ن لدينا‎ 
f(0. f(D< 0 هامر و‎ f(4 < 0 E 


وبناءً عليه فإنّ خوارزمية التنصيف يمكن استخدامها لأي من الفترتين [4 ,4 -] أو [1 ,0] وعلى 
أي حال فإِنْ استخدام الفترة [1 ,0] بدلا من [4 ,4 -] سيقلطن عدد مرات التكرار المطلوبة إلى 3 
مرات» للوصول إلى الدقة المحددة. ويوضح المثال الآتي خوارزمية التنصيف. وتتوقف عملية 
التكرار فى هذا المثال عندما يكون الخطأ النسبى أقل من 0.0001» أي عندما تكون 
ادص دما 

اما 1 
الصيغة 0 = 10 - ×4 + × = (*)ثم لها جذر ضمن [2 ,1]؛ لأن 5- - (1)/ر و14 = (2) 
وتعطي خوارزمية التنصيف القيم في جدول (1.2). ونلاحظ بعد 13 تكرارًا أن 1.365112305 = درم 
يقرب الجذر 7 بخطأ مقداره 

|p - ورم‎ > |bı4 - a,4| = | 1.365234375 - 1.365112305| = 0 

ولكون |م| > |4| فإن 10-5 ×0.و ا چ ا 2ا 

و P a14‏ 
وبناءً عليه فإِنْ التقريب إلى أربع منازل عشرية على الأقل صحيح. والقيمة الصحيحة ل ۶ لتسع 
منازل هي 1.365230013: لاحظ أن و۶ تكون أقرب إلى 7 من التقريب الأخير و۲. 
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جدول 1.2 


مبرهنة 1.2 


2 


dn 


1.0 

1.0 

125 

1.25 

13125 
1.345 
1.359375 
1.35935 
1.632815 
1.36328125 10 
1.642578313 11 
1.364746094 12 
1.6499025 13 


س وم ييا اكد ا © ل مه ص 


bn 


2.0 

5 

15 

1.375 

L375 

1.5 

1.375 
1.671875 
1.67185 
1.6323435 
1.65345 
1.6323435 
1.6523435 


The Bisection Method 


Pn 


1 

1.25 

E979 

1.3125 
1.345 
155 
1.67185 
15. 5 
1.65323435 
1.364257813 
1.364746094 
1.3649925 
1.365112305 


f (pn) 


O 
-_- 7 
0.16211 
—- 9 
- 8 
- 41 
0.036 
—- 5 
0.000072 
- 0.605 
- 0.9 
- 6 
4 


قد نستغرب حدوث ذلك؛ لأن |(ددم), | > |(وم)/|ء ولكن ليس بالإمكان التأكد منه إلا عند معرفة 


الجواب الصحيح. 


وعلى الرغم من وضوح مفهوم طريقة التنصيف» إلا أنها تتضمن عيوبًا ملموسة؛ فهي بطيئة 
في تقاربها (أي أن 27 قد تكون كبيرة قليلا قبل الحصول على قيمة صغيرة ملموسة ل |برم -م|) 
بالإضافة إلى إمكانية تجاهل وسيط جيد للمقاربة دون الوقوف عنده. وعلى الرغم من ذلك» فإِنّ 
الطريقة هذه تتسم بالجودة؛ كونها تتقارب إلى حل محدود دائماء ولهذا السبب فهي تستخدم 
بداية في طرائق أخرى أكثر جدوى غالبّاء وسنتناولها في آخر هذا الباب. 


لیکن [5 ٤]٩,‏ © / و 0 > (2)0/ . (6)/ء عندئذ تولد طريقة التنصيف المتتالية !18 التي تقترب 


من الجذر 7 للدّالة م حيث 


البرهان لكل 1 <” يكون لدينا 


ولآن 





5 2-1 


وبما أن (رط + ,)+ = ,رم لكل 1 < ” فن ذلك يؤدي إلى 





7 
> ام - مرم| عندما 


1 
كام - مما‎ gn an) = 


1 
n p| S5 <م)‎ 2 
pa¬ كام‎ (¬ ©, 


1 


an‏ حرط و (an, bn)‏ € م 


فإن المتتالية ".م تتقارب نحو م مع معدل تقارب (”0)1/2. أي أن 


1 
Pn= p+ (3) 


ومن الضروري إدراك أن المبرهنة (1.2) تعطي حدًا فقط لخطأ التقريب» وربما يكون هذا الحد ليس 
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مثال 2 


الكلمة اللاتينية S9۸10"‏ 
تعنى رمز "10۸6۸" أو إشارة 
“sign”‏ لذا فالاقتران الرمزي 
يعيد بشكل طبيعي إشارة الرقم 
(ما لم يكن الرقم صفرًا). 


دقيقًا بالقدر المطلوب. وقد طبّق هذا الحد فى مسألة المثال (1) للدلالة على ذلك» ويضمن فقط 
0 2-1 
#وراعع ع بك وير م 
حيث إن الخطأ الحقيقى أصغر من ذلك كثيرًا» وهو 
|p - pو|‎ = | 1.365230013 - 1.365234375| 2 4.4 x 105‏ 
لتحديد عدد مرات التكرار الضرورية لحل 0 = 10 - ”×4 + × = (2)/ بدقة 10 وباستخدام 
1 = ره و 2 = رط يجب إيجاد عدد صحيح 77 يحقق 
"(hb ¬ a) = 2" < 10?‏ 2 >ام = lpn‏ 

سنستخدم اللوغارتمات لتحديد27. وعلى الرغم من أن اللوغارتمات لأي أساس تفي بالغرض› إلا 
أننا سنستخدم الأساس 10ء ولأن 1073 > "22 تؤدي إلى كون 3 - > 10-3 108 > 2-7 ورعه1 
فإننا نحتاج إلى أن يكون لدينا 

N1082 > -3‏ - ومن ثم 9.96 بت 





N> 





108102 
وبناءً على ذلك» فإنّ 10 تكرارات ستّضمّن بدقة ضمن 10-3 تقريبّاء ويظهر الجدول (1.2) أن 
القيمة 1.365234375 = وم ضمن 10-4 بدقة. ومرة أخرى فإن تحليل الخطأ يعطى حدًا لعدد 
مرات التكرار فقط؛ ومن الضروري أن يُعلم أن هذا الحد يكون في حالات كثيرة أكبر كثيرًا من 
العدد الحقيقى المطلوب. - 
إن عدد التكرارات في طريقة التنصيف تفترض أن الحسابات تجري باستخدام حساب الخانات 
غير المنتهية. وعندما تقذ في الحاسبة يتعين عندئذ أخذ تقريب الخطأ في الحسبان. ويتحتم 

إيجاد حساب نقطة التنصيف للفترة [5 ,4] على سبيل المثال وفق الصيغة 
برو اح Di‏ 


Pn * dn + 2 


بدلا من الصيغة الجبرية المكافئة لها 
a FD‏ 


2 
فالصيغة الأولى تضيف تصحيحًا بسيطا وهو 2/(يه - ,5) للقيمة المعلومة «. فعندما تكون 
به - ,5 قريبة من الدقة العظمى للآلة فإنّ ثمة خطاً ضمن هذا التصحيح على الرغم من أنه لن 
يؤثر بوضوح في القيمة المحسوبة ل «2. لذا عندما يحدث ذلك فإنّ من الممكن ل2 /(,ه - ,ظ) 
تكرار نقطة التنصيف التى لا تكون أصلا فى الفترة [مط ,مت]. 
ملحوظة أخيرة» لتحديد أي جزء من الفترة [ ,6] يتضمن الجذر /؛ فمن المستحسن توظيف 
دالة Signum‏ التي تعرّف بالآتي: 


Pn < 


=1, ifx<0 
sgn(x) = 4 0, ifx= 0 
1 ifx > 0 


The Bisection Method طريقة التنصيف‎ © 2 


إن الاختبار سيكون 3 

sgn (f(p,)) > 0‏ ° ((ره)ير sen)‏ بدلا من 0 > (رط)ر f (an) ١‏ 
وسيعطي النتائج نفسهاء لكنه يتجنب احتمال التضخيم أو التقليص في عملية ضرب (به) f‏ 
ف لمصال. 





مجموعة التمارين 1.2 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم طريقة التنصيف لإيجاد «١‏ للدالة *5ه» - ۷ = (*)/ في الفترة [1 ,0]. 
2 ليكن (1 - *)(! -×)(1 + )3 = (×). استخدم طريقة التنصيف لإيجاد ١‏ للفترات الآتية: 
أ. [2,1.5-] 2 ب.1.25,2.51-] 
3. استخدم طريقة التنصيف لإيجاد حلول دقيقة لحد 10-2 للصيغة 0 -6 - ×14 + ×7 - ثير 
وللفترات 2 


. ]0,1[ . 132[ ج. 3.241[ 
4. استخدم طريقة ة التنصيف لإيجاد حلول دقيقة لحد 10-2 للصيغة 0 = 4 + ×4 + ب4 - ×2 - “× 
وللفترات الآتية: 

Pls 021 2-17‏ ف [10خ] 


5. استخدم طريقة التنصيف لإيجاد حلول دقيقة لحد 10-5 للمسائل الآتية : 

أ. 0= *2-× لكل 0>×>1. 

ب. 0 =2 - ×3 +× - e‏ لكل 1> ×>0. 

ج 0 = 1 + )x‏ - (×05)2 ×2 لكل 2-> × > 3- و 0 >2 > 1--. 

0 =1 - 3% +222 - ×0× لكل 0.3 > × > 0.2 و 1.3 > × >1.2. 

6. استخدم طريقة التنصيف لإيجاد حلول دقيقة لحد 10-5 للمسائل الآتية : 

دمع جرة لكل ,1-252 

ب. 0 © - ×یت36 +× لكل 1 >2 05. 

ج. 0 = مها -4 + 4x‏ تر لكل 2 >« >1 و 2>×>4. 

د. 0 = × 2ih‏ -1 +ع لكل 0.5 > × >0 و 1> × >0.5. 

17 . ارسم الشكل × = ر و دهزو2 = ر 

يد سكم کت ا لياه بدا كيده قة لحد 10-5 لأول قيمة موجبة ل × حيث 
.x = 2sinx‏ 

8 . ارسم الشكل × = ذا و ×«ها = ل 

ب. استخدم طريقة التنصيف لإيجاد حلول دقيقة لحد 10-5 لأول قيمة موجبة ل × حيث 
.x = tanx‏ 

9 ارسم الشكل 2 - © = ر و (2 - “)یم = ر 

ب. استخدم طريقة التنصيف لإيجاد حلول دقيقة لحد 105 لقيمة ضمن [0.5,1.5] حيث 
(2 - #ه)ومه =2 - €„ 

0. ليكن 2 -+)13 -+)ء1(2 +×)(2+») = (×)۶ لأي صفر ل » تتقارب طريقة التنصيف 
عند تطبيقها على الفترات الآتية: ١‏ 

]-3,-0.5[ ب [05:2:4-] 8 ]3 09 5 د.‎ ]- 1.5, 2.5[ .١ 

1. لیکن (2 -×) 17 دع)ء(1 + )2 +ع) = مار لآأي صفر ل 27 تتقارب طريقة التنصيف عند 
Ra e‏ الآتية : ١‏ 


] 15 RII. 7-15 5 ج‎ ASI E325 
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2. أوجد تقريبًا صحيحًا إلى 13 للحد 10-4 مستخدمًا خوارزمية التنصيف (افترض 
- ?+ = رساي 

3. أوجد تقريبًا صحيحًا إلى 25 للحد “10 مستخدمًا خوارزمية التنصيف. 

4. استخدم المبرهنة (12) لإيجاد الحد لعدد التكرارات اللازمة للوصول إلى تقريب بدقة 

10 لحل 0 = 4 -+ +× واقعًا فى الفترة [1:4]. أوجد تقريبًا للجذر بنفس درجة الدقة هذه. 

5. استخدم المبرهنة (12) لإيجاد الحد لعدد التكرارات اللازمة للوصول إلى تقريب بدقة 

“10 لحل 0 = 1-×-× واقعًا فى الفترة [1.2]. أوجد تقريبًا للجذر بنفس درجة هذه الدقة. 

6. لیکن "1 دين = مير 1 دم و 1/۸ +1 ديم. أثبت أن 10-3 > إل,م)يمر| عندما 1 < م 

ولكن 10-3 > امم -م| يتطلب کون 1000 <». 

7. ليكن (:5) عبارة عن متتالية معرفة ب 3(])1/6 = مم. أثبت أن (10 غير متقاربة حتى 

لوكان 0 = ليم - وم) „Jima‏ 1 


8. تتذ تتضمن الدّالة +5105 = (۸)/ أصفارًا عند كل عدد صحيح. أثبت أنه عندما تكون 0 > » > 1- 
و3 > >2: فان طريقة التنصيف تتقارب إلى: 
أ. 0 إذا كان 2 > م جه ب. 2 إذا كان 2 < م +ه أ. 1 إذا كان 2 =ط +» 


9. حوض بطول 2 له مقطع على شكل نصف دائرة قطرها + (انظر شكل)؛ وعند ملئه 
بالماء لغاية البعد # عن السطح العلوي فإن حجم الماء يكون 
[ "م - V=L [srr - r” arcsin 8 - h(r?‏ 







ري “ا 2 


ليكن 108 = 1: 18 = م و ۴ 12.4 = 7. أوجد عمق الماء فى الحوض لحد :1 0.01. 
20. بدأ جسم بالحركة من السكون على سطح مائل (انظر شكل) بزاوية <ê‏ ويتغير بمعدل ثابت 
0 >۵ - © ومع نهاية ؛ من الثواني» فان موقع الجسم يكون 


E أ حل‎ 27 
x(t) -- )کے‎ 2 - sine) 


ليكن الجسم قد تحرك ۴ 1.7 في 15. أوجد ضمن 10 المعدل © الذي تتغير عنده 0. ليكن 
8/2 32.17 دع 





)2 - 
ع 





2 ه تكرار النقطة الثابتة 





22 


نتائج النقطة الثابتة تظهر في 
مجالات رياضية عديدة. وهي 
أدوات رئيسة للاقتصاديين لبر هنة 
نتائج تتعلق بالتوازن 8ط !| أباوع . 
وعلى بالرغم من كون قكرة الأسلوب 
قديمة. فإن الصطلح قد استخدم 
للمرة الأولى من قبل الرياضي 
الهولندي براور 1966 -1881) ١‏ 
brouwer‏ .ل .ع .ا في بداية 
الحقية 1900 1 


مثال 1 
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Fixed - Point Iteration تكرار النقطة الثابتة‎ 


العدد 7 هو نقطة ثابتة للدالة 8 إذا كانت م = (م)ع. سنناقش فى هذا الفصل مسألة إيجاد 
حلول لسائل النقطة الثابتة وعلاقة ذلك بمسائل إيجاد الجذر التى نرغب فى حلهاء ومسائل 
كلا الحالتين فثات متكافئة من حيث المعطيات الآنية: ١ ١‏ 
ه في مسألة إيجاد الجذر 0 = (م)/» نستطيع تعريف الدوال 8 بنقطة ثابتة عند 7 بعدة طرائق. 
ومثال ذلك عندما (#اثر - × = (×)ع أو («اكرة + × = (راع. 
« وبالعكس. إذا كان للدالة #8 نقطة ثابتة عند 7ء فَإِنْ للدالة («)مم - ×= (×)۶ صفْرًا عند . 
وعلى الرغم من أن المسائل التي نرغب في حلها تكون بصيغة إيجاد الجذر. فإِنَّ صيغة 
النقطة الثايتة أسهل من حيث التحليل» وثمة اختيارات قوية جذدًا للنقطة الثابتة تؤدي إلى 
أساليب إيجاد الجذر. 
نحتاج في البداية إلى أن نطمئن لهذا النوع الجديد من المسائل» ثم نقرر متى يكون للدالة نقطة 
ثابتة؛ وكيف يمكن تقريب النقاط الثابتة ضمن دقة محددة. 


للدالة 2 - × = (×)ع لكل 3 > × > 2- نقاط ثابتة عند 1 - - »× و2 = + بما أن 


1[--2-:12-)-(1-ن)م و 2-2-2 = (2)۾ 


ويمكن ملاحظة هذا في شكل (2.2). 





تحقّق المبرهنة الآتية حالات مناسبة لوجود النقطة الثابتة ووحدانيتها. 
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مبرهنة 22 أ. إذا كانت [ط ,]© € و و [ط ,ه]ء (<)ع لكل [6,5]ء × فيوجد للذّالة ع نقطة ثابتة فى 1ط ,4]. 
ب. وبالإضافة إلى ذلك» إذا كانت (*)'/8 موجودة فى (5 ,©)» ويوجد ثابت موجب 1 2 حيث 
* > | )| لكل (ط ,ه) ع × فإنّ النقطة الثابتة فى [ط ,4] تكون وحيدة. . 
(انظر شكل 3.2). . 


P= (ماع‎ + 








البرهان 
أ. إذا كان » = (4)ع أو 5 = (8)5 فإِنْ للدالة ع نقطة ثابتة فى طرف الفترة. وخلاف ذلك فإن 
۾ < (4)م وط > (ط)ع. الدّالة × - («)م = ()! متصلة ضمن [ط ,ه]» مع 0 < ۾ - (م)م = (ه)/ 
و0 >5 - (ط)ع = (ط)۸. واستنادًا إلى مبرهنة القيمة الوسطية؛ توجد (4,5) € م تحقق 
0 = (م)۸. هذا العدد 7 هو نقطة ثابتة للدّالة ع» لأن 

م - (م)م = (م)۸ =0 تؤدي إلى م = (م)ع. 


ب. بالإضافة إلى ذلك» ليكن 1 > 4 > |(×)'ع|ء وإن 7 و 4 كليهما نقطة ثابتة فى [4,5]. وإذا 
كان 4 7 7 فإنّ مبرهنة القيمة الوسيطية تضمن لنا وجود عدد (0,4) € وفق القيم في [ط ,ه] حيث 
)86 _ (4)ق - لماع 

P¬~q 
إذن‎ 
-م|‎ al =| g(p) - g(4)| =| -م|| ©)'م‎ al > -ماء‎ ql > |p - 1ه‎ 
[a, b] م وتكون النقطة الثابتة في‎ = ٩ وهذا تناقض. ومصدر هذا التناقض افتراض و4 # م. إذن‎ 


mm وحيده.‎ 
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مثال 2 أ. ليكن 1(/3 -2+) = (×)ع فى الفترة [1 ,1 -]. تفيد مبرهنة القيمة المتطرفة فى ظهور الحد 


الأدنى المطلق للدالّة ع عندما 0 = × و - = (0)#. وإن الحد الأعلى المطلق للدالّة م يظهر عند 
1 + = × أيضّاء وله قيمة 0 = (±1)ع. بالإضافة إلى ذلكء فإنّ الدالة م متصلة أيضّاء وإن 
ت 
3|3 
وإِنْ الدّالة 8 تحقق عندئذ فرضيات المبرهنة (22) جميعهاء ولها نقطة ثابتة وحيدة ضمن 
[1 ,1 -] وإن النقطة الثابتة الوحيدة 7 فى الفترة [1 ,1 -] يمكن تحديدها جبريًا فى هذا المثال. فإذا 
كان 


= )| لکل (1:,1-)ع ع 








p =1 





بك 3 زواع حاص ثم 0 -1-م3-ثم 

التي تعطي بحسب الصيغة التربيعية 
(1/13 -4)3 دم 

لاحظ أن للدالة ع نقطة ثابتة وحيدة أيضًا هى (13/ + 1)3 = م للفترة [3,4]. وعلى أي 

حال 5 = (4)م و1 < 5 = (64ق: بناءً عليه إن الدّالة م لا تحقق فرضيات المبرهنة (2.2) عند 

4 ,3]. وعندئذ فإِنّ فرضيات المبرهنة (2.2) كافية لضمان نقطة ثابتة وحيدة لكنها غير ضرورية. 

«انظر شكل 4.2). 


([13//ة + 3) +,[13//ة + )+ 
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شكل 5.2 








ب. ليكن ”3 = (×)ع. بما أن 0 > 37*1۸3 - = (×)'ع فى [1 ,0]» فإِنْ الدّالة 8 متناقصة على 
]1 ,0[. من ثم 
(0)م =1 > (×)ع > ‡ = (1)م لکل 1 > × > 0 


عندئذ إذا كان [1 ,0] © × فإن [1 ,0] © (×)ع» وللدّالة ع نقطة ثابتة فى [1 ,0]. حيث 
[n3 = - 9‏ - - )8(0 


و1 £ |(×) | فى (1 ,0)» وأن المبرهنة (2.2) لا يمكن استخدامها لتحديد الوحدانية» فإن الدّالة 
ع متناقصة دائمّاء ويتضح من شكل (5.2) حتمية كون النقطة الثابتة وحيدة. نا 


J4 

(P». P2) 
(يم)ع - يم‎ : 
(رماعم دوم‎ (P2. P2 P» = (رمام‎ (PPD 
(وم)م = وم‎ 


Pı > (وم)م‎ 9 
Pı > (وم)م‎ 


Pı P3 Pa Po 
() 
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نختار تقريبًا ابتدائيًا و وتوليد المتتالية 6-”(2) بجعل (1-,8)2 = ,2 لكل 1 < ۸ لتقريب 
النقطة الثابتة للدّالة 8. وإذا تقاربت المتتالية إلى م و ع متصلة فن 
(م)م = (im Pn-1)‏ م = p= flim pn = lim g&(pn-)‏ 

وسيوجد حل ل (×)ع = ×. ويسمى هذا الأسلوب ”تكرار النقطة الثابتة” أو “التكرار الداليّة”. 
والعملية مفصلة في الخوارزمية (2.2) وموضحة في شكل (6.2). 
تكرار النقطة l|lلlûبiتã Fixed-Point Iteration‏ 

لإيجاد حل ل (8)0 >7 بوجود التقريب الابتدائى وم؛ 
المدخلات: تقريب ابتدائي «م: الحدود المسموح بها 701: أكبر عدد لمرات التكرار /2. 
المخرجات: حل تقريبي 7 أو عبارة (فشل). 


إذا كان 701 > |20 -م 5 


فالخرج (استكملت العملية بنجاح). 


ر 
ضع م = مم (تحديث 20). 


(No =? 


ويوضح المثال الآتي التكرارت الدّالية. 
الصيغة 0 = 10 - ”×4 + × لها جذر وحيد في [2 i1;‏ وتوجد غدة طرائق التغيير الصيغة إلى 
صيغة النقطة الثابتة (3)م = × مستخدمين ترتيبًا جبريًا سي فلإيجاد الذالة 8 الموضح في 
الفقرة (ج) على سبيل المثال؛ نستطيع ترتيب الصيغة 0 = 10- 4x2‏ + 3× على النحو الآتي: 
× -10 = ”×4 ولذلك (× -1)10 =”× و2ا(ثم 1)10 += × 

ولإيجاد حل موجب؛ نختار (×)دع. وليس من الضروري اشتقاق الدّوال المبينة هناء لكن عليك 
التأكد من أن النقطة الثابتة لكل منها هي ف في الواقع حل للصيغة الأصلية 0 = 4-10 + .x‏ 
أ 0 + ×4 تم دع = (×)رع = × 


ب. 1/2 
)4 2( = («اوع = × 
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جدول 2.2 


مبرهنة 3.2 


ج 2 -4)10 ا 


۱2 10 
د (علم) = م =» 


2 3 
- چ 0 ا (×)85 ود 
وعند 1.5 = ۲0 يبين جدول 22 نتائج تكرار النقطة الثابتة لكل الخيارات الخمسة للدالة 8. 
الجذر الحقيقي هو 1.365230013 كما لوحظ في المثال (1) من الفصل (1.2). وبمقارنة نتائج خوارزمية 
التنصيف المعطاة ضمن ذلك المثال» يمكن ملاحظة النتائج الرائعة #اللاختيارات (ج)»(د)؛(ه) حيث 
تتطلب طريقة التنصيف 27 تكرارًا لهذه الدقة. ولعله من المفيد ملاحظة أن الاختيار (أ) كان غير 





متقارب» وأن (ب) كان غير معرّف بسبب احتوائه على جذر تربيعي لعدد سالب. .- 
(i) 04‏ ك @ © )@ 
0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 
1 087- 0.8165 1.286953768 525 1.3733333333 
n2 2 1.402540804 2.9969 6732 2‏ 1.365262015 
3 7 - 8.65۶2( 1.345458374 5 »> 3 1.365230014 
1.365230013_n 2 8 1.333130233 1.03x 10 4‏ 
5 1.360094193 11254 
6 1.367846968 1236 
7 1.36388004 11365722 
8 1.3659164 11362302 
9 1.34887 1136323002 
10 1.365410062 1.365323004 
15 113657230 1136323003 
20 1.36523026 
25 1.365230006 


30 1.65230013 
ومع أن دوال مختلفة في المثال 3) هي مسائل النقطة الثابتة لمسألة إيجاد الجذر نفسهاء إلا أنها 
تختلف إلى حد كبير بوصفها أساليب لتقريب حل مسألة إيجاد الجذر. والغرض منه إيضاح أن 

السؤال الحقيقي الذي يتطلب الإجابة هو: 
ه كيف يمكننا إيجاد مسألة النقطة الثابتة التي تنتج متتالية تتقارب على نحو موثوق ومتكرر لحل 


مسألة إيجاد الجذر؟ 
تعطينا المبرهنة الآتية ونتيجتها بعض المفاتيح بشأن المسارات التي يتعين علينا سلوكهاء وربما يعد 
رفضنا لبعض منها أكثر أهمية. 


مبرهنة النقطة الثابتة Fixed-Point Theorem‏ 
لیکن [ط ,]© € ۾ حيث [4,5] © (×)ع لكل قيم × في [5 ,4]. وبالإضافة إلى ذلك» لتكن الدالّة 


'8 موجودة في (4,5) وأن ثابت 1 > ۸ > 0 موجود مع 


x € لكل (5,ه)‎ |g )×(| > * 
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تمهيدية 4.2 
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لذا لأي عدد ۲٠‏ ضمن [5 ,ه]ء فإِنّ المتتالية 
(-مص)م = مم لكل 1 < ۸ 

تتقارب إلى نقطة ثابتة وحيدة 7 ضمن [ط ,4]. ل 
البرهان تشير المبرهنة 22) إلى أن النقطة الثابتة الوحيدة موجودة ضمن [ط ,ه]. حيث إن 
الذالة ع تنقل [ط ,>] إلى نفسهاء فإن المتتالية م120(5 معرّفة لكل 0 < ۸» و[ط ,4] € ١م‏ لكل , 
وباستخدام مبرهنة القيمة الوسطية» وحقيقة كون ۸ > |(*146» يكون لدينا لكل 

lpn - |إلمٌ) م |= |(م)ع -(-مم)ع | دام‎ Pn-ı = كام‎ klpn-1¬— pl| 
حيث إن (5 ,4) © ,ت وبتطبيق هذه المتباينة نستنتج أن‎ 
ام = مما‎ > klpn-1 = كام‎ Kl pn-2— كام‎ ٠ ٠ ١ > إم حمم|/‎ 4.2) 
وحيث إن 1 > ۸ > 0 يكون لدينا 0 = "۸ »جنا و‎ 

lim |p, - p|s lim K"lpo = p|= 0 


ومن ثم فان -1 20 تتقارب إلى 2. mnn‏ 


إذا كانت الدّالة 8 تحقق فرضيات المبرهنة 3.2) فإنّ حدود الخطأ ضمن استخدام 7۸ لتقريب 
0 : و م ٍ 
هی 
k" max{po - a, b— po}‏ > ام = lpn‏ 


Kk" 
1-k 
البرهان حيث [ط ,ه] ع م» فإنّ الحد الأول الناتج من المتباينة (42) هو‎ 





و lpı ¬ pol‏ دام -مها لکل 1 <۸ ل 


lpn - p| > -وم|”/‎ p| > k" max{po - a, b— po} 
فإن العملية المستخدمة فى برهنة المبرهنة (3.2) تعطى‎ ٠١ < 1 وعندما‎ 
[Pnrı = Pal =| g(Pn)= g8(Pn-1)| > klPn = Pn-ı| ك‎ : ° ١ ك‎ k"| p1 = pol 


ومن ثم عندما 1 < ۸ < :7 يكون 


[Pm = Pnl=| ممق‎ - Pm-1 + Pm-1 =° ° ١ + Pn+1 ¬ أررط‎ 
S| Pm = Pn-ıl+| Pm-1 = Pm-2l+° ٠ ١ +| حيبوم‎ Pal 
> RK" lpı = pol+ 6 |p = pol +° ٠ ١ + K"| حرم‎ pol 
= K"|pı = pol(1 + k+ ...تم‎ +k” "1) 
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مثال 4 


واستنادًا إلى المبرهنة 32) م = سم صمم«اء وبهذا نجد 
مه m=n-1‏ 
a 2‏ 0 
6ر2 امم دما“ < م 3 lim K"|pı = pol‏ > امم = lim lpm‏ -اءم = lp‏ 
لكن م < سلسلة هندسية بنسبة مشتركة م و1 > »۸ >0. وهذه المتتالية تتقارب إلى 


(۸ -1)1 الذي يعطي الحد الثاني 





3 
ما‎ Pals 7 plPı - pol 


mm 

تربط المتباينتان كلتاهما في هذه التمهيدية :(,م) للحد « بالمشتقة الأولى» وإن 
معدل التقارب يعتمد على العامل ”#» فكلما كانت قيمة # صغيرة كان التقارب أسرع » ويكون 
بطيئًا جدًا عندما تقترب » من 1. وأعيد فى المثال الآتى اعتماد طرائق النقطة الثابتة المستخدمة 
في المثال 32) في ضوء النتائج المبينة في المبرهنة (32) ونتيجتها. 
3 مع 0 +2م4 - × -ير = («)روء لدينا 6 = (81)1 و12 - - (2),م» لذا فالدالة ع لا تنقل 
[2 ,1] إلى نفسها. وأكثر من ذلك ×8 -3:2 -1 = (+«)يم» ومن ثم فإن 1 < |(*),8| لكل × ضمن 
[2 ,1]. وعلى الرغم من أن المبرهنة (3.2) لا تضمن فشل الطريقة عند هذا الاختيار للذالة م» فلا 
يوجد سبب لتوقع حصول التقارب. 
ب . مع "[×4 -(×/10) ] = (×)رع» يمكن أن نرى الدّالة دع لا تنقل [2 ,]إلى نفسهاء وأن المتتالية 
:(«م) غير معرّفة عندما 1.5 = مم. وأكثر من ذلك» لا توجد فترة تحتوي 1.365 × م بحيث 

1 1 1 > )يه لأن 3.4 ع |(م)8| 
ولا يوجد أي مبرر لنتوقع أن هذه الطريقة ستتقارب. 
ج. للدالّة ۶( - 1)10 =( )دع 
3x(10- ×) > 0‏ - = (×)ع فى الفترة [2 ,1] 
لذا 83 متناقصة حتمًا ضمن [2 ,1]. وعلى أي حال 2.12 * |(8)2|ء لذا فإِنْ الشرط 
1 > ۸ > |(*)يع| يقع ضمن [2 ,1]. وعند التمعن في المتتالية م [:7) بدءًا ب 1.5 = وم 
نجد أن افتراض الفترة [1.5 1] يدلا من [2 ,1] كافيًا. ضمن هذه الفترة» ما زال صحيحًا كون 
0 > (×)84 و 83 متناقصة حتمّاء لكن أيضًا 
g)1( = 15‏ > («اوع > (1.5)وع > 1.28 > 1 

لكل [1,1.5] > ×. وهذا يرينا أن د8 تنقل الفترة [1,1.5] إلى نفسها. ولكون 
6 > |(1.5)ع | > |(*«)رع| صحيحًا أيضًا ضمن هذه الفترة؛ فإِنْ المبرهنة 3.2) تؤكد التقارب 
الذي نحن بصدده. 
د. مع 2( +10/)4) = («)بعء يكون لدينا 





5 5_- ٍ 
LK 3 E‏ = |(٭)84| لكل [1,2] € ع. 


والحد على المقدار (×)4ع أقل كثيرًا من الحد الذي ظهر فى «د) على المقدار (×)ع الذي يفسر 


2 ه تكرار النقطة الثابتة 


Fixed - Point Iteration 


تقاربًا أكثر تسارعًا باستخدام ,ع. 


ه. المتتالية أدناه 0 - 2ير4 + 3× 
OES ege‏ 
تتقارب بسرعة ة أكثر مما هي عليه عند اختياراتنا الأخرى» وسنرى في البنود الآتية من أين 
جاء هذا الاختيار والسبب وراء فاعليته هذه. = 





مجموعة التمارين 2.2 


EXERCISE SET 
استخدم المعالجة الجبرية لإثبات أن لكل من الدّوال الآتية نقطة ثابتة عند 7 تحديدًا عندما‎ .1 
:/)0( = ×+ 2×7 - ×- 3 -(م)رء حيث‎ 0 


+ 3- x2 5 

أ 2(۹ دير +3) = (عارع ف ( سح = مم 
"ليج د 3+ 2 ا ر 

E ERE E Nee). € 


2. .تقذ أربعة تكرارات إذا أمكن على كل دالة ع ذكرت فى التمرين (1) أعلاه. وليكن 1 = مم 
و(ممام - ممم لكل 2,3 ,0,1 = ۸. 7 

: أي من هذه الدّوال تعطي أفضل تقريب للحل؟‎ e; 

3. استخدم الطرائق الأربع الآتية لحساب 21 ورتبها بحسب سرعة التقارب لكل منها 














عندما يكون 1 = 20: 
أ + ع رم ب لحل م ديم 
دماة يوم 2 د 2 
جد بووركارع ا 
4. استخدم الطرائق الأربع الآتية لحساب "27 ورثّبها بحسب سرعة التقارب لكل منها 
عندما يكون: 
3 
Py ART Pn = Pn-1 ).‏ دوم = Pn‏ 
ج دم نمم = مم ي 7 عكري - دروم = Pn‏ 


5. استخدم طريقة تكرار النقطة الثابتة لتحديد حل بدقة 2 ل 0 = x*-3-3‏ في [12]. 
استخدم .Po=1‏ 

6 استخدم طريقة تكرار النقطة الثابتة لتحديد حل بدقة 10-2 ل 0 =1-×-*× في [12]. 
2r]‏ ,0[ استخدم 1 = „Po‏ 

7. استخد م المبرهنة (2.2) لإثبات ا (2/+)هذه 0.5 + ع = (×)ع لها نقطة ثابتة وحيدة في 
2n]‏ ,0[ ,اقفن تكرار النقطة الثابتة لإيجاد تقريب للنقطة الثابتة بدقة 10-2. استخدم التمهيدية 
(4.2) لتقدير عدد مرات التكرار المطلوبة لتحقيق هذه الدقة» ثم قارن هذا التقدير النظري 
بالعدد الفعلى المطلوب. 

8. استخدم المبرهنة 22) لإثبات أن 2 = («)ع لها نقطة ثابتة وحيدة في [1 ,4]. استخدم تكرار 
النقطة الثابتة لإيجاد تقريب للنقطة الثابتة بدقة *0. استخدم التمهيدية (4.2) لتقدير عدد 
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التكرارات المطلوبة لتحقيق هذه الدقة 10-4» ثم قارن هذا التقدير النظري بالعدد الفعلي المطلوب. 

9. استخدم طريقة تكرار النقطة الثابتة لإيجاد التقريب إلى 73 بدقة 10-4. قارن هذه التمهيدية 

وعدد التكرارت المطلوبة بإجابة التمرين (10) من الفصل (1.2). 

0. استخدم طريقة تكرار النقطة الثابتة لإيجاد التقريب إلى 1/25 بدقة 10-4. قارن هذه التمهيدية 
وعدد التكرارت المطلوبة بإجابة التمرين 11) من الفصل (1.2). 

11 . حدّد الفترة [5 ,4] التي يتقارب عندها التكرار بالنقطة الثابتة لكل من الصيغ الآتية: 

اأ . قدر عدد التكرارت المطلوبة لتحقيق التقريبات بدقة 10-5. 


ب. تقد الحسابات. 
2 : 5 72 
أ x‏ - 
ا ل دن وا هد (e ١‏ 
جع *5 دير إن 220962 ه («ومء + x = 0.5(sinx‏ 


2. استخدم الفترة المعطاة لكل من الصيغ الآتية؛ أو حدّد الفترة [4,5] التي يتقارب عندها 
التكرار بالنقطة الثابتة: 
أ قدّر عدد التكرارت المطلوبة لتحقيق التقريبات بدقة 10-5. 
أ. sinx-x=0‏ +2 باستخدام ]2,3[ ب. 0 =5 - 3-2 باستخدم ]2,3[ 
ج 3x? - e‏ ور ESO‏ ياج 
3. أوجد الأصفار كلها ل 1 + x?‏ = (5)/ باستخدام تكرار النقطة الثابتة لدالّة التكرار 
المناسب #. أوجد الأصفار بدقة ددا" 
14. استخدم طريقة تكرار بالنقطة الثابتة لتحديد حل بدقة 10-4 ل «هها = × ل + ضمن [4,5]. 
15: استخدم طريقة تكرار بالنقطة الثابتة لتحديد حل بدقة 10-2 ل0 = عر +7 مزة 2 x‏ ضمن 
[1,2]. استخدم 1 = وم. 
6. لیکن 4 ثابنًا موجيًا و ۸٨‏ - ×2 = (٭)8: 
أ. أثبت أنه فى حالة تقارب تكرار النقطة الثابتة لحد ليس صفرّاء فإنّ الحد هو 1/4 = م 
ويمكن أخيرًا إيجاد معكوس العدد باستخدام عمليات الصرب والطرح فقط 
ب. أوجد فترة حول 1/4 يتقارب عندها تكرار النقطة الثابتة» وتضمن وجود 70 في الفترة. 
7. أوجد الدّالة ع معرفًا على [1 ,0] التي لا تحقق أي من فرضيات المبرهنة (22) ولها نقطة ثابتة 
وحيدة فی 0,11[ . 
8. أ. أثبت أن المبرهنة (2.2) صحيحة إذا استبدل ۸ > |(*)'| ب ۸ > (*)'م لكل (ط ,ه) € × 
(تلميح : الوحدانية فقط موضع النقاش). 
ب.أثبت أن المبرهنة (32) لا تتحقق في حالة استبدال © > |( 14 ب NEE‏ 
(ملحوظة : أثبت أن ”× -1 = ()8 لكل + فى الفترة [1 ,0] يحقق مثال المعكوس). 
9.. استخدم المبرهنة 32) لإثبات كون المتتالية 


سے + دي لكل نارم 
تتقارب إلى 2/. عندما يكون 2/ < 0×. 
ب. استخدم حقيقة كون ”( 2/ - مد) > 0 عندما يكون 2/,# م لإثبات أنه فى حالة كون 


2 ه طريقة نيوتن 


Xx >72 فان‎ 0< xo <2 
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ج. استخدم تمهيدية الغقرتين () و (ب) لإثبات كون المتتالية في () تتقارب إلى 5+ عندما يكون 


0> وى 


0 أ. أثبت أنه لو كان 4 أي عدد موجب. فإنّ المتتالية 


4 1 
سكج + مادج عه لكل ۸<1 


ادم 


تتقارب إلى ۷۸ عندما يكون 0 < م×. 

ب. ماذا يحدث لو أن 0 >مد ؟ 

1. استبدل الافتراض “العدد الموجب 1 > + موجود مع » > |('4| ” بافتراض “ع تحقق شرط 
لبشتز عند الفترة [4,5] مع ثابت لبشتز 1 > 1”. (انظر التمرين (25) من الفصل 1.1) أثبت أن 
استنتاجات هذه المبرهنة ما زالت متحققة متحققة 


2. افترض أن الدالة ع قابلة للاشتقاة ق اسما هذ الفترة (4 ,©) التى تتضمن 


ن النقطة الثابتة 


م للذالة ع. أثبت أنه إذا كانت ١‏ > |(م»ه| فإِنّ 0 < 6 موجودة بحيث لو كان 6 > إم -مم؛ فإن 


تكرار النقطة الثابتة يتقارب. 
ض الجسم عند سقوطه عموديًا ذ 


3. يتعرض 


في الهواء لقاومة اللزوجة إلى جانب قوة الجاذبية. 


افترض أن جسمًا بكتلة ۸ أسقط من ارتفاع 6 وأن ارتفاع الجسم بعد ۲ من الثواني هو 


s() = دون‎ Er 8 م‎ 


بحيث إن *ولة 32.17 = ۾» وk‏ يمثّل معامل اا الهواء بوحدات ۴۲/ء-ط1. افترض 3006 = ود 
25 = «: و اطا 0.1 = 4 أوجد ضمن ء 0.01 الوقت الذي يستغرقه الجسم للوصول إلى الأرض. 

24. لیکن [ط ٥"),‏ € م و 7 ضمن (ط (a,‏ مع مر = (مام و1 < إلم)نع|. أثبت وجود 0 < 8 بحيث 
لو کانت 6 > إم - مما > 0 فإِنٌ ام - رما 5 = lo‏ من ثم فهمها كان التقريب الابتدائي وم 
متقاربًا إلى 7ء ٠‏ قان التكرار الآتي Pı‏ أكثر بعدًا > وأخيرًا قإِنْ تكرار النقطة الثابتة لا يتقارب إذا 


كان م عر وق 


Newton's Method طريقة نيوتن‎ 2 2-7 


كان إسحق نيوتن 
Isaac Newton (1642-1727)‏ 
واحذ؛ من العلماء الأكثر عبقرية في كل 
الأزمنة. في أواخر القرن السابع عشر 
6 كانت فترة تذبذب تتعلوم 
والرياغيات.. وقد لاس هل نفوتق 
كل جاثب من الريافيات تقريبا. وقد 





قذمت طريقته لحل انعادلات لإيجاد جذر 
العادلة 0 - 5 - 2 - ».وهي سألة 
تم تذولها في التمرين 5 (أ). و على الرغم من 
أنه عرض الطريقة بالمسبة لكثيرات الحدود 
فمن لزانم أنه أدرك تطبيقاتها الواسعة 


طريقة نيوتن (أو نيوتن-رافسون) هي إحدى أكثر الطرائق 


العددية كفاءة فى حل مسائل إيجاد 


الجذر. وهناك عدة أساليب لتقديم هذه الطريقة. 
فإذا كنا نريد الخوارزمية فقط يمكننا اعتماد أسلوب الشكل البياني » كما هو الحال غالبا في 
التفاضل والتكامل» ويمكن أيضا اشتقاق طريقة نيوتن بوصفها أسلويا ' لإيجاد تقارب أسرع مما 
تعطيه أنواع أخرى من التكرار الداليء » كما كان في الفصل (4.2). تفر لاحمًا طريقة ثالثة 
لاستخدام طريقة نيوتن تعتمد كثيرة حدود تايلور. 


لنفترض أن [ط ,»]2© © /ء وليكن [ط ,64] © مم تقريبًا للحل ۲ إلى 0 = 


(د)/ر بحيث 


0 ¥ (وم)ث/ و اوم - | صغير. لنفترض أننا وجدنا كثيرة حدود تايلور الأولى للدّانة (2) / 
حول 79 :وجنيتاها عند 8 * لاحصل على 


و د 


= 0 ويما أن‎ TE 


FU = Ftp + {p= pj po) حقا ع‎ 


(م)ثر» تعطى هذه الصيغة 
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5 7 {p= po)? أعطى جوزيف رافسون ب‎ 
ا‎ 2 f ep) Joseph Raphson (1648-1715) 


توفيحا للطريقة الشوية إلى ت ويمكن اشتقاق طريقة نيوتن على افتراض أنه ما دامت |وم -م| صغيرة» فَإنّ الحد الذي يتضمن 


ٺيوتن عام 1690 معترفا بأن نيوتن هو 8 1 
p0) :‏ - م) سيكون اصغر كثيراء لذا 
po) f (po)‏ -م) + f(po)‏ م 0 





شتقة في 
لان كليهما تناولا كثيرات الحدود فقط, 


رياضيون آخرون وخصوضا جيمس وبحل م تحصل على 


80م _ 








كريكورق p=‏ دم 
ft po} James Gregory (1636 -1675(‏ 1 
كانوا يركون العملية قيد البحث عند kz. i‏ ا کے 58 5 ت 
هذا الوقت أو قبله وهذه خطوة نحو طريقة نيوتن التي تبدا بتقريب ابتدائي 0 ثم توليد المتتالية ن,(مم) باستخدام 
f(pPn-1)‏ 
52 25000 
)5.2( يم )م لمم = مم لكل ۸>1" 


ويوضح شكل 7.2) كيفية إيجاد التقريب باستخدام المماسات التتابعة. (انظر التمرين (15) أيضا) 
نبدأ بتقريب ابتدائي 50: يمثّل التقريب :7 مقطع محور × من قبل خط المماس للدّالة / عند 
(po, f(po))‏ 506 التقريب دم مقطع محور × من قبل خط المماس تلدالة /ر عند ((رم) م ,رم) 


هكذا. وتتبع الخوارزمية (32) هذا الأسلوب. 
ا وهكذا. وتتبع الخوارز سلو 


(Ps f(pP)) 


اميك روم )و 


(Po. f (Po) 








ALGOI| 
Newton's Algorithm ارزمية خوارزمية نيوتن‎ 
: لإيجاد حل ل0 = (:)/ مع تقريب ابتدائي رم‎ 5 


المدخلات: تقريب أؤلي 70: الحدود المسموح بها 701» أكبر عدد للتكرارات 2/0. 
المخرجات: حل تقريبي دز أو عيارة قشل 
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ل < 


ص 
9 
)-* 
5 


= أه ددحم ين ج م یک 


Pn 


0.785398165 


0.7071067810 
0.7602445972 
0.7246674808 
0.7487198858 
0.7325608446 
0.743464113 
0.736128255 
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(No=’, 


إن تباينات أسلوب التوقف المصاحبة لطريقة التنصيف يمكن تطبيقها فى طريقة نيوتن. حيث 
نختار حد السماح 0 »٤<‏ ثم نوجد P۸‏ ۳,۰۰۰ حتى 


6.2( ع > pn-ı|‏ = برم| 

02 مويرم ,€ < سمه مما 
أو 

( ع > المورم)م|ا 


تستخدم صيغة من المتباينة (6.2) في الخطوة 4 من الخوارزمية (3.2). لاحظ أن المتباينة (8.2) قد 

لا تعطي الكثير من المعلومات حول الخطأ الحقيقي |م -«رم|. «انظر التمرين (16) من الفصل 1.2) 
وإن طريقة نيوتن عبارة عن أسلوب تكرارات دالية بصيغة (,م)مم = ,م حيث 
92 عار حنم = 8)0 لكل 1 < م 

وفي الواقع هذا أسلوب تكرارات داليّة استُخدم ليعطي تقاربًا متسارعًا كما رأيناه في الفقرة 
(ه) من المثال 3) من الفصل (2.2). ويتضح من الصيغة (9.2) أن طريقة نيوتن لا يمكنها الاستمرار 
إذا كان 0 = (_,م)”/ لبعض قيم 7. وفي الواقع سنرى أن الطريقة أكثر جدوى قدا #خدد 
"/ بعيدًا عن الصفر وبالقرب من 2. 
لنفترض أننا نريد تقر يب حل للدّالة 0 = × - »وه = (×)ل. إن حل مسألة إيجاد الجذر هذه هو 
حل لمسألة النقطة الثابتة <1ومه = × أيضاء ويشير يشير الرسم في شكل 82) إلى أن نقطة ثابتة واحدة 
7 تقع في الفترة [2 /0,7]. ويوضح الجدول 32) نتائج تكرار النقطة الثابتة مع 7/4 = 0م» ومنها 
نستنتج أن أفضل قيمة هي 0.74 م 
ولتناول هذه الملسألة على نحو مختلف؛ عرف × - »f)x( = cos»‏ وطبق طريقة نيوتن. وما دام 
1 -«هزه - - (+*)/ر/ء فإِن المتتالية تتولد عن طريق 


5 _ SOS Pn-1 7 Pn-1 
821 لل7 د نيزت الكل‎ BR اك‎ 
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شكل 8.2 


جدول 42 


ات مم یم ين کب 


Pn 


0.785398165 
0.395336137 
0.7390851781 
0.7390851332 
0.739085132 


مبرهنة 5.2 








ويتضمن جدول (4.2) تقريبات تولدت مع 4 ح- = “Po‏ ونلاحظ تقريبًا متميرًا عند 3 = ۸. 
ونتوقع أن يكون هذا التقريب دقيقًا للمنازل الموضحة بسبب التوافق بين 23 و 24. ل 
ويشير اشتقاق سلسلة تايلور لطريقة نيوتن فى بداية هذا الفصل إلى ضرورة دقة ة التقدير الابتدائى. 
والافتراض الضروري هو كون الحد المتضمن 70(2 - م) صغيرًا مقارنة ب وم - م| على أنه من 
الممكن حذفه. وهذا بالتأكيد لن يتحقّق ما لم يكن 70 تقر يبا جيدًا إلى م. وإذا لم يكن 0م قريبًا 
بما يكفي من الجذر الحقيقي فإن هناك سببًا ضعيفا لملاحظة تقارب طريقة نيوتن نحو الجذر. 
وعلى أي حال قد ينتج في بعض الحالات وحتى في حالة التقريب الضعيف تقارب. (ويوضح 
التمرينان (20) و 21) بعض هذه الحالات). 

وتوضح مبرهنة التقارب التالية لطريقة نيوتن الأهمية المبرهنة لاختيار 20. 


لیکن [ط ,]02 ع . إذا کان [ط ,ہے ]€ م حيث 0 = (م)/ و0 ٭ (م)"/» فيوجد 0 < 6 بحيث تولّد 


طريقة نيوتن المتتالية المتقاربة .:(,) إلى م ولأي تقريب ابتدائي [8 +م,ة -م ]€ 0م. ل 
البرهان البرهان مبني على تحليل طريقة نيوتن بوصفه أسلوب تكرارات داليّة (ر-,م)م = ,م 
لكل 20721 (×) ل 3 

g(x) = -ع‎ F(x) 


ليكن ۸ ضمن (1 ,0). فى البداية توجد الفترة [5 + 8,5 - م] على أن 8 تنقلها إلى نفسها 
حيثما ۸ > |(<)'؟| لكل (6 +دمرة -م)ء +. 
وحيث إن / متصلة› وإن 0 آ (م)ثرء فإِن الفقرة (2) من تمرين (27) فصل 1.1) يؤدي إلى 
حتمية وجود 0 < 6 حيث 0 # (<)”/ ل[ ]4,5‏ [51 + م ,رة - م] »> ×. وأخيرًا تكون الدالة 
8 معرفة ومتصلة ضمن [,8 + م م5 -م].» كما أن 

ss FOF (= F(R") 5 )كر دار‎ 

8 [FDP [F(x 

ل [رة + م ,5 - م] e‏ ×. بحيث إن [ط ,]02 € ثر» تكون [6 + م ,6 - م]01 »ع م2 وبفرض 
0 = ()۶» فان 
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ولأن '8 متصلة و 1 > ۸ > 0» فإن الفقرة (ب) من التمرين (27) فى الفصل 1.1) يؤدي إلى 
حتمية وجود 5 مع 8 > 8 > 0» وأن : 
k‏ > )| لكل [ة +مرة x e [p-‏ 

ونحتاج الآن إلى إثبات كون الدالة 8 تنقل [5 +م ,6 -م] إلى [5 +م ,5 -م]» فإذا كان 
[8 + ,5 -م] > × فإن مبرهنة القيمة الوسطى تؤدي إلى أنه لعدد ما ج بين × و م» يكون لدينا 
ام - ×( | = |(م)م - (٭)8| بالتالى 

ام حعز > ام دعاك كام = »|| | - إلم)م - هاو |= ام - 80ا 

وحيث إن [8 + مرة -م] » ×» فلن 5 > إم - ×| و 8> إم -(2)واء ومن ثم فإِن الدالّة ۾ 
تنقل [ة + م ,5 -م] إلى [ة +مرة -م]. 
إن الفرضيات كلها لمبرهنة النقطة الثابتة متحققة الآن» وأخيرًا فا متتالية 120[5-1 المعرّفة ب 


لد-موص) ل 
E‏ = 1 
77 درم = (روم)م = رم لكل ۸<1 


تتقارب إلى م لأي [5 +مرة - م] € وم. ممه 
تنص المبرهنة (52) على أنه: “فى حالة الافتراضات المعقولة تتقارب طريقة نيوتن عند تحقق 
اختيار تقريب ابتدائي ذي دقة معقولة”. وتؤدي إلى أن الثابت / الذي يحد اشتقاق الدالة بم؛ 
ويشير أخيرًا إلى سرعة التقارب للطريقة يتناقص إلى الصفر مع استمرار العملية أيضا. وهذا 
التمهيد مهم لطريقة نيوتن» لكن من النادر استخدامها عند التطبيق؛ لأنها لا تعلمنا كيفية 
تحديد 5. فى التطبيق العملى يُختار تقريب ابتدائى» وتولّد التقريبات التالية بطريقة نيوتن» 
وهذه عمومًا إما أن تتقارب بسرعة إلى الجذرء وإما أنه سيكون واضحًا أن التقارب غير ممكن. 
إن طريقة نيوتن تمثل أسلويًا فائق القوة» لكن لها جانبًا سلبيًا رئيسَاء وهو حاجتنا إلى معرفة 
قيمة اشتقاق الدالّة ۴ عند كل تقريب. وغالبًا ما يكون (»)"/ أكثر صعوبة؛ ويحتاج إلى عمليات 
حسابية أكثر لحسابه مقارنة ب (*)/. 
وللإحاطة بمسألة تقييم الاشتقاق لطريقة نيوتن؛ نقدم شينًا مختلفًا قليلًا. ومن خلال التعريف 
AS f(x) = f(pn-1)‏ 


وو ارم دعر 





وبجعل Pn-2‏ = ×» لدينا 
f(pn-1 _ f(pn-1) = f(pn-2)‏ = (صصمص) ل 1 
Pn-2 - Pn-1 Pn-1 - Pn-2‏ 
وباستخدام هذا التقريب إلى (1-,م)' في صيغة نيوتن نحصل على 
لمم = (Pn-1(Pn-1‏ ل 


002 رو FN‏ ناراك ور 


f (pPn-1) 
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شكل 92 








إن كلمة قاطع مشنقة من ويدعى هذا الأسلوب "طريقة القاطع “5٠٥4١۲ 1٠۸0۵‏ ونعرضه في الخوارزمية 42). «انظر 
ار كل عم رقن بتريبمة ايتامن مزر ی فَإن اقرب ور غيارة عن سعاطع د مع احلا 
القطع. رمر الخط الرامل بين نتكتي: الواصل بين ((0م)/ .وم) ع و ((رم)/ ,رم). والتقريب د عبارة عن تقاطع × مع الخط الواصل 
تاا ی التتريب اور بين ((رمغثر ,رم) و ((دم)ث/ ,دم) وهكذا. 

Secant القاطع‎ 

لإيجاد حل ل0 = (×)؟ مع تقريب ابتدائي وم و رم؛ 

المدخلات: تقريب ابتدائي وم و م٠‏ الحدود المسموح بها 701 أكبر عدد لمرات التكرار ۸(0. 
المخرجات: حل تقريبي م أو عبارة “فشل”. 

| 1 أضع2 f(pos i=‏ -موولرمام درو 

Lz |‏ ما دام ولا > م فنقذ الخطوات 3 - 6 الآتية. 

0 ا يي ل رست‎ EE 


إذا كان 701 > إرم - م| فإن 
الخرج (2) ( استكملت العملية بنجاح). 


توقف. 


)00, 00, 71, 01 ام = وم (حيث‎ 
qo = qı 
Pı=p 

q = f(p) 


اللخرجات (فشلت الطريقة بعد 2/0 من التكرارات و ر١‏ ' = و٧)‏ توقف. 
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مثال 2 


جدول 5.2 


Pn n 


0.5 

0.78539815 
0.7363841388 
0.7390581392 
0.739085143 
0.739085132 


هت س دم دن حا ی 


إن الصطلح 
Regule Falsi‏ 

الذي يعني القاعدة الزائفة أو الموقع 
الزائف يشير إلى كون تقنية استخدام 
النتائج زائفة » ولكن ضمن أسلوب 
خاص. لإيجاد تقارب لنتيجة 
صحيحة. ويمكن إيجاد مسائل الموقع 
الخاطىء على برديات 81150 يعود 
تاريخها إلى 1650 تقريبا قبل 
الميلاد. 


Newton’s Method 


ويتضمن المثال الآتي مسالة سبقت دراستها في المثال 1) عندما استخدمنا طريقة نيوتن مع 
4 اج = موم. 
استخدم طريقة القاطع لإيجاد حل ل ×وهء = ×. قارنا في المثال (1) تكرار الدّالة وطريقة نيوتن 
بتقريب ابتدائي 4 /> = وم. وهنا نحتاج إلى تقريبين ابتدائيين. ويدرج جدول (5.2) الحسابات 
مع 0.5 = ومء 4 X/‏ = رم والصيغة 

(Pn-1 = Pn-2)(COS Pn-1 = Pn-1) 
(cos روم‎ = Pn-1) = (COS Pn-2 - Pn-2) 

من الخوارزمية (4.2). ل 

وبمقارنة النتائج هنا بتلك التي في المثال 1)» نرى أن 75 دقيق لغاية الرتبة الكسرية العاشرة. 
إن تقارب طريقة القاطع أسرع كثيرًا من تكرار الدّالة» لكنها أبطأ قليلًا من طريقة نيوتن التي 
تعطي هذه الرتبة من الدقة مع دم» وهذا صحيح 0 (انظر التمرين (14) من الفصل 42). 

تُستخدم طريقة نيوتن أو طريقة القاطع في تنقية الجواب المعطى بأسلوب آخر غالبًا مثل 
طريقة التنصيف › لكون هذه الطرائق تتطلب تقريبًا ابتدائيًا جيدَاء لكنها عمومًا تعطي تقاربًا 
سريعًا. وإن كل زوج من التقريبات المتتابعة في طريقة التنصيف يحوّط جذر الصيغة 7» أي أنه 
للعدد الصحيح الموجب ١‏ كله جذر ما بين ,© و ,5. وهذا يؤدي إلى أنه لأي , فإنّ تكرارات 
طريقة التنصيف تحقق bal‏ = مدا > ام = lpn‏ 
التي تحقق حدًا خطأً سهل الحساب للتقريبات. إن إحاطة الجذر ليس مضموثًا لطريقة نيوتن أو طريقة 
القاطع. ويتضمن جدول 42) نتائج لطريقة نيوتن طبقت على × - «وم» = (2)/ حيث وجد جذر 
تقريبي مقداره 07390851332. لاحظ أن هذا الجذر ليس محوطا ب1 ,0 أو ۶2 :/2. إن تقريبات 
طريقة القاطع في هذه المسألة م عطاة في جدول (5.2). فالتقريبان الابتدائيّان 0 و 71 يحوطان الجذر» 
لکن زوج تین د۶ و۳ قد فشل في عمل ذلك. 

إن طريقة الموقع الخطأ 5081150 8156 تولد تقريبات بطريقة القاطع نفسهاء لكنها تتضمن 
اختبارًا لضمان كون الجذر محوًطا دائمًا ما بين تكرارات متتالية. وعلى الرغم من أنها ليست 
الطريقة التي نوصي بها عمومّاء إلا أنها توضح كيفية اتحاد المحوطات. 

يُختار ۳٠‏ و :م مع 0 > (:م)/٠(0م)/‏ في البداية. ويُختار التقريب دم بأسلوب طريقة القاطع 
نفسه» مثل تقاطع د مع الخط الواصل بين ((0م)/ ,20) و ((1م)/ ,1م). ولتحديد خط قاطع 
نستخدم حساب دم» ونحتاج إلى تدقيق (,م)/ ٠‏ (2م)/. فإذا كان هذا المقدار سالبًا فإن «م و دم 
يحوطان الجذر» ونختار دم على أنه تقاطع × مع الخط الواصل بين ((:ص)/ ,دص) و ((2ص)/ ,وص). 
وبعكس ذلك نختار دم على أنه تقاطع × مع الخط الواصل بين ((مص)/ ,وص) و ((2ص)/ ,2م). 
ومن ثم نبدل القياس على 20 و «. و بالأسلوب نفسه عند إيجاد دصء فإِنْ إشارة (دص)ث/ ٠‏ (5م)/ 


-1-مم = Pn‏ لكل ۸<2 
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تحدد ما إذا كان علينا استخدام ۲2 و ٥3‏ أو 23 و :2 لحساب ۲4» وتعاد تسمية /2 و 72 في 

الحالة الأخيرة. وتضمن تكرار التسمية هذه أن الجذر محاط بتكرارات متتالية. والعملية موضحة 

في الخوارزمية (5.2)» ويوضح شكل (10.2) كيف تختلف التكرارات عما هي عليه في طريقة 
شكل 102 القاطع ؛ إذ التقريبات الثلاثة الأولى متماثلة» إلا الرابع فمختلف. 











False Position الموقع الخطأ‎ 

لإيجاد حل ل0 = (:)/ مع كون / دالّة متصلة على الفترة [:م ,وم]ء بحيث إن (0)/ 
و(رم)/ لهما إشارة مختلفة. 

المدخلات: تقريب ابتدائي 70 و 71 الحدود المسموح بها .701: أكبر عدد لمرات التكرار 2/0. 
المخرجات: حل تقريبي 7 أو عبارة "فشل". 


الخضوة 


ضع 1-2 
f(p0)‏ = وور f(pı)‏ = رو 


ما دام 2/0 > أ فنقّذ الخطوات ۴ - ۷ الآتية: 
| و أ ضع (40 - 91 )/(وم - رص)رو - رم > ) (احسب ۲1) 


إذا كان 701 > إرم - | فإن 
الخرج (7) 


| 5 أضع ل +:-نرلم)/ =4 
5 
إذا 0 > q-qı‏ ضع 205-821 
qo < qı‏ 
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جدول 6.2 


Pn n 


0.5 

0.85339815 
0.7363841388 
0.739058132 
0.7390848638 
0.739085135 
0 7390851332 


ات نم دم دن + ی بن 


71 Newton’s Method 


> رت 
qı *q‏ 


8 |الخرجات (فشلت الطريقة بعد 770 من التكرارات و (2/0 ,” = وN)‏ توقف. 
لا 


وضح o‏ )6.2( نتائج طريقة الموقع الخطأ المطبقة على x‏ - ×ومع = 1 مع التقريبات 
او لوس سات د (2). لاحظ أن التقريبات تتفق a‏ 
ن طريقة الموقع الخطأ تتطلب تكرارات إضافية لإعطاء الدقة نفسها لطريقة 
SE‏ المضاف إلى طريقة الموقع الخطأ حسابات أكثر مقارنة ا بالضبط 
مثل التبسيط الذي توفره طريقة القاطع مقارنة بطريقة نيوتن التي تأتي على حساب تكرارات 
إضافية. ويمكن رؤية أمثلة أخرى على خصائص هذه الطرائق الإيجابية والسلبية من خلال 
التمرينين العمليين (17) و (18). 





مجموعة التمارين 3.2 


ايع و فود SET LSA REE E‏ مم5 


2. لیکن «دمه - × - = ل)/ و 1- - وص استخدم طريقة نيوتن لإيجاد :2. هل يمكن استخدام 


0 = Po؟‏ 
3. لیکن 6 - ”× = (»)/. أوجد :5 عندما 3 مط و2 - رص, 
اأ . استخدم طريقة القاطع. 
ب.استخدم طريقة الموقع الخطأ. 
ج. أيهما أقرب إلى 6/؟ 
5 ليكن ×وهء - 3× - = ()ل. أوجد :۲ عندما 1 - = مر „Po“!‏ 
أ. استخدم طريقة القاطع 


ت استخدم طريقة الموقع الخطا 

5. استخدم طريقة نيوتن لإيجاد حلول دقيقة لغاية 10 للمسائل الآتية : 
أ. [1,4] ,0 -2-5ج2 تير ب [2-,3-] ,0 =1 - 3% + 3× 
ج ]2 /0,7] ,0 = cosx‏ دعر د ]2 /0,7] ,0 = 0.2sinx‏ -0.8 دعر 

6. استخدم طريقة نيوتن لإيجاد حلول دقيقة لغاية 107 للمسائل الآتية : 

2c0s×- 6= 0 5‏ + *-2 + “ع لكل 2 > × >1 

ب.0 = (1 -+«)ومه + (1 - )صا لكل 2 > × > 1.3 

ج. 22-0 -+) ¬ 2*02 لكل 3 > + 25 و4 > + >3 

ك 0 = ×1 -”(2 -ء) لكل 2 > × >1 و4 كع e>‏ 

ه. 0 = ”×3 - e‏ لكل 1 > × 05 و5 > × 35 

وء 0 = * sin» - ٠‏ لكل 1 > >0) 4 > × “3و7 >2 >6 

7. كرر العمل على تمرين (5) مستخدمًا طريقة القاطع 

8. كرر العمل على تمرين (6) مستخدمًا طريقة القاطع 

9. كرر العمل على تمرين (5) مستخدما طريقة الموقع e‏ 

0. كرر العمل على تمرين (6) مستخدمًا طريقة الموقع الخطأ 

1. استخدم الطرائق الثلاث في هذا الفصل لإيجاد ا دقيقة لغاية 70-5 للمسائل الآتية: 


x + 3cosx - e" = 0 for0 < ب. 1 دع‎ 3x e“=0 forl <s x<2 : 
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12. . استخدم الطرائق الثلاث في هذا الفصل لإيجاد حلول دقيقة لغاية 107 للمسائل الآتية: 
أ. 0 د 4x + 4- Inx‏ -2م لكل 1>×>2و2>×>4. 


ب. 0 = دجمو 2 -1 +ع لكل ;ك 05و1؟5عكةقٌ 


13 0 نيوتن للتقريب بدقة *10» لتقريب قيمة × والتي تعطي النقطة الأقرب إلى 
(1,0) على المنحنى ”× = بر. [ملحوظة: صغر إلى [(×)4]» حيث يمثل ()4 المسافة ما بين (× ,×) 
إلى (0 ,1( 
4. استخد م طريقة نيوتن للتقريب بدقة 2104 لتقريب قيمة × والتي تعطي النقطة الأقرب إلى 
)1 2 على المتحثى /ا =ر. 
15 . فيما يأتي توضيح لطريقة نيوتن بالشكل البياني: افترض أن (*)"1 موجود ضمن [ط ,ه]» 
وأن 0 د («)”م/ ضمن [ط ,ه]. وأكثز من ذلك» افترض حتمية وجود [ط ,»] © م واحدة بحيث 
«f(p) =0‏ وليكن [ط ,»] € وم بصورة غير منهجية. لتكن ۲١‏ نقطة على خط المماس ل / عند 
((0م)/ ,وص) قاطعًا محور ×. ليمثل «2 تقاطع خط ا مماس لل لمحور × عند ((-مط)/ ١٠-مط)‏ اشتق 
الصيغة التي توضح هذه الطريقة. 
6. استخدم طريقة نيوتن لحل الصيغة 
Po= ¥ 0 1+ 21 1 - xsinx — 1 cos 2x‏ 
طبّق التكرار مستخدمًا طريقة نيوتن حتى تحقق الدقة “10. وضح لماذا تكون التمهيدية غير 
افقادة بالنسبة إلى طريقة نيوتن. أيضا حل الصيغة باستخدام القيم Sr‏ = وم و 107 = .Po‏ 
7. عديدة حدود من الرتبة الرابعة 
f(x) = 230x* + 18+ 9 2212-9‏ 
لها صفران حقيقيان » أحدهما ضمن [0 ,1 -] والآخر ضمن [1 ,0[. حاول تقريب هذين الصفرين 
لغاية 10-6 تخد : 
أ. طريقة الموقع الخطأ 
ب. طريقة القاطع 
ج. طريقة نيوتن » 
استخدم النقاط الطرفية لكل فترة على نحو تقريبات ابتدائية في (أ) و(ب) والنقاط الوسطية في(ج). 
8. للدالة 6 - ×7١ها‏ = (×)/ صفر عندما 0.447431543 × 6سفاءقة (/1). لیکن 0 = مر 
و 0.48 = بم. استخدم عشر تكرارات لكل من الطرائق الآتية لتقريب هذا الجذر. أي الطرائق 
أنجح؟ ولاذا؟ 
اأ . طريقة التنصيف 
ب. طريقة الموقع الخطا 
ج. طريقة القاطع : 
9 . يمكن كتابة صيغة التكرار لطريقة القاطع بصيغة أبسط هي 
J (Pn-1)Pn-2 - f(Pn-2)Pn-1‏ 
f(Pn-2)‏ - لسمص) ل 
وضح لماذا تبدو صيغة التكرار هذه عمومًا أقل دقة من تلك المعطاة في الخوارزمية 4.2). 
0. للصيغة 0 = ×ءه10 - ”× حلان 1.3793646 ±. استخدم طريقة نيوتن لتقريب الحلول لغاية 
دقة 105 مع هذه القيم ل مم: 
أ 100-دموم ‏ # 50- دوم ج: 25 - = وم 
Po = 25 2‏ هھ 50 -دمم و. 100 مم 


مم 
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1. للصيغة 0 = جم - *ع - ×4 أربعة حلول 1×± و 2×±. استخدم طريقة نيوتن لتقريب الحل 
لغاية 107 مع هذه القيم ل 20: 


أ. 10 - = p0‏ ب. 5 - = مو ج- 2-3 مم 
pPo=—1 3‏ هم 0 p=‏ و Po=1‏ 
ز 7053 <‘ Po=5‏ ط. 10 = po‏ 


2. استخدم هام3٧‏ لتحديد عدد مرات التكرار اللازمة لطريقة نيوتن مع 2/4 = مم لإيجاد جذر 
× - دومه = (×)/ ضمن -10. 

3. الذّالة ×#وهء **ء - (1 + 2)ها = («)۶ له عدد لانهائي من الأصفار 

أ. حدد ضمن 106 الأصفار السالبة فقط. 

ب. حدد ضمن 105 أصغر أربعة أصفار موجبة. 

ج. حدد تقري يبا ابتدائيًا معقولا لإيجاد أصغر صفر موجب من الرتبة 7 ل /. (ملحوظة: ارسم 
شكلًا تقر ييا ل 1.) 

د. اسا الفقرة (ج) لتحديد الصفر الخامس والعشرين الأصغر الموجب ل /. 

4. أوجد تقريبًا دقيقًا ضمن 104 لصيغة المجة 


(2-1 ي) 000 + 1,000,000 = 1,564,000 


التي شرحت فى مقدمة هذا الفصل. الخدم کد اعا ار بي الجن عفد اة 8 
الثانية » مفترضاً أن معدل الهجرة السنوي 435,000 شخص خلال هذه السنة. 

5. عددان مجموعهما 0. إذا أضيف كل عدد إلى جذره التربيعى فإِنْ حاصل ضرب المجموعين 
يكون 5. حدد هذين العددين ضمن 104. ١‏ 

6. القيمة التراكمية لحساب التوفير مبنية على دفعات دورية اعتيادية يمكن تحديدها من 


خلال صيغة الأقساط المستحقة لا t+"‏ عم 


في هذه الصيغة» تمثل 4 الرصيد في هذا ا وتمثل 2 المبلغ المودع اعتياديًا» وتمثل 1 

معدل الفائدة خلال فترة محددة» ولعدد 7# من هذه الفترات. يرغب أحد المهندسين في امتلاك 

حساب توفير بمبلغ 5750,000 عند تقاعده بعد 20 سنة» ويستطيع إيداع 81500 شهريًا لتحقيق 

هذا الهدف. فما أقل معدل فائدة لاستثمار هذا المبلغ مفترضًا حسابها شهريًا؟ 

7. مسائل حول كمية الأموال المطلوب تسديدها ب ضمن فترة زمنية محددة تتضمن الصيغة 
A= Ft +0 "]‏ 

المعروفة بصيغة الأقساط الاعتيادية . في هذه الجةت تىل 4 مبلغ القرض» و 7 مبلغ الدفعات 

المسددة كلهاء تفل © معدل الفائدة خلال فترة محددة ولعدد 7# من هذه الفترات. افترض وجود 

حاجة إلى قرض مقداره 5130,000 ومدته 30 سنه ة لشراء دار» وأن المقترض بوسعه تسديد القرض 

بدفعات شهرية لا تزيد على 51000. فما أعلى معدل فائدة تناسب قدرة المقترض؟ 

28. إن حقن دواء لمريض يؤدي إلى تركيز الدم وفقًا للصيغة 46-03 = (1)» ملجم لكل مللتر» 

بعد زمن ٤‏ ساعة من حقن 4 من الوحدات. والتركيز الأعلى الآمن هو لاود 1. 

أ. ما الكمية الواجب حقنها للوصول إلى هذا التركيز الآمن؟ 

ب. وجب حقن كمية إضافية من هذا الدواء للمريض عقب انخفاض التركيز إلى لماعم 0.25. 

حدد متى يجب إعطاء هذه الزيادة إلى أقرب دقيقة. 
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ج. افترض أن التركيز من حقن متتالية بسمة (تراكمية)» وأن 75% من الكمية التي حُقنت تعطى 
خلال الجرعة الثانية. فمتى تكون الجرعة الثالثة؟ 
9. لتكن *5 .7 - 3***1 = (×) f‏ 
i‏ استخدم أوامر and fsolاve Maple‏ veاso‏ لمحاولة إيجاد جذور / جميعها. 
ب. ارسم (×) لإيجاد تقريبات ابتدائية لجذور /. 
ج. استخدم طريقة نيوتن لإيجاد جذور / ضمن 1076. 
5 أوجد الحلول الصحيحة ل 0 = (×)۶ دون استخدام هامهالا. 
0. أعد التمرين (29) مستخدمًا “307 - 2 = (×)۶. 
1. إن النموذج اللوجستي للنمو السكاني تعبر عنه الصيغة 
PL,‏ 

1 — cek 
بحيث إن ,۶۲» © و 0 <« عبارة عن ثوابت» و()27 تمثل عدد السكان عند الزمن ۲ وإن‎ 
مبب« زا. استخدم بيانات التعداد السكاني للسنوات 1950 1960 و 1970 المبينة في‎ ۶)١( = ۶ 
الجدول أدناه لتحديد الثوابت أعلاه لنموذج النمو اللوجستي. استخدم النموذج اللوجستي للتنبؤ‎ 
.1950 بعدد سكان الولايات المتحدة عام 1980 وعام 0 مفترضًا 0 - في عام‎ 
قارن بين التنبؤ عام 1980 والعدد الحقيقي.‎ 
نموذج كومبرتس للنمو السكاني هو‎ .2 


kt 


P(1) = 


P(t) = Pye“ 

حيث إن ,2؛ » و0 < 4 عبارة عن ثوابت» و(50 تمثل عدد السكان عند الزمن ۲. أعد التمرين 
(27) مستخدمًا نموذج كومبرتس للنمو السكاني بدلا من النموذج اللوجستي. 

3. يتغلب اللاعب 4 (يربح 21 نقطة مقابل 0 ) على اللاعب 8 في لعبة كرة المضرب باحتمال 


1+ 2 
Bade م‎ 
2 1- p+ 2م‎ 


حيث تمثل 7 احتمال ربح 4 لأي مباراة محددة ( دون ارتباط ذلك بمن يستهل الضرب). 

(انظر (267 .م J[,‏ :«وااء/) حدد - ضمن 103 -القيمة الصغرى ل التي تضمن تغلب 4 على 7 
بنصف عدد الباريات بينهما على الأقل. 
34. عند تصميم مركبة السباق يؤخذ في الحسبان نوعان من كيفية فشل المركبة في تجاوز 
العقبات. يحدث الأول عندما تلامس بطن المركبة الأرض في أثناء تجاوزها العقبة» دت 
الثاني عندما تلامس مقدمة المركبة الأرضن في أثناء تجاوزها العقبة. والشكل أدناه مأخوذ من 
7 ويوضح العناصر المصاحبة للنوع الثاني من الفشل. ويلاحظ فيه إمكانية تطابق الزاوية 
الكبرى » التي يمكن للمركبة ميلانها حيث تمثل 6 الزاوية الكبرى التي لا يظهر عندها فشل 
المركبة من النوع الأول مع الصيغة 


E sina = 0‏ حهومء © — sin a‏ 8 + ه ومع ه هزه 4م 





حيث 


A = IsinBı, B= 1 ,مومه‎ C = (h+ 0.5D) sinB, - 0.5D tanf, 
= (hk + 0.5D) -,6وم‎ 0.5D 
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أ. أثبت الادعاء الآتى: 


"عندما 11.5 = رق 89in, h = 49in, D = 55in, and‏ = 1 فان الزاوية 33° = "a‏ 
ب. أوجد » فى حالة كون ۸ ,1 و ۸ مساوية لما هو فى الفقرة (أ) لكن +301 = 2. 








2 تحليل الخطأ لطرائق التكرار Error Analysis for Iterative‏ 
سنتفحص فى هذا الفصل رتبة التقارب لأساليب التكرار الدّالية» ونتناول طريقة نيوتن من 

خلال كونها طريقة لإيجاد التقارب السريع. سنأخذ في الحسبان طرائق تسريع التقارب لطريقة 
نيوتن فى حالات خاصة أيضًا. ونحتاج إلى عملية لقياس مدى التسارع في تقارب المتتالية في 


البداية. 
تعريف 6.2 افترض التتالية م-(5) تتقارب إلى م و م # م٥‏ لقيم ۸ كلها. فعند وجود الثوابت 1 و » 
حيث رع im = Pl‏ 
|Þa - P|*‏ ا 


نقول: إن المتتالية ,:(,م) تتقارب إلى 7 بالرتبة »» مع خطأ مقارب يساوي الثابت 4. 
ويوصف أسلوب التكرار ذو الصيغة (7-«8)8 > »7 بأنه من الرتبة » إذا تقاربت المتتالية 0-,[2] 
للحل (م)ع = م من الرتبة ». .- 
وتتقارب المتتالية ذات الرتبة العليا للتقارب عمومًا بسرعة أكبر من المتتالية ذات الرتبة الدنيا. 
إن ثابت المقاربة يؤثر فى سرعة التقارب» ولكنه ليس فى مستوى أهمية الرتبة. وتتطلب حالتان 
من الرتبة اهتمامًا خاضًا منا وهما: 
« إذا كانت 1 = » و1 > ۸ فإنّ المتتالية متقاربة خطيًا. 
ه إذا كانت 2 = » فن المتتالية متقاربة تربيعيًا. 
ويقارن المثال الآتى بين الحالتين» بحيث نرى لاذا نحاول إيجاد طرائق تؤدي إلى متتاليات 
ذات تقارب من الرتبة أعلى. 

مثال و افترض م-85(2) متقاربة خطيًا إلى (0) مع 


mn اتجمها‎ 5 


05 
محم‎ |p| 
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جدول 7.2 


مبرهنة 7.2 


وأن !»7 متقاربة تربيعيًا إلى الصفر مع ثابت الخطأ المقارب نفسه 








5 = انتما lim‏ 
[Pal‏ هدم 
ولغرض التبسيط؛ افترض أن 
ووه اھا و وني ا۶ا 
امم nl‏ 


أما أسلوب التقارب الخطى» فإنّ هذا يعنى 
pol‏ |")0.5( ع ٠: ١‏ * إوسمم |)0.5( > pn-ı|‏ |0.5 * امم | > |0 - مما 
بحيث يكون لأسلوب التقارب التربيعي 
“ارق |0.5(7) = *[2إو-مق Pn- 1|  )0.5(]0.5|‏ |ك.0 * امم |= |0 [n‏ 
*إو-مق|0.5(7) = Pn-| J"‏ |)0.5([°)0.5( 
|p‏ 0.57( مع 
ويوضح جدول (7.2) السرعة النسبية لتقارب المتتالية إلى الصفر عندما 1 = امتّ| > اهط|ء 


u 


u 


متتالية التقارب الخطى متتالية التقارب التربيعى 


` sequence {Pro ` sequence {Pn} Lo 

(05)71 (0.5)” n 
5.0000 x 10-١ 5.0000 x 1071 3 
1.2500 x 1071 2.5000 x 1071 2 
7.8125 x 1073 1.2500 x 10-١ 3 
3.0518 × 1075 6.2500 x 1072 4 
4.6566 x 10-9 3.1250 x 1072 5 
1.0842 x 10719 1.5625 x 1072 6 
SSSR IO T8125 102 7 


ويقع التقارب التربيعي للمتتالية ضمن *10 من الصفر بالحد السابع. ونحتاج إلى 126 حدًا 
على الأقل لضمان هذه الدقة بالنسبة إلى التقارب الخطي للمتتالية. 3 
وتتقارب المتتاليات المتقاربة تربيعيًًا عمومًا بسرعة أكبر من تلك التى تتقارب فقط خطيًا. 


ليكن [5 ,]© ٤‏ م بحيث [ ,] > (×)ع لكل [4,5] > ×. وافترض بالإضافة إلى ذلك أن '8 
متصلة على (4,5): وأن الثابت الموجب 1 > ۸ موجود بحيث 

* >(*) ها لكل (ط,ه)ء × 
فإذا كانت 0 (م) فإته لأي عدد 20 في [ط ,]» فإنّ المتتالية 
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مبرهنة 8.2 


n>1 J Pn = 8(Pn-1) 
تتقارب خطيًا فقط إلى نقطة ثابتة ووحيدة 8 فى [4.5]. ل‎ 
8 البرهان نحن نعلم من مبرهنة النقطة الثابتة (3.2) من الفصل (22) أن المتتالية تتقارب إلى‎ 
بحيث تكون '8 موجودة ضمن (2)4:5 ويمكننا تطبيق مبرهنة القيمة الوسطى للدّالة 8 لإثبات‎ 
n أنه ولأي‎ 
رمرم‎ P= 8(Pn) - g8(P) = 8'(n(Pn 7 (م‎ 


بحيث تقع بي ما بين ,م و م. وحيث إن 'ع متصلة على (4,5)» يكون لدينا 


(مام = ).8(6 سخ 


سناو (م"م |= ام حيصا iH‏ 
و ا م مده 





PF - im gê) = g(p) 
ووو‎ ® 

وبناءً على ما تقدم» إذا كانت 0 7 (م)۾ فإن تكرار النقطة الثابتة ينتج تقاربًا خطيًا مع خطأ 
مقارب ثابت ا(م)تعا. mmm‏ 
وتشير مبرهنة 7.2 إلى أن تقاربًا من الرتبة العليا لطرائق النقطة الثابتة يمكن ظهوره فقط 
عندما 0 = (م)/4. وتوضح التمهيدية الآتية شروطا إضافية تضمن التقارب التربيعي الذي نريد. 


ليكن 7 حلاً للصيغة (×)ع = *. افترض أن 0 = (م)'ع» وأن "8 حيث 1 > |(8”)2| متصلة 
على فترة مفتوحة 7 تحتوي على . عندها يوجد عدد 0 < 6» بحيث [5 + مرة - ص] € ومر» 
والمتتالية ( ,)8 = ,م عند 1 < ” تتقارب تربيعيًا على الأقل إلى . وعلاوة على ذلك» لقيم 
۸ الكبيرة بقدر كافٍ» تكون 


M 2 
ل‎ lpn+ı - p| > Li P| 


البرهان اختر # ضمن (1 ,0) و 0 < 5 بحيث عندما تكون الفترة [5 + م ,8 - م] فى الفترة 1 
يكون لدينا ۸ > |(»)'ي|و ”ي متصلة. وبما أن 1 > 6/ > ((6ى| » فإنَّ المنطق الذي استخدم 
في مبرهنة 5.2) من الفصل (3.2) يثبت أن حدود المتتالية م:(,2) تكون ضمن [ة + م ,8 - م] 
وتوسيع (×)ع إلى كثيرة حدود تايلور الخطية وإلى [3 +م,ة -م] € × يعطي 


21 دين 8 p)+‏ -ع)(م)اع g(p)+‏ - م)ع 


أو < 


بحيث تقع يّ ما بين × و 2. والفرضيتان م = (م)ج و 0 = (م)'ع تؤديان إلى حصول 


8”) 
20 


8)) = p+ مك‎ 
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وعندما ,م = × خصوصًا فإِنْ 1 
ا Pn+ı = g&(pn) = p+‏ 


Pa PY 
مع وجود بي ما بين ,م و م. وبذلك فإن‎ 
pri دم‎ E o, - 21 
حيث 1 > 4 > |(*)'ه| على [ة + م,ة - م] وأن الدّالة ع تنقل [5 + م,ة - م] إلى نفسهاء‎ 
فإنه بناءً على مبرهنة النقطة الثابتة تتقارب م( ,5) إلى م. لكن بي ما بين م و ,رم لكل #» فإن‎ 
تتقارب أيضا إلى 7»؛ وإن‎ 0170 
ور‎ ZA _ “8ا‎ (| 
ne |p ¬ p|? 2 
وهذه التمهيدية تؤدي إلى أن المتتالية م0,(7) تتقارب تربيعيًا عندما 0 7 (م)”م وتتقارب من‎ 
الرتبة أعلى عندما 0 = (م)”ه. ولأن ”م متصلة ومحددة حصريًا ب 14 فى الفترة[6 + مرة - م]»‎ 
وهذا يعني أنه لقيم  الكبيرة بقدر كافٍ تكون‎ 
M 2 
ا ماي < ام - رجوم| و‎ 
وتعلمنا النظريتان (7.2) و(8.2) أن بحثنا عن تقارب تربيعي بطرائق النقطة الثابتة يجب أن يكون‎ 
فى اتجاه الدّوال ذوات المشتقة صفر عند النقطة الثابتة.‎ 
إن أسهل طريقة لإنشاء مسألة النقطة الثابتة متوافقة مع مسألة إيجاد الجذر 0 = (×)/ هي‎ 
بطرح مضاعف (×)/ من ×. دعنا عندئذ نفترض أن‎ 
۸< 1 لكل‎ P= (ر-مم)م‎ 
للدّالة ع وفقًا للصيغة‎ 
()ع‎ = e %(*)f(*) 
حيث إن م دالة قابل للاشتقاق وقد اختير لاحقا.‎ 
ومن أجل تقارب تربيعي وفق أسلوب تكرار اشتقاقه من ع» فإننا نحتاج إلى 0 = (م)'ع عندما‎ 
(م)/. وحيث إن‎ = 0 
رمع‎ - 1- ¢(%)f(x)= f'(x%)%(x) 
يكون لدينا‎ 
رمق‎ - 1- ¢(pP)f(p)= f'(pP)p(p) = 1- (م)ا'ق‎ ١0- f'(p)p(p) = 1- (م)وزم)ثر‎ 
وأن 0 = (م)"م فقط وفي أثناء (م)'//1 = (م)م فقط.‎ 
وإذا جعلنا (»)'1/۶ = (:00 فإننا نضمن أن (م)"//1 = (م)4: ومن ثم نحصل على عملية‎ 
f(Pn-0 التقارب التربيعية‎ 


Pn = 8(Pn-1) = رسيم‎ OED 


هذه هي طريقة نيوتن. 


2ه تحلي الخطأ لطرائق التكرار Error Analysis for Iterative‏ 
E E‏ تعريف 
طريقة نيوتن» من الواضح أن ثمة صعوبات قد تظهر فيما لو ذهبت (,م)”/ إلى ١‏ شرا مع 
(,م)/. إن طريقة نيوتن ر القاطع خصوصًا ا عمومًا إلى مشاكل إذا كان 0 = (م)// 


تعريف 9.2 


مبرهنة 10.2 


بالنسبة إلى كثيرات الحدود 
فإن 7 عبارة عن صفر المضاعف 77 
إلى / إذا كان (د)و"(م - )١‏ = (0)/ 
حيث إن (0)1 عبارة عن كثيرة 
الحدود مع 0 # (م)4. 


مبرهنة 11.2 


مثال 4 


في أثناء 0 = (م)/. ولتفخص هذه الصعوبات بتفصيل أكثر؛ نقدم التعريف الآتي: 

لنفترض أن 7 حل للدّالة 0 = ()/. نقول: ا ( أو جذرًا ) مضاعفًا 7# من المرات 
للدالة f‏ حيث م 7 ×» ويمكننا كتابة («)و”(م - ×) = (+«ث/ر » حيث إن 0 6 (×)۹ م مہ صا 
وخلاصة القول» تمثّل ()و ذلك الجزء من (:)/ الذي لا يسهم في صفرية /. تعطي التمهيدية 
الآتية سبلا لتحديد أصفار بسيطة لدالة ما ولها مضروب الواحد. 

1 »ع ۶ لها صفر بسيط عند 7 فى (6,5) إذا وفقط إذا كان 


0 = (م)/ لکن 0 # (م)'۶ - 
البرهان 

إذا کان ل / صفر بسيط عند 7 ضمن (5 ,٦)ء‏ فإِنْ 0 = (م)/ و ()9(م - *) = (×) بحيث 
0 ٭ (د)و م رسا حيث إن [5,ه]'© € ۶ 


(x= p)q'(x)]= lim q(x) ¥ 0‏ + واواسلا = lim f'()‏ = (ماكر 
وعلى عكس ذلكء إذا كان 0 = (م)/ لکن 0 ٭ (م)۶ فإِن / تمتد فى كثيرة حدود تالور 
الصفرية حول 2. 0 
عندئذ تكون (()6)”/(م - ٭) = (م = /)x( = f)م( + f )€)x(()×‏ 
حيث (×)6 ما بين × و 7. ولكون [ط ,©]'© © /؛ فإن 


jim f(0) = f 0 ل‎ = f(p) #0 

ونَدَعٌ ؟ f١‏ = 4 تعطينا (*)و(م - ×) = (×) حيث إن 0 # (×)و م ب,طننا. وعلى هذا 
النحو فان ل / صفرًا بسيطًا عند «. mmm‏ 
وقد أخذ التعميم الآتي للمبرهنة (10.2) في الحسبان ف في التمرين (12). 
للدالة [ط ,ه]””© © / صفر مضاعف 78 مرّة عند 7 فى الفترة (6,5) إذا وفقط إذا كان 

(م) "۴ د ...د (م)”/ = (م)ثر = (م)مر =0 لکن 0 + (م) ۶ ل 
تفيد تمهيدية المبرهنة (10.2) بأن الفترة حول 7 موجودة» حيث تتقارب طريقة نيوتن تربيعيًا إلى ۲ 
ولأي تقريب ابتدائي2 < 220 حيث 7 هي صفر بسيط. ويوضح المثال الآتي أن التقارب التربيعي قد 
لا يظهر إذا لم يكن الصفر بسيطًا. 
افترض 1 -× - © = (#ام. وكون 0 =1 -0-9# = (0)ثمر و 0 -1-#© = (0)//ء لکن 
1 = 0 = (0)”/, فإِنَ ل 7 صفرًا للمضروب 2 عند 0 = م. في الحقيقة يمكن التعبير عن (*)/ 
بالصيغة 


چگ ب دصر 
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حيث نجد عن طريق ”قاعدة لوبيتال” أن 
El |, =1 1‏ 


N: CMR Ng 90 


الحدود الناتجة بطريقة نيوتن المطبقة على f‏ مع 1 = رم مبينة في الجدول (8.2). وتتقارب المتتالية 
بوضوح تام إلى (0)» ولكن ليس تربيعيًا. 


ويبين شكل (11.2) رسمًا ل #. .- 
جدول 8.2 Pn n Pn n‏ 

2.7750 x 1073 9 1.0 0 
1.3881 x 1073 10 0.58198 1 
6.9411 x 10-4 11 0.31906 3 
3.4703 x 10-4 12 0.16800 3 
1.7416 x 10-4 15 0.08635 4 
8.8041 x 1075 14 0.04380 5 
4.2610 x 10-5 15 0.02206 6 
1.9142 x 10-6 16 0.01107 7 
0.005545 8 


شكل 11.2 





توجد طريقة واحدة تتناول مسألة الجذور المضاعفة» وهى أن نعرّف 
ار 





1 ولك 


وإذا كان 7 هو الصفر للدّالة 7 مضاعفًا ” مرّة وكانت (د)و"(م - *) = ()/ فإنّ 


PPA)‏ =( د ار 
m(x — p)™"”1q(x) + (x ¬ p)™"q'(x)‏ 
(×)4 


ا و 9 5-7 
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جدول 9.2 


n 


س زج ين حب ي 


Pn 


- 2.3421061 x 10-١ 
- 8.4582788 x 107 
-1.1889524 × 10-5 
-6.8638230 x 106 
- 2.8085217 x 1077 


مثال 3 


مثال 4 


جدول 10.2 


ولها صفر عند 7. على أي حال 0 # (م)4 وعندئذ 
د (م)؟9 


0 > 
ATE APT‏ 
و2 هو صفر بسيط ل ثا. ويمكن إذن تطبيق طريقة نيوتن على نا لتعطينا 
00000 ال يي رن 
(x) {1 f(x) î fOOILF"()D/IF’(x)}2‏ 8 
أو / 
f(2) f(x)‏ -ع = g(x)‏ 


إذا كانت 8 تملك الشروط المطلوبة للاستمرار» فإنّ تكرار الدّالة على 8 ستكون متقاربة بغض 
النظر عن مضروب الصفر ل /. عيب هذه الطريقة الوحيد من الناحية المبرهنة هو الحسابات 
الإضافية ل (<)”/ مع عمل مختبري أكثر لحساب التكرارات. وعلى أي حال يمكن عند التطبيق 
أن تسبب الجذور المتعددة مشاكل جدية في جدولة التكرار؛ لكون مقام الصيغة (11.2) يتضمن 
الفرق بين عددين كل منهما قريب من الصفر. 
يبيّن جدول 92) تقريبات مضاعف الصفر عند 0 = + إلى 1 - بر - *م = (بر)م/ باستخدام 
(-مم)م = مم لكل 1 < ۸» حيث 8 معطى في الصيغة (11.2). وسجّلت النتائج باستخدام 
حاسبة ذات عشر منازل من الدقة. وقد اختير التقريب الابتدائي بموجب 1 = ٥‏ ليكون بالإمكان 
مقارنة المدخلات بتلك التي في جدول (8.2)» والذي لا يبيّنه جدول (9.2) هو عدم ظهور تحسن 
للتقريب الصفري 10-7 × 2.8085217 - خلال الحسابات المتتالية باستخدام هذه الحاسبة' لكون 
البسط والمقام كليهما يقترب إلى الصفر. . 
قمنافى مثال 3) من الفصل 22) بحل 0 = 10 - ”×4 + × = (+«)م بإيجاد الصفر 
1 = م. ولقارنة التقارب لصفر الصيغة المضاعف مرّة واحدة فى واحد بطريقة نيوتن» 
وطريقة نيوتن الختصرة المبينة فى الصيغة (11.2)؛ افترض / 
: 0 -_روّمة + Pa-ı‏ 
Pn = Pn-1 - r 0‏ 
من طريقة نيوتن ومن كون (1-«8)5 = ۸» حيث الدّالة 8 على صورة الصيغة (11.2)» نحصل 


کی 2 2 3 

(Pn-ı F +_وم10()3 ج_وم4‎ SPn-1) 5 
20-02 7ل‎ EEE E E E E ETT تت‎ (i) 

4P, = 10)(6pn-1 + 8)‏ + _وم) = (3Pq-ı + 8Pn-1)‏ 
خذ 1.5 = ممءتكون التكرارات الثلاثة الأولى ل (i)‏ و (أ) مبينة في جدول (10.2). وتوضح 
النتائج التقارب المتسارع لكلا الطريقتين في حالة الصفر البسيط. - 
(i) 0‏ 
Pı‏ 1.3333 1.35689898 
P2‏ 121 1.36519585 


1.36323001 1.36323001 P3 
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مجموعة التمارين 4.2 


EXERCISE SET 

1. استخدم طريقة نيوتن لإيجاد حلول دقيقة ضمن 10-5 للمسائل الآتية: 
= ع + 2e7‏ 7× لكل 1 5+ 05 
ب. 0 = (1/2 + 2/×)× + (۷2 + ×)یمc‏ لکل 1 - > × > 2- 
ج. 0 = * 8 - (*3×)47 + (*-322)2 - × لکل 1 > × > 0 
د. 0 = (2ہ1) - *(8ہ1) - *2(eہ3)1‏ + عاج لكل 0 >× -1٤‏ 
2. استخدم طريقة نيوتن لإيجاد حلول دقيقة ضمن 10-5 للمسائل الآتية: 
أ 0 = cos2x‏ +222 + يروو ير4 -1 لكل 1 > × > 0 
ب.0 =1 +622 - 3ر2 - 4برو9 + 5ر6 + 2× لكل 2 -> × > 3- 
ج. 2350م 2x‏ وزو *-36 - 3x + 36-2 sin x‏ وزو لكل 4 > × >3 
د. 0 = ?×9 - 4ر27 + 27x6‏ كم لكل 5 > × >3 
3. كر التمرين (1) مستخدمًا طريقة نيوتن-رافسون الملختصرة والموضحة في الصيغة (11.2). هل 
اح عد يك ل ع ولو ET‏ أيه سد 

4. كرّر التمرين 2) مستخدمًا طريقة نيوتن-رافسون المختصرة والموضحة في الصيغة (11.2). هل 
يوجد ثمة تحسن في سرعة ما كان عليه التمرين 2) أو دقته؟ 


5. استخدم طريقة نيوتن وريه نيوتن-رافسون المختصرة في الصيغة (11.2) لإيجاد حل دقيق 
ضمن 5 -10 للمسألة الآتية 


e + 1.4416 - 2.079“ - 0.3330 = 0‏ لكل 0 5+ 15 - 
هذا شبيه بالمسألة 1 (د) مع استبدال المعاملات بتقريباتها ذات المنازل الأربع . قارن بين 
النتائج في 1 د و2 (د). 
6. أثبت أن المتتاليات الآتية تتقارب خطيًا إلى 0 . كم كانت 7 كبيرة قبل أن يكون لدينا 
5x 10°‏ كام - مصاع , 1 1 
REI 1‏ كيم ب. 1 <۸ حارو 

7 أ. أثبت أنه لأي عدد صحيح موجب 4» فإنّ المتتالية المعرفة وفق “1/7 = ١‏ تتقارب خطيًا إلى 0 = . 
ب. لأي زوج من الأعداد الصحيحة © و ” » حدّد العدد ۸ بحيث "10 > *1/۸. 
8. أ. أثبت أن المتتالية ”10 = ١‏ تتقارب تربيعيًا إلى الصفر. 
ب. أثبت أن المتتالية ”10 = :8 لا تتقارب تربيعيًا إلى الصفر» بغض النظر عن مقدار الأسّ 1 < . 
9. أ. كوّن متتالية تتقارب إلى الصفر من الرتبة 3. 
ب. افترض أن 1 < 0. كوّن متتالية تتقارب إلى الصفر من الرتبة ©. 
0. افترض أن 7 صفر للدّالة 4 مضاععقًا 7# مرّة» حيث إن "/ متصلة على الفترة المفتوحة والمتضمنة 
ل م .أثبت أن طريقة النقطة الثابتة الآتية لها 0 = (م)8: 

mf (x) 

f(x) 
أثبت أن خوارزمية التنصيف (1.2) تعطى متتالية بحد خطأ يتقارب خطيًا إلى الصفر.‎ .1 
f افترض أن الدّالة ۶ لها ” من المشتقات المتصلة. عدّل برهان المبرهنة (10.2) لإثبات أن الدّالة‎ .2 
لها صفر مضاعف ۸" مرّة عند 2 إذا وفقط إذا كان‎ 

۶ (م)ثر/ = (م)f =0 لکن 0 ٭ (م)‎ - ...- ۶" )p( 





g(x) = -ع‎ 


Accelerating Convergence تسريع التقارب‎ # 2 


3. إن طريقة التكرار لحل 0 = (×)۶ معطاة ضمن طريقة النقطة الثابتة × = (×)ع» حيث 

// 2 

اا ا pm‏ سيم = (رماع درم لكل ...,1,2,3 = ۸ 
له 0 = (م)”م = (م)'م. وهذا يعطي عمومًا تقاربًا مكعبًا (3 = 0). وسّع تحليل المثال 1) لمقارنة 
التقارب التربيعي بالتقارب التكعيبي. 
14 من الممكن إثبات «انظر على سبيل المثال 228-2291 مم ,088]) أنه إذا كانت 0-«لءص) 
متقاربة وفقا لطريقة القاطع ل م الذي هو حل ل 0 = (دارء فإنّ الثابت © يظهر حيث 
ام - ١-ہم‏ اام - مم|ت - إم - :ممما عند قيم كبيرة نسبيًًا ل ۸. افترض أن (70) تتقارب إلى 8 من 
الرتبة ه» وأثبت أن ۷5(/2 +1) = ». 
(إرشاد: هذا يؤدي إلى أن رتبة التقارب لطريقة القاطع هي 1.62 تقر يبًا). 


Accelerating Convergence تسريع التقارب‎ 2 BE 


تشير المبرهنة (7:2) إلى ندرة الوصول إلى حالة مقبولة جدًّا في تقارب تربيعي. والآن سنأخذ 
في الحسبان أسلوبًا يدعى “طريقة أيكنٍ s A method‏ *هاانة التي يمكن استخدامها لتسريع 
تقارب المتتالية ذات التقارب الخطي بغض النظر عن أصلها وطبيعة تطبيقها. 
افترض أن .*(,) متتالية تتقارب خطيًا إلى . وللسعي في تكوين متتالية ,(,م) تتقارب 
بتسارع أكبر إلى 2 مما هى عليه ”[,م]. دعنا اول نفترض أن إشارات 
Pn+2~Pp‏ 29 -اجم2 Pn™ Pr‏ 

تتفق مع کون ۸ كبيرة نسبيًا بأن 

P‏ تق o‏ 18و82 

Pn p Pn+1 - م‎ 


وبذلك 
(م = مم)(م (pn+2—‏ ع Pp)?‏ = ربرم) 
لذا 2 1 2 يي 
م + Pn+2Pn = (Pn + Pn+2)p‏ * “م + صرجوط2 - ربوم 
7 2 
بوم - Pn+2Pn‏ 2 م (ربوم2 = (Pn+2 + Pn‏ 
وبحل م نحصل على 


Pn+2Pn - Pj 
Pn+2— 2Pn+1 + Pn 
وبجمع الحدود م و 1 +,م,,م 2 وطرحها في البسط وتجميع الحدود تجميعًا مناسبًا نحصل على‎ 
_ PnPn+2 = 2PnPnr1 + وم‎ = P1 + 2PnPn+1 = Pf 
Pn+2 - 2Pn+1 + Pn 


pz 


_ Pn(Pn+2 = 2pPn+1 + Pn) = (P2, - 2PnPn+1 + P2) > PHS Da) 


Pn+2— 2Pn+1 + Pn " يبوم‎ - 2pPn+1 + Pn 
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مثال 1 
تعريف 12.2 
جذول:311:2 
Pn Pn n‏ 
1 0.5400 0.96178 
2 0.87758 0.98213 
3 6 0.98979 
4 9681 0.99342 
5 0.98007 0.99541 
6 0.98614 
7 0.98981 
مبرهنة 13.2 


استخدم ألكسندر آيتكن 


)1895-1967( 


Alexander Aitken 
هذا الأسلوب عام 1926 لتسريع معدل‎ 
التقارب لسلسلة في ورقة بحثية حول‎ 
المعادلات الجبرية [أ۸]. هذه العملية‎ 
شبيهة بالتى استخدمت قبل ذلك كثيرا‎ 


من قبل الرياضي الياباني تاكاكازو سيكي 


كوا (1642-1708) 


.Takakazo Seki Kowa 


وتستند طريقة أيكن ۸ إلى الافتراض بأن المتتالية 120(5-0 والمعرفة ب 
Pn)?‏ حتخحنومق) 3 

Pn+2 - 2Pn+1 + Pn 

تتقارب بسرعة أكثر إلى 7 مما عليه المتتالية الأصلية 2»(5-0]. 


În = Pn )2.12( 


المتتالية 1-[21280 حيث تتقارب (205)1/7© = ,2 خطيًا إلى 1 = «. والحدود القليلة الأولى 
للمتتاليتين 12”(-١‏ و 120(-١‏ معطاة فى جدول (11.2). وهی حتمًا تظهر أن 1-””۶) تتقارب 
أسرع من 7۸-1{ إلى 2-1 ل 
ويعود أصل رمز 4 ملازمة هذا الأسلوب إلى التعريف الآتى. 
الفرق التتابعي ۵7۸ ( ويقرأ “دلتا «8”) للمتتالية -120(7-0 يعرف بالصيغة 
Apn = Pn+ı - Pn‏ لكل 0 n>‏ 

والقوى الأعلى للمشغل 4 تعرف بوجه تكراري بالصيغة 

(رمالكدماه = ۸p‏ لکل 2 <۸ 0 
يؤدي التعريف إلى 

A? pn = A(Pn+ı - Pn) = ApPn+ı - ررك‎ = (Pn+2 - Pn+ı) = (Pn+ı = Pn) 

وعندئذ رم + | +ررم2 - دبوم = وم۸ ويمكن كتابة صيغة 20 المعطاة في الصيغة (12.2) بالصيغة 


) ,مه‎ 
A? pn 


وعند نقطة النقاش هذه حول طريقة أيكن ۸» نكون قد توصّلنا إلى أن المتتالية 120(70 تتقارب 
إلى 7 أكثر سرعة من المتتالية الأصلية م -2«۶)» لكننا لم نوصح ما نعنيه بعبارة “أكثر سرعة 
تقارب“. وتوضح المبرهنة (13.2) هذا الأسلوب وتبرّره. وبرهان هذه المبرهنة متروك في التمرين 
(16). 





(13.2) -مم عمق لكل 0<م 


افترض أن 12(720 متتالية تتقارب خطيًا إلى 7؛ وأن 





1ع خلس بون 
م حرم no‏ 
عندئذ فالمتتالية 2(70) تتقارب نحو 7 أسرع من :20(7-0] على النحو 
ع لمق lim‏ 
م = ررم noe‏ 5 


وبتطبيق اختصار طريقة أيكن 4 على متتالية متقاربة خطيًا وناتجة عن تكرار النقطة الثابتة 
يمكننا تسريع التقارب في الإطار التربيعي. هذا الأسلوب معروف بطريقة ستيفنسن» ويختلف 
نوعًا ما عن تطبيق طريقة أيكن ۸ مباشرة نحو التقارب الخطى لتتالية التكرار بالنقطة الثابتة. 
وتبني طريقة أيكن 42 الحدود وفقًا للترتيب ١‏ 


2 ه تسريع النقارب 


كتب جوهان فريدرك ستيقنسن 
(1873-1961) 
Johan Fredrik Steftensen‏ 
کتبا معمقا عام 1927 بعنوان الاستيفاء 


الداخلي 





نا 
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(AHP), ...‏ = رق ,ليم)ع p2 = g(pl Po={ Apo, p=‏ ,(مم)ع Po Pı=‏ 
حيث تشير ( 42 إلى استخدام , الصيغة (13.2, . وتبنيٍ طريقة ستيفنسن الحدود الأربعة الأولى 
وثر و ,دص .رم ,وم نفسها. وعلى أي حال فعند هذه الخطوة يفترض أن تكون 60 أفضل تقر 
إلى 7 من 22: وتطبيق تكرار النقطة الثابتة ل مث 05 من 22. وباستخدام هذه الملحوظة تكون 
المتتالية الناتجة 
الماع 5 gp), pp ={ Aa E, p=‏ 5 = ليم za g20),‏ 0م bî:‏ 

وينتج كل ثالث حد بانصيغة (13.2). حيث تستخدم في الحدود الأخرى تكرار النقطة الثابتة للحد 
الذي يسبقه. والعملية موضحة ضمن الخوارزمية (6.2). 
خوارزمية ستيغنسن Steffensen's Algoritîm‏ 
لإيجاد حل ل (ع)ع = م مع تقريب ابتداني 70: 
المدخلات: تقريب ابتدائي ١‏ الحدود المسموح بها 701 أكبر عدد لمرات التكرار 0/0. 
المخرجات: حل تقريبى ” أو عبارة ”فشل“. 


ما دام 21/0 > فنقذ الخطوات 3 - 6 الآتية 


ضع (وم)عم = رم رحسب ٣"‏ مع 


(Pp )-2( احسب‎ 2= gp) 
(وم + رم2 - يم )/2(وم - رم) -وم = رحسب اص‎ 
إذا كان 701 > أوم - م|‎ 

الخرج P)‏ (استكملت العملية بنجاح). 


ا -حه زفسيث بم ) 


الخرجات : (فشلت الطريقة بعد 0 من التكرارات و ١‏ ,= و۸) 
(لم تستكمل العملية بنجاج). 


توقف. 


يا 
لاحظ أن م۵ قد تكون صفرًاء التي ستظهر لرا ني مقام التكرار التاليةء وهذا إن حدث 
نحدد المتثالية وتختار ١"‏ م بمثابة الإجابة التقريبية 


لحل 0 = 10 - ×4 +× مستخدمًا طريقة ستيفنسن» ضع 10 = ×4 + ×: اقسم على 4 + × 
أعط حلا ل ×. تنت هذه العملية طريقة النقطة الثابتة 
9 سج 


2 10 0 8 
م = (ع«ا)ع المستخدمة في المثال 3 (د) من الفصل (2.2). 
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جدول 12.2 


مبرهنة 14.2 


Solutions of Equations in One Variable 


يعطي أسلوب ستيفنسن مع 1.5 = مم القيم في جدول 122). والتكرار 
3 = م دقيقة لغاية 105. ونجد في هذا المثال أن طريقة ستيفنسن تعطي الدقة 


نفسها لطريقة نيوتن تقرييًا. «انظر مثال 4 من الفصل 4.2). لا 
6 0 3 
0 15 1.483399725 1.367376372 


1.365654 1 
1.36530013 2 


يظهر من المثال (2) أن طريقة ستيفنسن تعطي تقاربًا تربيعيا دون تقييم المشتقة» وقد 
أوضحت المبرهنة (14.2) هذه الحالة. ويمكن إيجاد برهان هذه المبرهنة فى [90-92 .مم ,1162] 


أو [107- -103 .[IK, pp.‏ 
افترض أن (×)ع = × لها حل م حيث 1 لآ (م)'ع. إذا وجد 0 < 6 حيث [6 + ,6 - C]p‏ ع ۾»› 


فإنّ طريقة ستيفنسن تعطي تقاربًا تربيعيًا لأي [6 + مرة - م] © وم. 


1.36522554 13 ه15 





مجموعة التمارين 5.2 


EXERCISE SET 
: ۸” المتتاليات الآنية متقاربة خطيًا. ولّد الحدود الخمسة الأولى للمتتالية(:8) مستخدمًا طريقة أيكن‎ .1 


أ 1< ,3/ل 2م + 1م -2) = p,‏ ,0.5 = وم 
ت 1 عدج (e9,‏ ديو ,0775 P=‏ 
04 1 <م 3P1,‏ دروم ,0.5 Po=‏ 
COS Pn-ı, n>1 3‏ = رم ,0.5 = Po‏ 


2. افترض الدّالة *(۸2!) - “ء(۸8!) - 3010220 + “0 = ()/. استخدم طريقة نيوتن مع 
١ = 0‏ لتقريب صفر الدّالة /. ولد حدودًا لغاية 0.0002 > |,5 - .|2«+١‏ كون متتالية أيكن 42 
وهی (120. هل تحسن التقارب؟ 

3. لیکن (1 -2)ومه = ام و2 5 2 استخدم طريقة ستيفنسن لإيجاد 00 

4. لیکن g)x( = 1+ )sin x)‏ و1 = 3 استخدم طريقة ستيفنسن لإيجاد يم و 0 

5 . طبقت طريقة ستيفنسن على الدالة(:)م باستخدام 1 = م و3 = إم لإيجاد0.75 = "م فما“ م؟ 
6. طْبّقت طريقة ستيفنسن على الدّالة (×)ع باستخدام 1 B=‏ = م لإيجاد 2.7802 = "زم 
فما 8م 

7. استخدم طريقة ستيفنسن لإيجاد - ضمن دقة 10-4 - جذر 0 -1 -+ -3 ضمن [2 ,1]» وقارن 
هذا بنتائج التمرين (6) من الفصل (2.2). 

8. استخدم طريقة ستيفنسن لإيجاد - ضمن دقة 10-4 - 
هذا بنتائج التمرين (8) من الفصل 2.2). 

9 استخدم طريقة ستيفنسن مع 2 = مم لحساب تقريب إلى 3 ضمن دقة 10-4. قارن هذه 
التمهيدية بننائج التمرين (9) من الفصل 2.2) ونتائج التمرين (12) من الفصل (1.2). 

10. استخدم طريقة ستيفنسن مع 3 = مم لحساب تقريب إلى 125 ضمن دقة 10-4. قارن هذه 
التمهيدية بننائج التمرين (10) من الفصل (2.2) ونتائج التمرين (13) من الفصل (1.2). 


جذر 0 = *2 -+ ضمن [1 ,0]» وقارن 
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1. استخدم طريقة ستيفنسن لتقريب حلول الصيغ الآتية ضمن 10-5: 
أ.2/3» + # -2) = × حيث الذالة 8 دالة التمرين 11أ) من الفصل (2.2). 
ب. :5ه + «هذه)0.5 = × حيث الدّالة 8 دالة التمرين 11(و) من الفصل 2.2). 
ج. (3/) = + حيث الدالة 8 دالة التمرين 11(ج) من الفصل (2.2). 
د. *5 = × حيث الذالة ‏ دالة التمرين 11«) من الفصل (2.2). 
2. استخدم طريقة ستيفنسن لتقريب حلول الصيغ الآتية ضمن 10-5: 
أ. 0 = × - هزه +2 حيث الذالة 8 دالة التمرين 012) من الفصل 2.2). 
ب. 0 =5 -+2 - × حيث الدّالة 6 دالّة التمرين 12١ب)‏ من الفصل 22). 
ج. 0 - -32 حيث الدّالة 4 دالة التمرين 12(ج) من الفصل (2.2). 
د. 0 = «ومه - × حيث الدالة 8 دالة التمرين 1(د) من الفصل (2.2). 
3. تتقارب المتتاليات الآتية إلى الصفر. استخدم طريقة أيكن 42 لتوليد «) إلى حين ظهور 
7 ×5 >كاءقا: , 1 
ر Pa a n>‏ ب ۸<1 Panis a:‏ 
4. توصف التتالية «2) بأنها متقاربة بأقصى خطية إلى 7 إذا كان 
م WZA‏ ون 
|p, p| O‏ »دم 1 
أ. أثبت أنه إذا كان م + ,م من الرتبة » و1 <»» فإن (,م) تتقارب بأقصى خطية إلى م. 
ب. أثبت أن "1/7 = ,م تتقارب بأقصى خطية إلى الصفرء لكنها لا تتقارب إلى الصفر من 
الرتبة » ولأي 1 
5. افترض أن ,م) تتقارب بأقصى خطية إلى «. أثبت أن 


1 _ امس حبصا 4 


m~ حمم|‎ p| 
برهن على صحة المبرهنة 13.2) [ملحوظة : لیکن ۸ -(م - ہم )/(م - ربوم) = ,8“ وأثبت‎ 16 
۰] ۸ أن 0 = بق مزا ثم ضع (م - مم )ل(م - رمرق) بدلالة ربرقررق»‎ 
لتكن كثيرة حدود تايلور النونية ل (2,)2 ممتدة حول 0 = ود:‎ .7 
.)13.2( يحقّق فرضيات المبرهنة‎ ۶١ = 2,)( أ. حيث × ثابت» أثبت أن‎ 
ب. ليكن 1 = ×» استخدم طريقة أيكن 52 لتوليد المتتالية و ...,وق,‎ 


ج هل طريقة أيكن تُعجّل التقارب فى هذه الحالة؟ 





2 أصفار كثيرات الحدود وطريقة مولر 
Zeros of Polynomials and Muller's Method‏ 


كارول فريدريك جاوس 57 
(1777-1855) الشكل العام لكثيرة الحدود من الرتبة 7 تكون على الصورة 
Carl Friedrich Gauss‏ 
أحد أعظم الرياضيين في كل الأزمنة 
قد برهن هذه النتيجة ضمن أطروحته 
للدكتوراة . ونشرها عام 1799. 


POS aE aR 


مه + ax‏ +“..+ 
حيث تسمى ۶" معاملات م وهى ثوابت» وإن 0 ¥ ,,». والدّالة الصفرية 0 = ٣)×(‏ لكل × 


هي كثيرة حدود درجتها غير محددة. 
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مبرهنة 15.2 


تمهيدية 16.2 


تمهيدية 17.2 
كان ولیم هورنر 
William Horner (1786-1837)‏ 
طفا< عبقريا. وقد أصبح رنيسا لدرسة قي 
بريستول في سن 18. طريقة هورتر لحل 
معادلات جيرية قد نشرت عاء 1819 
في philosophical Tiransactions‏ 


تمهيدية 18.2 


كان باولو روفيني 

Paolo Ruffini )1765- 1822(‏ 
قد أوضح طريقة مضايهة جعلته يفوز 
بديداليه ذهبية من الجمعية الرياضية 
الإيطائية تتعلوم 





لم يكن روفيني ولا هورنر أول مز اکتشف 
هذه الطريقة . وقد كانت في الصين قبل 
ذالك ينحو 500 سنة على الأقل 


المبرهنة الرئيسة للجبر Fundamental Theorem of Algebra‏ 
إذا كانت (×)۶ كثيرة حدود رتبتها 1 < » ومعاملاتها أعداد حقيقية أو مركبة؛ فيوجد للصيغة 
0 = ()” جذر (قد يكون مركبًا) واحد على الأقل. 0 
مع أن المبرهنة (15.2) رئيسة لأي دراسة حول دوال ابتدائية » فإن البرهان المعتاد يتطلب أساليب 
دراسة مبرهنة الذالة المركب. ونحيل القارئ إلى [155 .م ,535]؛ بهدف تطوير نظم المواضيع 

المطلوب إثباتها. 
ونعرض تمهيدية مهمة للمبرهنة (15.2) كما يلي : 
إذا كانت (2) كثيرة حدود من الرتبة 1 < « مع معاملاتها أعداد حقيقية أو مركبة ؛ عندثذ يوجد 
ثوابت وحيدة ٭×, ...2× ,× قد تكون مركبة › وأعداد صحيحة موجبة وحيدة ۽١‏ , ... ,71,12 
تحقق ۸ = ۳ و 
(x — x)™*‏ .0 "زيب — P(x) = a,(x — x)""(x‏ ل 

تنص تمهيدية (16.2) على أن مجموعة الأصفار لكثيرة الحدود تكون وحيدةء وأنه إذا عُدّ 
كل صفر :* لعدد من المرات قدر مضاعفه ٠:‏ فإنّ كثيرة حدود من الرتبة « لها « من الأصغار 
تمامًا.تستخدم التمهيدية الآتية مبرهنة الجبر الرئيسة غالبا في هذا الباب وفي الأبواب الأخيرة. 
لتكن (:)م و (×)© كثيرتي حدود كل منهما من الرتبة « على الأكثر. إذا كانت ۸× , ...:۸2 را 
حيث ۸ < 4: أعدادًا مختلفة حيث ()0 = (ع)م ل 4 ,...,2 ,1 i=‏ فإنّ (٭)@ = (٭)٣‏ 
لقيم × جميعها. 89 
ولاستخدام طريقة نيوتن في تحديد تقريب لأصفار كثيرة الحدود (:)5؛ فإننا نحتاج إلى تقييم 
)م و (د)'م عند قيم محددة. وحيث إن (+)7 و («76 كلتيهما كثيرتا حدودء فإِنّ كفاءة 
الحسابات تتطلب كون تقييم هذه الدوال قد ورد بأسلوب التداخل الذي تناولناه في الفصل 
(1.2). تتعامل طريقة هورنر ١40,065 ۸٠۲١٥۵‏ مع أسلوب التداخل هذاء وهي تتطلب ۸ من 
الضرب فقط و ۸ من الجمع لتقييم كثيرة حدود غير منهجية من الرتبة ۸ تمهيدية لذلك. 


طريقة هورنر Horner's Method‏ 
لتكن 


P(x) = a,x" + ييه‎ 


+.“ @)X + ao 
إذا کان ,ره = رط وكان‎ 
مدربيط جيه ديم لكل 1,0 ,...,2— ",1 حم دعم‎ 
فإن (م«)م = مط. وبالإضافة إلى ذلك. إذا كان‎ 
Ql) = b,x + جا ةن _رط‎ bax + bı 
فإن‎ 
ل‎ P(x) = -ع)‎ xo) Q(x) + bo 


2 و أصغفار كثيرة الحدود وطريقة مولر 


مثال 1 


إن كلمة “مقلد 8[/01©116” 
لها جذورها فى لغات مختلفة. وفى 


في 5 33 
مغا. تعامل الهندسة القلدة الأشكان في 
مجالها بدلا من كونها أشياء فردية هي 
عة ف الهأندة التحليلية ١‏ 
في القسمة القلدة نكثيرات الحدود فإن 
القوى الحتلفة للمتغيرات لا تعطى 
حصريًا. بل تبقى مدمجة معا 


مثال 2 
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©)( البرهان من تعريف‎ 
(x - xo) Q(x) + bo = (x - )لود‎ b,x” 1 +... + bax + bı) + bo 
= (b,x" + bq x 71 +--+ bax? + bx) 


=1 


- “رودرط)‎ ١ +...+ baxox + (مدرط‎ + bo 


= bax" + “تبر (ويررط — دوط)‎ ++ (b1 — baxo)x + (bo — bxo} 
وبافتراض ږه = رط و ېه = ودربية - 6ظ يكون‎ 

une bo = P(xo) g (x (مد‎ Q(x) + bo = P(x) 
استخدم طريقة هورنر لتقييم 2 - = مد )ه 4 - ×3 +362 -*2 = عام‎ 
حينما نستخدم حاسبة يدوية في طريقة هورنر. ننشئ -أولا- جدولًا يبين اسم التجزئة‎ 
التشبيهية الذي يُعتمد غالبًا. أما هذه المسألةء فيكون الجدول كالآتي:‎ 


الحد الثابت المعامل × المعامل × المعامل × المعامل 4و 
4 - دوه 3 a=‏ 3-- يه > به 2 عدبه 2 -د دود 
14 د دودرم 0 - = bxo = 8 bxo‏ 4 - = وندوظ 
bo = 0‏ 2-7 رق 5 b=‏ 4 -- رن 2 ديق 
بناءٌ عليه 
4x? + 5x - 7) + 0‏ - 3ع2()2 + P(x) = (x‏ 8 


وميزة إضافية لاستخدام أسلوب هورنر (أو التجزثة التشبيهية) هي كون 
P(x) = (x - xo) @(x) + bo‏ 


حيث إن 


Q(x) = b,x"! + ba ene bax FD 
قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى × التى تعطى‎ 
P'(xo) = @(xo) و‎ P(x) = Q(x} + (x — xo) Q(x) (14.2) 
وعند استخدام طريقة (نيوتن-رافسون) لإيجاد صفر التقريب لكثيرة الحدود. فإنه يمكن تقييم‎ 
(د)م و (×)" بالأسلوب نفسه.‎ 
أوجد تقريبًا لأحد أصفار‎ 
P(x) = 2x“ 3x7 + 4-جر3‎ 
مستخدمًا طريقة نيوتن والتجزئة التشبيهية لتقييم (,»)7 و (,::)'7 لكل تكرار »× عندما تكون‎ 
ود تقريبًا ابتدائيًا.‎ = - 2 
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١160م‏ 
ارزمية 


سبق أن وجدنا (2-)2 فى المثال (1) من خلال 


4- 3 وعد 0 2 2 -= xo‏ 
14 0- 8 4- 
(2-)م = 10 7- 5 4- 2 


وباستخدام المبرهنة (18.2) والصيغة (14.2) نحصل على 
0)x( = 2x - 4+ 5-7‏ و (2-)0 = P')-2(‏ 


لذا يمكن إيجاد (2-)/7 من خلال تقييم (2-)0 بالأسلوب نفسه 





7 5 4- 2 كوو 
42- 16 4- 
(2-)'م = (2-)0 = 49- 21 8- 2 
وان 10 P(xo) P(xo)‏ 
X0 X0‏ 
ا ايد ندم -2- = دوي = د ن = | 
49- )0 ° بام ° !ا 
ونعيد العملية لإيجاد 2×: 
4- 3 3- 0 2 6 - 
5.742 7 - 6.451 2- 
P(x)‏ = 1.742 7- 3.451 2- 2 
8 - 12.902 2 -- 
O) = P(x)‏ = 5 -- 16.353 4- 2 
لذا 5 - = )1.796 -(@ = )1.796 P(-1.796) = 1.742, P'(-‏ 
1.742 
و 5 ا n 79g‏ 
165 2 
وبأسلوب مماثل» نجد أن 1.73897 - = ود. وإن صفرًا حقيقيًا لخمس منازل عشرية يكون 
(©1.73896-). - 


لاحظ أن كثيرة الحدود (×)0 تعتمد على التقريب المستخدم والتغير من تكرار إلى أخرى. 
تحسب الخوارزمية (7.2) (2)<0 و (مد)/5 باستخدام طريقة هورنر. 


Horner's Algorithm خوارزمية هورنر‎ 
لحساب قيم كثيرة الحدود‎ 
+--+ ax + ao = (x — xo) Q(x) + bo 


ومشتقتها عند 0×: 


P(x) = a,x" anji 
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` aa 
ڪڪ‎ _ 
o 





مبرهنة 19.2 


المدخلات: الرتبة :7 والمعامل ,ره 41,٠٠,‏ ,۵0> 30, 
المخرجات: P(xo)‏ ددن P'(xo)‏ = 


ضع وه = بز؛ (احسب ,2 د )٣٥‏ 


« = 2؛ راحسب 0۸-1 ل ©2) 


لكل 1 ,...,2- ۸-1,۸ j=‏ ضع زه + برود = ر راحسب زط لط) 


( + 2× = ج (احسب 1-زط ل 0 ) 





إذا كانت N‏ تمثّل التكرار عدد 37 بطريقة نيوتن بمثابة صفر التقريب إلى م فإنّ 
xy) 0)3(‏ دع) = bo = (x - xy)Q(X) + P(x)‏ + (0)2 (بر: - P(x) = (x‏ 
ومن ثم فإِنّ × - × عبارة عن عامل تقريب إلى (:)م. وبجعل التقريب إلى م صفرًا: وأن عامل 
التقريب (+)© = (2105 نجد أن 
()ر6 P(x) x (x — xJ‏ 

ونستطيع إيجاد صفر تقر يب ثان إلى م عبر تطبيق طريقة نيوتن على (*) 0. فإذا كانت ٣)×(‏ 
كثيرة حدود من الرتبة ‏ مع ١‏ من الأصفار الحقيقية: فتن تطبيق هذه العملية على تخو متتالع سيج 
في النهاية (2 - ”) من أصفار التقريب إلى 7 وعامل تقر يب تربيعي ()2-م0©. وعند هذه المرحلة 
يمكن حل 0 = (×)2-,0 بالصيغة التربيعية لإيجاد آخر صفر تقر يب إلى 2. وعلى الرغم من أن هذه 
الطريقة يمكن استخدامها لإيجاد أصفار التقريب + جميعهاء فإنّها تعتمد على تكرار استخدام التقريبات. 
ومن ثم يمكن أن تؤدي إلى نتائج غير دقيقة. 

سی العملية التي شرحت توا الانكماش. ومن صعويات تحقق الدقة عبر استخدام الانكماش أنه 
عند إيجادنا لأصفار التقريب إلى (×)» فإنّ طريقة نيوتن تطبّق على كثيرة الحدود المختزلة (×)»2» 
ومفادها أن كثيرة الحدود تمتلك صفة كون 

(2)ي0 XJ‏ -ع) ° x2)‏ دع)(م جاع P(x)‏ 

وصفر تقريب | +ع إلى »© لا يقرب جذر 0 = (1) عموما بجودة جذر الصيغة المختزلة نفسها 

= ()غ2: ويزداد عدم الدقة مع ازدياد قيمة #. وللحد من هذه الصعوبة ؛ يمكئنا استخدام الصيغ 
المختزلة لإيجاد تقريبات مل , ... ,وك ,۸2 لأصفار ۶ وبعدئذ تتحسّن التقريبات بتطبيق طريقة نيوتن 
لكثيرة الحدود الأصلية (<)2. 
تكمن المشكلة الوحيدة عند تطبيق طرائق القاطع » الموقع الفاشل» أو نيوتن على متعددات الحدود في 
احتمال أن يكون لكثيرة الحدود جذور معقدة حتى عندما تكون المعاملات جميعها أعدادًا حقيقية. 
ويمكننا البدء بتقريب ابتدائي مركب للتغلب على هذه الصعوبة وعمل جميع الحسابات مستخدمين 
العمليات الرياضية المركبة. وتتمدّل أسس الأسلوب البديل بالمبرهنة الآتية. 
إذا كان نط + ۾ = ج صفرًا مركبًا مضاعفا عدد :7 من المرات لكثيرة الحدود (+)م ذات 
المعاملات الحقيقية فإنّ -4 = 7 صفرًا مضاعفًا عدد 7# من المرات لكثيرة الحدود («)2. وأن 
”2م + م + برم 2‏ 2ر) قاسم لكثيرة الحدود (:)2.ه 
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إن طريقة مولر شبيهة بطريقة 
القاطع . لكن طريقة القاطع تستخدم 
خط عبر نقطتين على التحن 

لتقريب الجذر. فإن طريقة مولر 
تستخدم القطع امكافئ عبر ثلات 


نقاط على النحنى لغرض التقريب 


شكل 122 


يمكن تجزئة التجزنة التشبيهية التضمنة كثيرات حدود تربيعية إلى عامل المتعدد تقريبا 
ليكون أحد الحدود متعددًا تربيعيًا وجذوره المركبة تقريبات إلى جذور كثيرة الحدود الأصلية. 
لقد شُرِحَ هذا الأسلوب مع بعض التفصيلات في طبعتنا الثانية [888]. ويد من الذهاب مع 
هذه الخطوط. سنأخذ الآن قي الحسبان طريقة عُرضت لأول مرة من قبل [Mu] D.E. Müller‏ 
ويمكن استخدام هذا الأسلوب لأي مسألة بخصوص إيجاد الجذرء لكنها مفيدة لتقريب جذور 
متعددات الحدود حصريًا. 

إن طريقة القاطع تبدأ بد بتقريبين ابتدائيين 70 و 21 ؛ وتحدد التقريب الآتي P2‏ د تقاطع 
محور ند مع الخط الواصل بين ((20)/ ,وم) و ((1م)/ ,رم). انظر شكل (122) (أ) تستخدم طريقة 
مولر ثلاثة تقريبات ابتدائية وم و رم و 2م» وتحدّد التقريب الآتي دم مع الأخذ في الحسبان 
تقاطع محور × مع القطع المكافئ امار ب ((وماث/ر بوص) و ((رصغثر ,رص) و ((2م) ,دم) انظر شكل 
122) (ب). 





إن برهان طريقة مولر تبدأ بافتراض كثيرة الحدود التربيعية 
p2) +‏ جاخ + “ليم - P(x) = a(x‏ 
التي تمر بالنقاط (0)/ ,20 ) و ((1م)/ ,رص) و ((52)/ ,5). من الممكن إيجاد قيم الثوابت 


bc‏ من الشروط 

c (15.2)‏ + ليم b(po—‏ + “ليم دوم)ه = flpo)‏ 
(16.2( ء + p2)‏ رمام + ةليم - رم)ه = f(pU‏ 
و 

)17.2( م دم +وءة + 02 .م = f(p2)‏ 
لتكون 


c= يمام‎ )18.2( 
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f(p21= (pı = p2Lf(po) =_f(p2)] 09.2‏ - (رص)م] “لوم حوم) 


ا 
(دم = Po‏ )لوم - رم )لوم = (Po‏ 


_ (Pı = لمم) زر الهم‎ = f(p2)1= (po = pDLf(pı) = f(p21 5 


(رم ¬ مم )(وم - رم )لوم - (po‏ 
ولتحديد 273 صفرًا ل ۲؛ نطبق الصيغة التربيعية ية على 0 = (+)5. وعلى أي حال»› وبسبب 
صعوبات تدوير الخطأ الناتجة من طرح الأرقام نفسها تقريبًا» نطبق الصيغة بالأسلوب الموضح 
في المثال (5) من الفصل 1.2) لق يروت 
BE PE a‏ 85-8 
تعطي هذه الصيغة احتمالين ل 73 اعتمادًا على الإشارة التي تسبق الحد المتطرف. في طريقة 
مولرء تُختار الإشارة لتتفق مع إشارة ط» وسيجعل الاختيار وفق هذا الأسلوب المقام أعلى قيمة » 
مما سيؤدي إلى اختيار 73 على أنها أقرب صفر إلى ۲ مما هو مع ۲2. وعندئذ 
2c‏ 
عمد - E b+ sgn(b) Vb‏ 
حيث إن »:425 معطاة في الصيغة (15.2). 
وبمجرد تحديد د«» تعاد العملية من بدايتها باستخدام ۲ و 22 و وم بدلا من 80 و21 و 22 
لغرض تحديد التقريب الآني ۳١‏ وتستمر الطريقة حتى ظهور استنتاج مقبول. وفي كل خطوة 
تتضمن الطريقة قيمة متطرفة ل 4 -ط/» لذا فالطريقة تعطي جذور التقريب المركبة عندما 
0 > 44 -52. وتوضح الخوارزمية (8.2) هذه العملية. 
خوارزمية مولر Müiller's Algorthem‏ 
لإيجاد حل ل 0 = (:)/ مع ثلاثة تقريبات ۲0 و ۲1 و 72 
المدخلات: وم ورم ودم؛ الحدود المسموح بها ۰701 أكبر عدد لمرات التكرار 2/0. 
المخرجات: حل تقريبي 7 أو عبارة “فشل”. 


وم حرم = hı‏ 

زم -يوم = hı‏ 

28 = (f(pı) - f(po))/ hı 

= (f(p2) - f(p1))/ h2 
- جم )/لرة‎ + hı) 


(52 
3 


ما دام 2/0 > 1 فنفذ الخطوات 3 - 7 الآتية 


b = 6 + had 
D = (b"-— 4f(p2)d)"? 


(ملحوظة : قد يتطلب طرائق حسابية مركبة). 
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= 
سا 





1 
| 






| 





إذا كان |2 + ط| > |2 -و| فضع 8 +( = E‏ 
وخلاف ذلك ضع 2 -م = E‏ 
ضع h=-2f(p2)/ E‏ 
7 يم p=‏ 


إذا كان 701 > |۸| فإن 
المخرج (م) (كانت العملية ناجحة). 


= 70 (رتب أمر التكرار الآتية:) 
Pı‏ 
P2‏ 
po‏ درم = hı‏ 
apa pi‏ 
8ı = (f(pı) - f(po))/ hı‏ 
(f(p2) - f(p1))/ h2‏ = & 
ha + hı)‏ (/)5 -ية) = d‏ 
i=i+1‏ 
الخرجات ( فشلت الطريقة بعد 0 من التكرارات و م ,' - 2 ) 
(لم تستكمل العملية بنجاح). 
توقف. 
ليا 


افترض كثيرة الحدود 6 + ×20 + ×5 + 403 -16<4 = («)م باستخدام الخوارزمية (8.2) مع 
1075 = 101 وقيم مختلفة ل 70 و ۲1 و 72 نحصل على النتائج في جدول (18.2). 
كت ل ف ا د ل ي 

0 يم ,0.5 -- رم ,0.5 > مم 


f(p:) Pi i 

- 29.4007 - 89872: - 0.555556 + 0,5983521 3 
1.33223 - 119309: -0.435450 + 01021012 4 
0.375057 - 6701641 - 0.390631 + 0.141857 5 

- 0.146746 - 0.007449 - 0.357699 + 0.169926 6 
- 0.183868 x 1072 + 0.539780 x 10-31 —0.356051 + 0.162856i 7 
0.286102 x 1075 + 0.953674 x 10-651 0.356062 + 0.162758 8 


Po = 0.5, رم‎ > 1.0, p= 5 


f(p:) Pi 0 
--4 1.28785 
0.126941 1.23746 


0.219440 x 1072 1.24160 
0.257492 x 10-4 1.24168 
0.257492 x 10-4 1.24168 


اننا كد مما ۾ ل 








Zeros of Polynomials and Muller's Method أصفار كثيرة الحدود وطريقة مولر‎ m62 


03 

p= 225‏ ,2.0 = رم ,2.5 د مم 
f(pP:) Pi i‏ 
3 1.96059 11255 - 
x 1072 1.97056 4‏ 0.748825 
x 10-4 1.9704 5‏ 0.295639 - 
x 10-4 1.97044 6‏ 0.259639 - 


لقد استخدمنا طريقة مابل هام۷ لتوليد الفقرة (أ) من جدول (13.2). ولعمل ذلك؛ عرفنا الدّالة (×)/ 
والتقريب الابتدائي بحسب 
>f:=X->16*X^۸4-40*X^3+5*X^2+20*X+6‏ 
p2:=0.0‏ :0.5--:1م >p0:=0.5;‏ 
وقد حسبنا كثيرة الحدود عند القيم الابتدائية 
>f0:=f(p0); f1:=f(p1); f2:=f(p2)‏ 


وحسبنا 9 = 10,4 = 6,5 - » و 0.59835164521 + 0.5555555558 - = وم مستخدمين صيغ 
طريقة مولر 

>c:=f2 

>b:=((p0-p2)^2*(f1-f2)-(p1-p2)^}2*(f0-f2))/((pO-p2)*(p1-p2)*(pO-p1)) 

>a:=((p1-p2)*(f0-f2)-(p0-p2)*(f1-f2))/((pO-p2)*(p 1-p2)*(pO-p1)) 

>p3:=p2-(2*c)/(b+(b/abs(b))*sqrt(b^2-4*a*c)) 


وقد تولدت القيمة 5 مستخدمين طرائق الحساب المركبة كحساب 


>f3:=f(p3) 
الذي يعطي‎ 
زر‎ = - 29.40070112 - 781 
القيم الحقيقية لجذور الصيغة هي 1.241677» 1.970446» 0.356062 - و 0.162758 ± التي توضح‎ 
" دقة اترات من رة مولر.‎ 


يوضح المثال (3) أنه بإمكان طريقة مولر تقريب جذور كثيرة الحدود مع قيم ابتدائية متنوعة. وفي 
الواقع تتقارب طريقة مولر عمومًا إلى جذر كثيرة الحدود مع أي اختيار للتقريب الابتدائي» مع أنه 
بالإمكان إنشاء مسائل لا يحدث معها مثل هذا التقارب. افترض على سبيل المثال وعند قيمة معينة 
ل1أنْ0 ¥ .f(pi) = f(pi+1) = f(Pi+2)‏ 5> تختزل الصيغة التربيعية إذن إلى دالة ثابت لاصفري » 
ا قطع محور ×. ولا يمثل هذا الحالة الاعتيادية على أي حال» وان الغرض العام لبرمجيات 
تستخدم طريقة مولر تتطلب تقريب يبا ابتدائيًا واحدًا فقط لكل جذر» حتى إنها توفر هذا التقريب 
بوصفه اختيارًا. 
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مجموعة التمارين 6.2 











EXERCISE SET 
أوجد التقريبات ضمن “10 للأصفار الحقيقية كلها لكثيرات الحدود الآتية مستخدمًا طريقة‎ .1 


نيوتن : 

0 22-5 دقر = وار ب 322-11 + × = رار 
ج 1[ دع x‏ = وار قم 3-ع - 2 + x‏ = وار 
ھ 1.101 + x + 4.0012 + 4.002x‏ = دار و 4 - × + ×3 - تيج +× كر = (×)گ 


2. أوجد تقريبات ضمن 10-5 للأصفار جميعها ولكثيرات الحدود الآتية كلها من خلال إيجاد 
الأصفار الحقيقية باستخدام طريقة نيوتن أولاء ثم اختزال كثيرات الحدود ذات الرتبة الدنيا 
لتحديد أي الأصفار مركبة : 
1 6 - ×85 - ×9 - ×5 + كر = ()/ 
و 0 - ج16 + 1222 - f )x×( = ×“ 2x‏ 
ج 2 + 2x‏ + 3×7 + 3× + “× = زومر 
د 21-5 - f )×( = × + 11x“ - 21× - 10x‏ 
هه 0 - f(x) = 1624 + 88x? + 159x + 76x‏ 
f )x( = x*- 4×? - 3× + 5 57‏ 
ز. 4 + 2x3 - 4x? + 4x‏ كر = f(x)‏ 
ج 6 - 7x? + 14x‏ دترم = زمار 
3. كرر التمرين (1) مستخدمًا طريقة مولر. 
4. كرر التمرين (2) مستخدمًا طريقة مولر. 
5. استخدم طريقة نيوتن ضمن 10-3 لإيجاد الأصفار والنقاط الحرجة للدّوال الآتية» استخدم هذه 
المعلومات لرسم منحنى ل /: 
أ. 12 + 9x‏ تع = (×) f‏ ب. 5 - ×12 + ×5 - ×2 “× = (ر)ال 
10x - 8.3% + 2.295x - 0.21141 = 0 6‏ = (۸)/ له جذر عند 0.29 = ×. استخدم طريقة نيوتن 
مع تقريب ابتدائي 0.28 = مد لمحاولة إيجاد هذا الجذر. وضح ماذا يحدث. 
7. استخدم الطرائق الآتية كلها لإيجاد حل دقيق ضمن [1 ,0.1] لحد “10 ل 

20x - 1= 0‏ - 200:2 + 3م550 - 600:4 
أ. طريقة التنصيف ب.طريقة نيوتن ج.طريقة القاطع 
د. طريقة الموقع الفاشل ه.طريقة مولر 
58 يتقاطع اثنان من السلالم بين جدارين» المسافة بينهما 77 على صورة الشكل المجاور على 
أن يمتد كل منهما من أساس أحد الجدران إلى نقطة في الجدار الآخر. ويتقاطع السلمان على 
ارتفاع ۸1 من الأرضية. أوجد ۷ إذا علمنا أن طول السلالم ۴۲ 20 = ر× و 308 = يد وأن 8 8 = /8. 
9. علبة على شكل أسطوانة دائرية مطلوب تصميمها لتتسع ل سء 1000» ويجب أن يكون 
نصف قطر القمة والقاعدة كلاهما أكثر من نصف قطر العلبة الدائرية للعلبة بمقدار ده 0.25 كي 
تستخدم هذه الزيادة لغرض اللحام مع جانب العلبة. ويجب أن تكون الطبقة المعدنية المستخدمة 
في جانب العلبة أيضًا بطول يزيد «ه 0.25 على طول محيط العلبة لغرض اللحام. أوجد ضمن 


2 # مسح الطرائق والبرمجيات 


Survey of Methods and Software 


10-4 أقل كمية من المعدن نحتا اج إليها لصنع :هده العليةمٍ 

0. واجه فيبوناشي تحديًا رياضيًا في عام 4 ضد جون بالرمو بحضور الإمبراطور وحيدرك 
الثاني؛ فقد جد جذر الصيغة 20 = ×10 + ×2 + ×. وقد أثبت أو أن الصيغة ليس لها 
جذور معقولة ولا جذر إقليدي معقول. بمعنى أنه لا جذر لأيّ من الصيغ ۷5 a+ \b «a+‏ 
7 52 أراي وان عيت چو 8 عددان راان 


r+ 0.25 





وبعد ذلك قرب الجذر الحقيقي الوحيد» ربما عن طريق استخدام أسلوب جبري لعمر الخيام 
متضمنًا تقاطع دائرة مع قطع مكافئ» وكان جوابه معطى بنظام العدد ذي القاعدة الستينية وهو 


1+ 2 . +7 0 1 وو‎ 1 4 1 a40 1 
60 60 60 60 60 60 


ما أعظم دقة تقريبية؟ 





مسح الطرائق والبرمجيات 
Survey of Methods and Software‏ 

في هذا الباب وجدنا حل الصيغة 0 = (+)/ء حيث إن / عبارة عن دالة متصلة. وتبدأ 
الطرائق جميعها بتقريب ابتدائي وتوليد متتالية تتقارب إلى جذر الصيغة» في حال كون 
الطريقة ناجحة. فإذا كانت [4,5] فترة ما حيث (4)/ و (5)/ لهما إشارتان مختلفتان» 2 
طريقة التنصيف وطريقة الموقع الفاشل ستتقارب. وعلى أي حال» فإن تقارب هذه الطرائق 
يكون بطيئًا. ويحصل التقارب الأسرع باستخدام طريقة القاطع أو طريقة نيوتن عمومًا. - 
الابتدائية 5 الجيدة مطلوبة لهذه الطرائق بواقع اثنين لطريقة القاطع وواحد لطريقة نيوتن» حيث 
يمكن استخدام طريقة التنصيف وطريقة الو الفاشل بوصفها طرائق بداية تمهيدًا لطريقة القاطع 
أو طريقة نيوتن. 

وستعطي طريقة مولر تقاربًا سريعًا دون وجوب التقريب الابتدائي الجيد» وهي ليست ذات 
كفاءة تماثل كفاءة طريقة نيوتن» حيث إن رتبة تقاربها مع الجذر هي 1.84 = » مقارنة بطريقة 
نيوتن التربيعية من الرتبة 2 =». 

على أي حال» إنها أفضل من طريقة القاطع » حيث إن مرتبتها 1.62 = »» ولها مزية مضافة 
لكونها قادرة على تقريب الجذور المركبة. 
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يُستخدم الانكماش مع طريقة مولر عمومًا حالما يكون جذر التقريب لكثيرة الحدود قد حدد. 
وبعد ذلك استخدمت طريقة مولر أو نيوتن في كثيرة الحدود الأصلية مع هذا الجذر بافتراض 
أنه تقريب ابتدائي. سيضمن هذا الإجراء كون الجذر الذي كرت عبارة عن حل للصيغة الحقيقية 
وليس لصيغة الانكماش. ونحن نوصي بطريقة مولر لإيجاد أصفار متعددات الحدود كلها سواءً 
أكانت حقيقية أم مركبة. ويمكن استخدام طريقة مولر في دالة متصل غير منهجي أيه 

وتوجد طرائق ق أخرى متوفرة ذات رتبة عالية لتحديد جذور متعددات الحدود. فإذا كان هذا 
الموضوع يثير اهتمامًا خاضّاء فإِنّنا نوصي بإعطاء اهتمام لطريقة لاكوير التي تعطي تقاربًا تكعيبيًا 
وتقرب الجذور المركبة أيضًا (لاحظ [176-179 1] لشرح كامل) طريقة جنكنز-تراوب 
(لاحظ [[]) وطريقة برنت. (لاحظ [ع87]). 

وتوجد طريقة أخرى ذات أهمية هي طريقة كوشيء وهي مشابهة لطريقة مولر» لكنها تتحاشى 
مسألة فشل طريقة مولر حينما تكون (2+,)/ = (+:)/ = (:)/ عند قيمة ما ل1. ولشرح هذه 
الطريقة شرخًا مهمًا مع تفصيلات أكثر لطريقة مولر؛ نوصي ¬ ([5.4 .[YG, Sections 4.10, 4.11, and‏ 

ولدالة محددة ر مع حد سماح ؛ فثمة ة برنامج كفؤ يعطي حلا واحدًا أو أكثر ل0 = عار 

تقريبًاء وكلّ له خطأ مطلق أو نسبي ضمن حد السماح» ويجب توليد النتائج في زمن مناسب. 
وإذا لم ينفذ البرنامج هذه المهمة يتعين عليه إعطاء توضيح ذي معنى مقابل عدم تحقق النجاح 
ومؤشر لكيفية معالجة سبب الفشل. 
إن البرنامج الفرعي ZANLY - IMSL FORTRAN‏ يستخدم طريقة مولر مع انكماش لتقريب عدد 
من جذور 0 = (×)۴. ويستخدم البرنامج 28۸۴۸ المنسوب إلى برنت مزيجًا من استيفاء داخلي 
خطي واستيفاء خارجي معكوس يشبه طريقة مولر وطريقة التنصيف. إنها تتطلب وصف فترة 
[5 ,ه] تتضمن جذرًا. 

والبرنامج (5-100ه1-26 0 ۱۷81) وبرنامج 50878410 28841) يستندان إلى تغير طريقة مولر 
وأصفار التقريب لدالّة حقيقية ثم عندما لا تتوفر سوى تقريبات ابتدائية ضعيفة ٠‏ برام إيجاد 
أصفار متعددات الحدود f-zeros-poly‏ © و 225080 - FORTRAN‏ التي ت تستخدم طريقة 
جنكنز - تراوب لإيجاد أصفار كثيرة حدود حقيقية ©2608 التي تستخدم طريقة لاكوير لإيجاد 
أصفار كثيرة حدود حقيقية› وبرنامج لاەم-2۵۲08-» © و ۴٥۴۴۸۸ - 2۶0٥0‏ الذي يستخدم 
طريقة جنكنز- تراوب لإيجاد أصفار كثيرة حدود مركبة. 

تستخدم البرامج الفرعية 005506 © NAG‏ و 005408 NAG FORTRAN‏ و 6005026 
مزيجًا من طريقة E‏ واستيفاء داخلي خطي واستيفاء خارجي لتقريب صفر حقيقي 
ل0 = (:)/ في الفتبرة [4,5]. البرنامج الفرعي 005۸6۴ مشابه ل 005808 لكنه يتطلب 
قيمة واحدة للبدء بدلا من الفترة ويعيد فترة تتضمن جذرًا. . ويستخدم البرنامجان الفرعيان 
0١/86 FORTRAN 00585‏ و 05۸۴ طريقة اتصال مع تكرار القاطع لتقريب الصفر الحقيقي 
للدائة . وتزود 6م أيضًا برنامجين فرعيين 002۸6۴ و 002۸۴۴ لتقريب أصفار كثيرة الحدود 
الحقيقية أو المركبة جميعها على التوالي. ويستخدم كلا البرنامجين طريقة لاكوير المختزلة 
لإيجاد جذور كثيرة الحدود. 

والبرنامج الفرعي ۴0۸۲۸۸۸126۲٥۰‏ يستخدم مزيجًا من طريقتي التنصيف والقاطع المطورتين 
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من قبل دكر (kk‏ .101 لتقريب صفر حقيقى ل 0 = («)مر فى الفترة [5 ,ه]. إنه يتطلب تحديد 
فترة تتضمن جذرًاء وتعيد فترة بعمق يتناسب مع حد سماح معلوم. والبرنامج الفرعي ۴0۴۸7۴۸۸ 
20.1 يستخدم مزيجًا من طريقة التنصيف واستيفاء داخلي واستيفاء خارجي لإيجاد صفر حقيقي 
= عار في الفترة [ط ,ه]. ويمكن استخدام البرناسجين 26 و 602600 لتقريب كل أصفار 
0 الحدود الحقيقية أو المركبة على التوالي. وتستخدم كلتا الطريقتين طريقة نيوتن لأنظمة 
سنتناولها في الباب العاشر. البرامج كلها معطاة بصيغة الدقة الفردية والمزدوجة. وهذه الطرائق 
متوفرة في الإنترنت من اام" على الموقع ع,5/ء6غهاه/وره.طنااعم EEN‏ 
وضمن 21087188 تستخدم الذالة 80018 لحساب الجذور كلها الحقيقية والمركبة لكثيرة 
الحدود. ويحسب دالة غير منهجي FZERO‏ جذرًا قريبًا لتقريب ابتدائي محدد ضمن حد سماح 
محدد. ولدى مامه« العملية 450176 لإيجاد جذور الصيغ. وعلى سبيل المثال 
:ا ,1 - >fsolve(x^2 - Xx‏ 
تعيد الأرقام 6180339887. - و 1.618033989 ويمكنك تحديد متغير أيضًا وفترة للبحث. على سبيل 
المثال 
>fsolve(x^2 - X - 1,1..2(:‏ 
تعيد العدد 1.618033989 فقط. ويستخدم الأمر ۷۵ا50 أساليب متخصصة متنوعة تعتمد على صيغة 
معينة للصيغة أو لنظام من الصيغ. 
لاحظ أنه على الرغم من تنوع الطرائق» فالبرامج المكتوبة بمهنية تستند أساسًا إلى الطرائق 
والأسس التي نتناولها في هذا الباب. ويجب أن تكون قادرًا على استخدام هذه البرامج بقراءة الأدلة 
المرفقة معها لاستيعاب معلمات 6 الحاصلة وتوصيفاتها. 
تتوافر ثلاثة كتب كلاسيكية ية في حل الصيغ اللاخطية. . وهي من إعداد Traub [Tr]‏ 
Ostrowski [O]‏ و Householder [Ho]‏ وبالإضافة إلى كتاب 81٢۲ ]8۲٤[‏ الذي يعد أساسّا لطرائق 
إيجاد الجذر التي تستخدم حاليًا. 
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الاستكمال الداخلي وتقريب كثيرات الحدود 
Interpolation and Polynomial Approximation‏ 
مقدمة 


يجري تعداد السكان في الولايات المتحدة كل عشر سنوات. ويبين الجدول الآتي عدد السكان 
(بالآلاف) ما بين 1940 و 1990, 


السنة 1940 1950 1960 1970 1980 1990 
عدد السكان 132,165 151,36 179,323 203,302 226,542 249,633 
بالآلاف 


عدد السكان 





1940 1950 1960 1970 1980 1990 060 f 
السئة‎ 
وقد نتساءل عند دراسة هذه البيانات ما إذا كان يمكن استخدامها لإعطاء تقريب مناسب لعدد‎ 
السكان عام 1965 أو حتى سنة 2010 مثلًا. ويمكن إيجاد تنبؤات من هذا النوع مستخدمين دالّة‎ 
تتناسب مع البيانات. وتسمى هذه العملية "استكمالة أو استكمالا داخليًا - «410هامم7 1:16" وهو‎ 
موضوع هذا الباب. وقد أخذت مسألة تعداد السكان هذه في الحسبان ضمن هذا الباب وفي‎ 
.)4.3( التمارين : (28) من الفصل (2)1.3 و (18) من الفصل (2.3) و (28) من الفصل‎ 
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الباب 3« الاستكمال الداخلي وتقريب كثيرات الحدود 


شكل 1.3 


مبرهنة 1.3 


كارل فيرستراس 

karl weierstrass (1815-1897)‏ 
يدعى أحيانا الأب للتحليل الحديث 
بسيب إصراره على الصرامة في عرض 
النتائج الرياضية. لقد كان أداتيا في 
تطوير اختبارات 'تقارب السلسلة 
وفي تحديد طرائق لتعريف أرقام 
لامنطقية بدقة. وكان أول من أوضح 
بأن الدالة يمكن أن ي 
اينما كان. ولكنه لا يمكن أن يكون 


يكرن مستا 


قابلا للاشتقاق. وهي نتيجة أذهلت 


بعض معاصريه 


Interpolation and Polynomial Approximation 


وأحد صنوف الذّوال الشهورة والتي تخدم هدفنا في هذا الباب» والتي كل من مجالها ومجالها 

المقابل هو مجموعة الأعداد الحقيقيةء هو صنف كثيرات الحدود الجبرية التي تأخذ الصورة: 
مه + Py(x) = a,x" + a,-1x 1 +. ax‏ 

حي کا لدم سنوي لين اا ری ...0 معاملات حقيقية. وأحد أسباب أهميتها 

كونها تقرب الدوال التصلة بانتظام. خذ أي دالة معرفة ومتصلة على فترة محددة ومغلقة» 

عندنذ توجد كثيرة حدود تقترب من الدالة المعطاة وعلى النحو المطلوب. وهذه النتيجة يعبر عنها 

تحديدًا في المبرهنة الآتية. «انظر شكل 1.3) 


2 „=f + ع‎ 


y=P(»‏ ر“ 
y f»‏ 





xr 








Weierstrass Approximation Theorem  سارتسريف مبرهنة تقريب‎ 

لتكن ۶ دالّة معرفة ومتصلة على الفترة [ه ,4]. عندئذ؛ لكل 0 < »» توجد كثيرة حدود (5)4 
تحقق ع > |(«)م - (م)/ | لكل × في الفترة ا ,ه]. يمكن إيجاد برهان هذه المبرهنة فى غالبية 
ا مراجع الابتدائية في التحليل الحقيقي. (انظر [165-172 .مم ,كرد8]) هناك سبب مهم آخر 
للتعامل مع فئة كثيرات الحدود في تقريب الدُوال هو كون الاشتقاق والتكامل اللامنتي لكثيرة 
الحدود سهل التحديد. وتكون نفسها كثيرة الحدود أيضا. ولهذه الأسبات؟ تستخدم كثيرات 
الحدود لتقريب الدوال المتصلة غائيًا. 
لقد تناولنا كثيرات حدود تايلور في الباب الأول من هذا الكتاب: حيث وصفت كأنها أحد 
الأركان الجوهرية في إنشاء التحليل العددي» وقد تفترض أن تقدير كثيرة الحدود يزيد في 
استخدام هذه الدوال بناءً على ذلك. 0 
إن كثيرات حدود تايلور تتفق وبأكبر اقتراب ممكن مع دالة ما في نقطة محددة؛ ولكنها تركز 
دقتها قرييًا من النقطة. وكثيرة حدود الاستكمال الداخلي الجيد تحتاج إلى إعطاء تقريب دقيق 
على طول الفترة نسبيّاء وإن كثيرات حدود تايلور لا تقدم ذلك عمومّاء افترض أننا نحسب أول 
ست كثيرات حدود تايلور حول 0 = ود ل 6# = (×) على سبيل المثال. 


مقدمة 


القليل من أعمال فيرستراس 
قنة قرت خلال حياقه» ولكق 
مخاضراته وخصوضًا حول نظرية 
الذوال لها تأثير معنوي على جيل من 


التلاميذ بأجمعه . 





Introduction 


بما أن مشتقات (*)/ هى جميعها © حين حسابها عند 0 = 0× تعطى القيمة ۰1 فإن كثيرات 
حدود تايلور هي: 


2 2 2 
Pş(x) = 1+ x+ RRS oP) = 1+ +ع‎ > Pas 1 + 2 CPO 2 
×2 قير‎ x تن کږ‎ 4 
200001 —+ وا دس جد‎ P(x) =1 —+ =+ 
5)3( FF TFT °5 4) + جد‎ iT 


إن رسوم كثيرات الحدود موضحة في شكل (2.3). ( لاحظ أنه كلما ابتعدنا عن الصفر يغدو 
الخطأ أسوأ تدريجيًا حتى مع كثيرات الحدود برتب عالية). 


)وم = بر 


y= يم‎ 


)رم = بر 


)يم = , 





ومع الحصول على استكمال داخلي أحسن ل *ء = (×) في حالة استخدام كثيرات حدود 
تايلور برتب علياء فإن الحال ليس كذلك لكل الدّوال» لنفترض استخدام كثيرات حدود تايلور 
برتب مختلفة ل ×/1 = (*)/ ممتدة حول 1 - م× لتقريب 4 = (3)/» بوصفه مثالا واضحًا على 
ذلك. وحيث إن 

0 )= 0 ,تررحت وار رک وار 

وعمومًا (-1)*k!x 7 k1‏ = (*) ۶ 
فإن كثيرات حدود تايلور تكون 

“(1 -ع)“2 -)/ 5 = “1 - ل فو 3 = P,(x)‏ 
k=0‏ 


ونحصل على القيم في جدول )1.3( التي 2 تشير إلى فشلٍ ذريع في تقريب + 1 = (3) ۴ بحدود 
(2,)3 لقيم متصاعدة ل ۸. فعندما نقرب ‡ = (3)/ بحدود (2,)3 لقيم متصاعدة ل ۸»فإن 
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الباب #3 الاستكمال الداخلي وتقريب كثيرات الحدود Interpolation and Polynomial Approximation‏ 


التقريب يصبح غير دقيق من الجانب التصاعدي» ويلاحظ ذلك من جدول (1.3) أيضًا. 


معياى 5ش اك 5 نشاف اك ف 2 اقم اف كل شق لف 

+ | 4 | £ [BO 

وبما أن كثيرات حدود تايلور تتميز بكون المعلومات المستخدمة جميعها في التقريب متمركزة 
عند نقطة منفردة 20 فإنه ليس مستبعدًا لكثيرات الحدود هذه أن تعطى تقريبات غير دقيقة 
كلما نانو وهذا ماايجعل تقريب كثيزة حدوذ ايلو فصا على الحاجة إلى التقريت 
فقط عند نقاط قريبة ل 0. وللأغراض الحسابية المعتادة؛ فمن الأجدر استخدام طرائق تتضمن 
معلومات عند نقاط مختلفة » سنعتمدها فيما تبقى من هذا الفصل. إن الاستخدام الرئيس لكثيرات 
حدود تايلور ليس لأغراض التقريب › وإنما لاشتقاق أساليب عددية» ولتقريب الخطأ. 


EES‏ 3 الاستكمال الداخلي وكثيرة حدود لاجرانج 


Interpolation and the Lagrange Polynomial 
لا لم تكن كثيرات حدود تايلور مناسبة للاستكمال الداخلي» فهناك حاجة إلى طرائق‎ 
بديلة. ونحصل في هذا الفصل على كثيرات حدود للتقريب تحدد بسهولة من خلال توصيف‎ 

نقاط معينة على السطح وعبر أماكن وجوب مرورها بها. 

إن مشكلة تحديد كثيرة حدود من الرتبة واحد تمر عبر نقاط مختلفة (0ز ,0*) و (۷1 ,1×) هي 
نفسها عند تقريب الدالة »f‏ حيث م« = (20)/ و ر = (إ×) من خلال الاستكمال الداخلى 
بكثيرة حدود من الرتبة ٠1‏ أو الاتفاق مع قيم f‏ عند النقط المعلومة. : 
بداية نعرّف الذوال 


|2571 | له | 1مك ]هه | وقد 


E تج ل‎ 
xı ¬ xo و‎ Xo - x1 
ومن ثم نعرّف‎ 
P(x) = Lo(x) f (xo) + L(x) f (x1) 
Lı(xı) = 1 و‎ Lo(xo) = 1, Lo(xı) = 0, Lı(xo) = 0 وحيث إن‎ 


P(xo) = 1١ f(xo) + 0١ f(x) = f(xo) = yo يكون لدينا‎ 
P(x) = 0١ f(xo) + 1١ f(x) = f(x) = yı و‎ 


وبذلك فإن ۲ هى الدّالة الخطية الوحيدة التى تمرّ عبرها (مر ,م×) و (ر ,×). (انظر شكل 8.3). 
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شكل 3.3 
لتعميم مفهوم الاستكمال الداخلي الخطي؛ ندرس إنشاء كثيرة حدود رتبتها لا تزيد عن 7» وتمر 
بعدد 1 + ۸ من النقاط 
f (xn))‏ رمه , ... f(1),‏ بعد ( ,((مد) (xo, f‏ 
«انظر شكل 4.3). 
ES‏ 








نحتاج في هذه الحالة إلى إنشاءء لكل « ,...,0,1 = )» دالّة (*)2«۸ مع خاصية كون 
0 = (6داي,مة عندما ۸ # و1 = (غداء,سة. ولتحقيق 0 = (:3)غ,سآ لكل * :؛ يتطلب الأمر 
تضمين بسط Ln,«(*)‏ للمقدار 


(R= 20()36 = $° (E = )(وسينة‎ = Fhe) (F =X) 


ولتحقيق 1 = (<)غ,سط؛ فإن بسط (<)غ1,2 يجب أن يساوي هذا المقدار عند »× = ×. وعندئذ 
Xk+1) ٠٠١ (X = Xp)‏ -2)( يه — (x = 20(٠٠١ (x‏ 


Li) = (xk — x0) ٠٠١ (Xx — Xk-1(Xk — Xk+1) ٠٠١ (Xk = Xn) 








الباب 3« الاستكمال الداخلي وتقريب كثيرات الحدود 


Interpolation and Polynomial Approximation 


يوضح شكل (5.3) تخطيطًا لشكل ٭,«[ النموذجى 





مبرهنة 2.3 


إن حسيقة الاستكمال الداخلى 
المنسوبة إلى جوزيف - لويس لاجرانج 
Joseph - Louis Lagrange 11736 - 1813)‏ 
كالت وكأئها معروفة من قبل إسحق 
نيوتن «موا«ولاءودوا نحو 1875. ولكن 
يبدو أنها قد نشرت أولا من قبل إدوارد 
وارد 5 9 
رارینج (1798- 1736 | w9‏ 4س0 في 
1779 لاجرانج قد كتب هلى نحو واسه 
حول موضوع لاستكمال الداخلي. وكان 
عمله مثار اهتمام الرياضيين الأخيرين. لقد 
نشر هذه النتيجة عام 1795 


مثال 1 


من السهولة توضيح كثيرة حدود الاستكمال الداخلى إذا ما عرفت صيغة »,,[. وتدعى كثيرة 
الحدود هذه “كثيرة حدود لاجرانج النوني الاستكمال الداخلي 
interpolating polynomial‏ عوسدمعة1 "th‏ وتعريغها ضمن المبر هنة الآتية. 
إذا کات چ : ...ورف يوق أعدادًا مختلفة عددها 1 + ٠۸‏ وكانت 1 دانة قيمها معطاة عند هذه 
الأعداد: فإنه يوجد كثيرة حدود وحيدة (2)2 لا تزيد رتبتها عن . وتحقق 

k= 0,1,...,n لكل‎ f(x) = (دام‎ 
وكثيرة الحدود هذه هى‎ 
P(x) = f(x Lg,olx) +١0 + f(xn)Ln,n(x) = رق‎ fx Ln,slx) (1.3 
=0 


حيث إن لكل ۸ ,...,1 ,0 = 4 لدينا 


(x = xox = دن(٠٠١‎ (x = )ليع‎ = Xk, |) *** (x = Xp) 


(xk = xox = x1) °° (Xp = Xp (Xk = Xk |) *** (XR = Xp) 2) 


Ln,k(x) = 
=) - ×:( 


لبد ¬ e‏ و 
ع - 


سنكتب (×)ء,,£ بصيغة (*)+1 للسهولة حينما لا يوجد أي مشكلة بشأن درجته. 


باستخدام الأعداد (أو النقاط) 2 = مد ؛ 2,5 = ,بر ٠‏ 4 = يد فإن إيجاد كثيرة حدود الاستكمال 
الداخلي الثاني ل ×/1 = (×) يتطلب منا تحديد معاملات كثيرات الحدود (دامقء (×)رL‏ 
(×). وهى وفق الصيغة المتداخلة 


| 4-24( _ 
Lox) = G-20 252-4) > (x — 6.5)x + 10‏ 
2002-2 + 4 ے4 ا2ے د ر 
3 525-4 ادر 


(x= 2x = 25)  )ع-4.5(2+‎ 5 


3 7 )24-25 هاما 
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وحيث إن 
f(x) = f(2.5) = 0.4 «f(xo) = f(2) = 5‏ و 5 = (4)£ = )x2(‏ ل 
يكون لدينا 
f(x L(x)‏ ز 8 = P(x)‏ 
k=0‏ 
5+ تووم + 2 و + (10 + 6.5(x‏ - )0.5 = 


(0.05x - 0.425(x + 5‏ = 
والتقريب إلى 4 = (3)/ «انظر شكل6.3) سيكون 0.325 = (5)3 < (3)/. 





شكل 63 


قارن هذا بجدول (1.3) في حال عدم إمكانية استخدام كثيرة حدود تايلور» ممتدة حول1 = 20 لتقريب 

معقول ل ‡ = (3)/. - 

يمكننا استخدام 085 لإنشاء كثيرة حدود استكمال داخلي. على سبيل المثال نستخدم في مام 
>interp(X,Y,x);‏ 


حيث يمثل × النقطة [,× , ...,0:]» ويمثل ۲ النقطة [(,ند)/ ,...,(0<)/]» و هو المتغير 
المستخدم. في هذا المثال يمكننا توليد كثيرة حدود استكمال داخلي 
5 + 0.425 - 0.052 = ()م مع الأمر 
>P:=interp([2,2.5,4],[0.5,0.4,0.25],x);‏ 
ولحساب (2)3 بوصفه تقديرًا ل ‡ = (3)/؛ أدخل 
>subs(x=3,P);‏ 
الذي يعطى 0.325. 
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مبرهنة 3.3 


إن حد الخطأ لكثيرة حدود لاجرانج 
يمكن وصفها بطرائق أخرى. ولكن 
هذه الصيغة هى الأكثر فائدة والتى 
كثيرة حدود تايلور القياسية. 


Interpolation and Polynomial Approximation 


الخطوة الآتية هي حساب الحد المتبقي أو حد الخطأ الداخل في تقر يب دالّة من خلال كثيرة 
حدود استكمال داخلى. لقد حزق ذلك فى المبرهنة الآتية. 

افترض أن «× , ...1 ,0× أعداد مختلفة فى الفترة [ط ,©]» وأن [ط ,ه]!*”0 © . عندئذ لكل × 
ينتمي للفترة [5 ,ه]» يوجد عدد (5)2 (عادة ما يكون غير معلوم) في الفترة (ط ,») يحقق 


(n+1) 
f(x) = P(x) + -ع)(م2 - 7 احفر‎ x1( ٠٠١ )x ¬ )ند‎ (3.3) 
حيث إن (×)۲ كثيرة حدود استكمال فاخي معطاة في الصيغة (1.3). ل‎ 


البرهان لاحظ ول أنه إذا كاق غ2 #2 لأي jli kK = 0,1,..., n‏ عاط = ودار 
وإن اختيار (<) © عشوائيًا ضمن (4,5) سينتج الصيغة (3.3). وإذا كان »× # ×» لكل 
۸ ,...,1 ,0 = 4 فعرّف الدّالة بم ل 1 ضمن [4,5] من خلال 


xo) = x1) ٠٠١ (£= xp)‏ -ع) 
(برد = xo) x = x) )e‏ =( 


8(1) = f(1) - P(t) -[ f(x) — P(x)] 


= در‎ P(N ]د‎ f(x) = 





ولأن [ط ,ه]'*”© € f‏ و [ط ,ه] © € مء فإن [ط ,ه]!*”© € ۾. ومع × = ۲ یکون لدينا 


0 =0 :هام - f0‏ 0-1 = تتح | [ رمام - سال ]- f0 - POO‏ = لماع 
i=0‏ 


وأكثر من ذلك 
f(x)- P(x)-[ f(x)— P(x)]= 0‏ = 


2 بد‎ xi) 





g(x) = f(x) P(x)-[ f(x) - re11 


وأخيرًا [م ,»]!*”0 ع ۾» و ع صفر عند 2 +2 من الأعداد المختلفة »× ×1,٠..,‏ ,30 ,×. 
ومن خلال مبرهنة رول المعممة» يوجد عدد ٤‏ ضمن (6,5©) حيث 0 = (£)8)"*0, 
وبذلك 
ا كا 31 f(x) - P(x)‏ ]- رع للخمام د )+£ = gE)‏ =0 
٤ 3‏ 


8 (ببد - ع) 1 امول 
)3.4( 
إن الاشتقاق من الرتبة (1+م)» ()(1+”)م» هو صفر بامتياز؛ لكون )م دالة من الرتبة « غالبّاء 
وأن Iliol(t = x:/( x — x:)]‏ كثيرة حدود من الرتبة (1+م) أيضاء لذا 
1 ا 575 r (f — xi)‏ 


LEG)‏ ا 





(رتبة منخفضة في 6) +۳ | 


e )t- xب(‎ (n+ 1)!‏ 461 الى ا < 
- 21 تصبح الصيغة (4.3) الان 


( -ع)و:] 1 (سددع)م 
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مثال 2 





(n + 1)! 
— (للجمام‎ o ہے چ‎ 
05 FT SOS CO) TRE 8) 
e يكون لدينا‎ f(x) وبحل‎ 
mmm f(x) = P(x) + 11» - 


n+ 1)! 

تعد صيغة الخطأ المقدمة في مبرهنة (3.3) من a‏ النظرية المهمة» وذلك للاستخدامات 
الواسعة لكثيرات حدود لاجرانج في استنباط طرائق تفاضل وتكامل عددي. وتستخلص حدود 
الخطأ لهذه الأساليب من صيغة لاجرانج للخطأ. 
لاحظ أن صيغة الخطأ لكثيرة حدود لاجرانج متشابهة إلى حدٌ كبير مع مثيلتها لكثيرة حدود 
تايلور. ويجمع الحد النونى 708 لكثيرة حدود تايلور حول 30 المعلومات المتوفرة كلها عند 30 
وله حد خطا من الصيغة 0 ((م)ع) لاخمار 

( 0> 2ه 
(n + 1)!‏ 

وجح عراسي الوا م او ماي سا ٨1.۰۰, 3 DLE‏ 0 وبدلا من 
1+"( - ×)» فإن صيغة الخطأ تستخد تستخدم ضرب 1 + ”من الحدود(ہ× ¬ × xo(, )× - x1(,...,)‏ -) 
IGE)‏ 


(n + 1)! 


يقتصر الاستخدام الخاص لصيغة الخطأ هذه على تلك الذوال التي لمشتقاتها حدود معلومة. 


EE e )2- ليذ‎ 


لنفترض أننا بصدد إنشاء جدول للدالة *© = (8)/ ل × ضمن [1 ,0]. نفترض أن عدد الخانات 
العشرية التى تعطى لكل إدخال هو 8 < 4» وأن الفرق بين قيمتين متجاورتين ل -× (طول 
الخطوة) رع فماذا يجب أن يكون ۸ في الاستكمال الخطي (ونعني كثيرة حدود لاجرانج مز 
الرتبة 1) ليعطى خطأ مطلقا بحد أعلى 10-6؟ 

لتكن ...,1 ,0 الأعداد التي تقيّم / عندهاء و ضمن [1 ,0]» افترض زر يحقق اجر« ك × ك رن 
تؤدي الصيغة (3.3) إلى كون الخطأ في الاستكمال الخطي هو 








> = عار e‏ = | وہ ae‏ = - هاما 
وحيث إن طول الخطوة هو ۸ فإن 1(۸ + ز) = ز× .۸ز = ز× و 
| + موز r‏ دروم - وز 
وبذلك 
(j + 1)%)|‏ -ع)زمز max © max |(x-‏ > عكإضاط f0)‏ 


2 fE[0,1] xjSxSxj+1 


< 1e max )لور -ع)|‎ (i + الال‎ 


XxjSXSXj+1 
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2.3 جدول‎ 
f(x) x 
0.7651977 1.0 
0.6200860 1.3 
0.4554022 1.6 
0.2818186 19 
0.1103623 22 


Interpolation and Polynomial Approximation 


وبافتراض أن (1 + ز) - )از -») = (ه)م ل 1(۸ + [) > × > ٢ز‏ وباستخدام مبرهنة 
القيمة المتطرفة «انظر تمرين 32) سنجد أن 
n2‏ 1 
max |(x- jh)(x- (j+ 1)h)|= max |g(x)|= ٤ (G+ 2)) >=‏ 
4 2 جز 25 دز xjSXSXj+1‏ 
وبناءً على ذلك فإن الخطأ فى الاستكمال الخطى محدد وفقا ل 

ي 12 ي 2 

د P|‏ - ضارا 
ويكون مرضيًا ل # التي تختار لتحقق 
10-6 “لك وهذا يعنى أن 10-3 1.72 > ۸ 


ولوجوب كون ۸ /(0 -1) = ” عددًا صحيًا؛ فهناك اختيار منطقى واحد لطول الخطوة هو 


.h = 0.001‏ ل 
ويوضح المثال الآتي استكمالا داخليًا لحالة ما بحيث لا يمكن فيها استخدام جزء الخطأ من 
الصيغة (3.3). 


يتضمن جدول (2.3) قيم الدّالة عند نقاط مختلفة. وستقارن التقريبات ل (1.5)/ الناتجة من 

كثيرات حدود لاجرانج المختلفة. وحيث إن 1.5 تقع ما بين 1.3 و 1.6 فإن أنسب كثيرة حدود 

خطية تستخدم 1.3 207 و 1.6 = ×. وقيمة كثيرة حدود الاستكمال الداخلي عند 1.5 هي 
(1.3 -1.5( 1.0 -1.5( 


E a AF 
_ (15-10 (1.5- 1.3( 2 
= [6 6200860) + Cg [0.4554022 = 0.1068 


ويمكن قبول استخدام اثنتين من كثيرات الحدود من الرتبة 2 إحداهما باستخدام 1.3 = »x0‏ 


6 خ درو 1.9 حد يود التى تعطى 


(1.9 -1.3()1.5 -1.5) (1:60)1.5-19 -15) ے 
L9) (0.4554022)‏ -1.3()1.6 -1.6( # )0200860 روي )19 -1.0)1.3 13( = (1.5)يط 


(1.5 - 1.3()1.5 - 1.6( 
(19- 1:3()1:9- 1.0 


والأخرى باستخدام 1.6 = 2× ,1.3 = × ,1.0 = م× وتعطي 5 = (1.5)يظ, 

ويوجد خياران مقبولان لكثيرة الحدود في حالة الرتبة الثالثة أيضاء إحداهما باستخدام 
2 = يد,1.9 = يد ,1.6 = × ,1.3 = مد وتعطى 0.5118302 = (2:)1.5. ونحصل على الآخر 
من خلال استخدام 1.9 = × ,1.6 = 2× ,1.3 ل xo = 1.0, xı‏ وتعطي 7 = (1.5)رظ 
وتستخدم كثيرة حدود لاجرانج من الرتبة الرابعة مدخلات الجدول جميعها. ومع 

ك2 ورا 1 GS‏ > 10345 اك زد 

فإن التقريب هو 0.5118200 = (8,)1.5. وحيث إن (2,)1.5 ,(2:)1.5 ,(5:)1.5 تتفق جميعها 
ضيق 2010-5 من الوحدات» فإننا نتوقع هذه الرتبة من دقة هذه التقريبات. ونتوقع أن يكون 
(1.5)ه أكثر التقريبات دقة أيضا؛ لكونه يستخدم أغلب البيانات الموجودة. 


7 -ح- (0.2818186) 
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تعريف 4.3 


مثال 4 


مبرهنة 5.3 


والدّالة التي نحن بصدد تقريبها هي دالة بيسيل من النوع الأول من الرتبة صفرء وقيمتها عند 
5 معلومة وهى 0.5118277. لذا فإن الصورة الدقيقة للتقريبات هى كما يلى 

f(1.5)| = 1.53» 10-3‏ - (1.5)رم| 

|P2(1.5) - f(1.5)| = 5.42 x 10-4 

f(1.5)| = 6.44 x 107*‏ - (1.5)يض| 

|P(1.5) - f(1.5)| = 2.5 x 10-6 

f(1.5)| x 1.50 x 10-5‏ - (1.5)يض| 

|P4(1.5)- f(1.5)| = 7.7 x 10-6 


وعلى الرغم من أن (2:)1.5 هو التقريب الأدق إلا أنه لم تكن لدينا معلومات عن القيمة الحقيقية ل 
(1.5)/» مما يجعلنا نقبل (5,)1.5 على أنه أحسن تقريب؛ لكونه يتضمن أغلب البيانات حول الدّالة. 
إن حد خطأ لاجرانج الشتق ضمن المبرهنة 33) لا يمكن تطبيقه هنا؛ لعدم توفر معلومات عن المشتقة 
لرابعة ل .. ولسوء الحظ؛ هذه هى الحالة عمومًا. ل 
تكمن صعوبة استكمال لاجرانج الداخلي في صعوبة تطبيق حد الخطأء وأخيرًا فإن رتبة كثيرة الحدود 
المطلوبة لدقة محددة لا تكون معروفة عمومًا حتى تحدّد الحسابات. والإجراء المتبع هو أن نحسب 
لنتائج الستخلصة من مختلف كثيرات الحدود حتى ظهور توافق مقبول» وقد أجري في المثال السابق 
أيضًا. وعلى أي حال فإن العمل المنجز فى حساب التقريب من خلال كثيرة الحدود الثانية لا يقلل 
لعمل المطلوب لحساب التقريب الثالث» وإن إيجاد التقريب الرابع ليس أسهل عندما يكون الثالث 
معلومًاء وهكذا. والآن سنشتق كثيرات حدود التقريب بأسلوب يستخدم الحسابات السابقة لمزايا أكبر. 
ليكن ۶ دالة معرّفة على ۸× ,...,2× ,1× ,0×» وافترض أن 714 ,... ,1,2 عبارة عن ۸ من 
الأعداد الصحيحة المختلفة حيث « > :7 > 0 لكل 1. سنرمز لكثيرة حدود لاجرانج التي 
تساوي (3)/ عند ۸ من القيم × , ۰۰۰ ,× ,× بالرمز (×) م Pim‏ 30 





إذا كان 6 = 4× ,4 = 3× ,3 = 2× ,2 = ر×,1 x=‏ وع = (×) ۶ فإن (×)۲,,2,4 كثيرة الحدود التى 
تتوافق مع ()/ عند 6 = 3,4 = 2× ,2 = وى أي أن 


)x - -ع) 078 -ع)(3‎ 2()x - 0 8 (x - -ع)(2‎ 3 6 
)2- 3()2- 6( (3-23 =6) )6- 2()6 - 3( 


توضح النتيجة الآتية طريقة لتوليد تقريبات كثيرة حدود لاجرانج توليدًا متكررًا. 


لتكن الدالة f‏ معرفة عند »× , ...,1* ,0د» وز و × عددين مختلفين فى هذه المجموعة. 


عندئذ 


9 P1,2,4(x) = 


b= Poi, je EOF - ليد عع‎ Po TR) 


90 bi~ (ر×‎ 
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جدول 3.3 


نيفيل eااnevi E. N.‏ 
أعطى هذا التعديل لصيغة لاجرانج 
ضمن ورقة [۸] نشرت عام 1932. 


مثال 5 


تصف كثيرة حدود لاجرانج من النوع ۸ التي تستكمل f‏ داخليًا عند1 K+‏ من النقاط »× , ...,: ,0:. ها 
البرهان من أجل تسهيل الترميزات» ليكن ۾ ,اجن -: ,20 = © وغ لجز دز لوط = 0. 
وحيث إن (20 و (*)2 كثيرتا حدود من الرتبة 1 - 4 أو أقل» فإن رتبة ()7 هي » على 
الأكثر. وإذا كان ۸ > ۲ > 0 و ز ,: # ” فإن »0)x,( = ©)x,( = f)x,(‏ 

(x, - xj) Q(x) = (xr, = x) Q(x) _ (xi = 


P(x,) = وبع‎ = f(x) 
= و3‎ (Xi 
يكون لدينا‎ ©)×:( = FO وأكثر من ذلك» حيث إن‎ 
P= - xJ Q(x) = (xı = x) Q(x) _ (xi = ا )م للد‎ 
J 


Xi زد‎ (x 
وبا لمثل حيث إن (ر×) = (ز)0 يكون لدينا (ر×)۶ = (ر×)۶. ولكن بحسب التعريف: هي‎ 
.۲ = عند »× ,...,1: ,20. وبذلك » ...رو‎ f كثيرة الحدود الوحيدة من الرتبة ۸ على الأكثر مع‎ 


5 9 ه# 
تفيد المبرهنة (5.3) بأن كثيرات حدود الاستكمال الداخلى يمكن توليدها تكراريًا» ويمكن توليدها 
على سبيل المثال وفق الأسلوب الظاهر في جدول (3.3)» حيث يستكمل كل صف قبل البدء 
بالصفوف الآتية: 


Po = 6 xo 

Pı = 6 x1‏ 0 = روط 

Po,ı,2 = Q22 P12 = 0 P= Q20 x2 

Po12,3 = 3 P123 = 2 د يط 0 = وو‎ 06 X3 

Po,1,2,3,4 = Q44 P1,23,4= Q43 P2,3,4 = 2 Ps4 = Q41 P4= 6 X4 


تدعى هذه العملية ”طريقة نيفيل "٠٠٥١‏ 5©!|أ/اهلا". والصيغة ۶ المستخدمة فى الجدول (3.3) 
مشوشة؛ بسبب عدد المرافقات 45م611ومداة لتمثيل المضمون. لاحظ أنه يلما" يبنى الصف» 
نحتاج إلى مرافقين فقط. والتقدم في الجدول نحو الأسفل يقابله استخدام النقاط المتتالية ل × 
بصعود أكبر مع : › والتقدم في الجدول نحو اليمين يقابله زيادة رتبة كثيرة حدود الاستكمال 
الداخلي. وعند ظهور النقاط على نحو متتابع في الاتجاهين كليهماء فإننا نحتاج إلى توصيف 
نقطة بداية وعدد النقاط الإضافية المستخدمة فى عمل التقريب فقط. 
ولتجتّب تعدد المرافقات في الترميز؛ لیکن (×)ز :0 ل1 > ز > 0 تعبيرًا لكثيرة حدود استكمال 
داخلي من الرتبة ل عند (1 + [) من الأعداد :× ,د ...جز ,ردنت أي أن 

0-2 ,ادر زد‎ i-1 
.8.3( وباستخدام هذا الترميز لطريقة نيفيل نحصل على صف ترميزات © في جدول‎ 
استخرجت قيم كثيرات حدود الاستكمال الداخلي عند 1.5 = × في المثال (3) باستخدام بيانات‎ 
أول عمودين من جدول (4.3)» قرّبنا (1.5) / في هذا المثال باستخدام نتائج المبرهنة (5.3). فإذا‎ 
كان 2.2 = +د,1.9 = وز ,1.6 = 2 ,1.3 = 1× ,1.0 = مد‎ 
0و2‎ = f(1.0), و21‎ = f(1.3), 20 = f(1.6, 030 = £(1.9), 246 = ,)2.2( فإن‎ 
,۴)1.5( هذه هي كثيرات الحدود الخمسة من الرتبة صفر (الثوابت) التي تقر ب‎ 
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وبحساب تقريب الرتبة الأولى )0,,1(1.5 نحصل على 
6و2 ~— (x — xo) @1,0 = (x‏ 


0 1)1.5( = 

X1 ¬ Xo 
_ (1.5 - 1.0( © -و‎ (1.5 - 1.3( Q00 
5 1.3- 1.0 
_ 0.5(0.6200860( - 0.20.7651977( _ 523449 

03 
وبالثل (1.6()0.6200860 - 1.5) - (1.3()0.4554022 - 1.5( 
0.5102968 = م : كد ند = (1.5)ر0 


1.3 -1.6 
03,ı)1.5( = 4‏ و 0.5104270 = 04,ı)1.5(‏ 
وأفضل تقريب خطي نتوقعه هو 02,1؛ لكون 1.5 تقع ما بين 1.3 = × و 1.6 = 2×, 
وبالأسلوب نفسه» فإن التقريبات باستخدام كثيرات حدود برتب أعلى هي 
(1.6()0.5233449 - 1.5) - (1.0()0.5102968 - 1.5) 


7 | = ا ف 
EET 0.5345‏ (022,201.5 


7 = (03,2)1.5 و 0.5137361 = (04,2(1.5 


التقريبات برتب أعلى تنتج بالأسلوب نفسه ومبينة في جدول (43). ل 


جدول 4.3 10 0.7651977 
13 0.6200860 0.5233449 


0.5124715 0.5102968 0.4554022 1.6 
0.5118127 0.5112857 0.53264 0.2818186 1.9 


0.5118200 0.5118302 0.5137361 0.5104270 0.1103 22 


فإذا كان آخر تقريب ليس بالدقة المطلوبة» يمكن اختيار نقطة أخرى ء× » وإضافة صف آخر 


للجدول وهو 
ول 55 5 054 25,3 252 05,1 050 ون 
3 7 وبذلك فإن 25,5 :25,4 ,24.4 يمكن مقارنتها لتحديد دقة أكثر. 
0 الدّالة في المثال (5) هي دالة بيسيل من النوع الأول لكل من الرتبة صفر» وقيمتها عند 2.5 هي 
9 23 2 8- وهذا صف جديد من التقريبات ل (1.5)/ وهو 


0.5118277 0.5118430 0.5119070 0.5301984 0.4807699 0.0483838 - 2.5 
والقيمة الأخيرة الجديدة 0.5118277 لحد المرتبة العشرية السابعة صحيحة. 
مثال 6 يتضمن جدول (53) قيمًا دقيقةٌ لحد الخانات المبيئة: 
سنستخدم طريقة نيفيل لتقريب 1١×‏ = (:)/. وباستكمال الجدول نحصل على مدخلات جدول 
(6.3. 
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جدول 6.3 





Interpolation and Polynomial Approximation 


0:2 0:1 0:0 ع‎ = × Xi i 


0.6931 0.1 20 0 
0.7410 0.7885 =0:1 2.2 1 
0.7420 0.7441 0.8329 -0,2 2.3 2 


وعندئذ 0.7420 = 01 = (2.1)ر٨.‏ وحيث إن 0.7419 = 122.1 = (2.1)/ لأربع خانات 
عشرية » فإن الخطأ المطلق هو 

P»(2.1)| = | 0.7419 - 0.7420| = 10-4‏ - )2.1(£| 
على أي حال ×/1 - = (*)”/ ,×/1 = f')×(‏ و×/2 = (×)"؟» فإن صيغة خطأ لاجرانج 
(3.3) تعطي حد الخطأ 


|£(2.1) - P2(2.1)| = (x = xo) - عد(‎ - x2( 





| £ (€6(2.1)) 
3! 

lee > = = 83× 10-5‏ 5 
لاحظ أن الخطأ الحقيقي 4 - 10 يتعدى حد الخطأ 10-5 × 3. 8 وهذا التناقض ناتج من حسابات 
الأعداد المحددة. لقد استخدمنا تقريبات الأعداد الأربعة؛ وإن صيغة خطأ لاجرانج (3.3) تفترض 
حساب الأعداد اللانهائية. وهذا قد دفع أخطاءنا الحقيقية إلى تجاوز تقدير الخطأ النظري. « 

تنشئ الخوارزمية (1.3) المدخلات في طريقة نيفيل على شكل صفوف. 

نيفيل للاستكمال الداخلي المكرّر Neville's Iterated Interpolation‏ 
لحساب كثيرة حدود الاستكمال الداخلى ٨)×(‏ على 1 +0 من الأعداد المختلفة ,د x0/...,‏ 

عند العدد × للدّالة #؛ 1 

المدخلات: أرقام ER‏ 3 قيم )x«(‏ ۴ ,...,(1) ,(0:د)/ بمثابة العمود الأول 

00,0, O01,0,-.., On,o of O 

المخرجات: الجدول © مع ,2 = ()م 





3 نر مشي عدخ 
2 


j= Dever Û 
_ (i (x= xi-j)Qij-1 = (x = Xx) Qi-1,j-1 > چ‎ a 1 


و 2 


28 31 
لا 


يمكن تعديل الخوارزمية لتسمح بإضافة نقاط استكمال داخلي جديدة. فعلى سبيل الثال المتباينة 
<ë‏ 0:11 - 9 | 











3ه الاستك ل الداذ يو كت ةحدود لاجرانج Interpolation and the Lagrange Polynomial‏ 


يمكن استخدامها بوصفها معيار توقف» حيث ع عبارة عن حد السماح المحدد للخطأ. فإذا 
كانت المتباينة صحيحة فإن :2 تكون تقريبًا معقولًا لال أما إذا كانت غير صحيحة فتضاف 
نقطة استكمال داخلى جديدة 1+ 





مجموعة التمارين 1.3 


EXERCISE SET 
لیکن 0.9 = د×,0.6 = 0,۸ = مد لكل الدّوال (*)/ أدناه. أنشئ كثيرات حدود استكمال داخلى‎ .1 
من الرتبة واحد على الأكثر» واثنين على الأكثر لتقريب (0.45)/» أوجد الخطأ المطلق:‎ 
f)x( = ب. ع + 1ل‎ f(x) = cosx أ.‎ 
f(x) = tanx د.‎ f(x) = In(x + 1) ‘€ 
مد لكل الدّوال (*)/ أدناه» أنشئ كثيرات حدود استكمال‎ = 1,×١ = ليكن 1.6 = ود,1.25‎ .2 
داخلي من الرتبة واحد على الأكثر» واثنين على الأكثر» لتقريب (7)1.4: أوجد الخطأ المطلق:‎ 
ب. 1 - ل = وار‎ f(x) = sin xx 1 
عم = رار‎ x ق‎ f(x) = logرo(3x‎ — 1) °C 
.)1( استخدم المبرهنة (3.3) لإيجاد حد الخطأ للتقريبات في التمرين‎ .3 
.)2( استخدم المبرهنة (3.3) لإيجاد حد الخطأ للتقريبات في التمرين‎ .4 
استخدم كثيرات حدود لاجرانج للاستكمال الداخلي المناسبة لكل من الدرجات: واحدة»‎ 5 
اثنتين وثلاثة لتقريب كل مما يأتي:‎ 
/)8.1( = 16.94410 إذا كان 18.82091 = (8.7)/ 18.50515 = (8.6)£ 17.56492 = (8.3)/ر‎ £)8.4( 1 
ب. (‡ -) £ إذا كان 0.33493750 = (0.25 )£ ,0.02475000 - = (0.5 -)ثر ,0.07181250 - = (0.75-)م/‎ 
„£ (0) = 1.10100 
£ (0.1) = 0.62049958, f (0.2) = - 0.28398668, /)0.3( =0.00660095 ج. (0.25)£ إذا كان‎ 

“f (0.4)= 0‏ 
د. (0.9)£ إذا كان 0.22363362 = (0.8)/ ,0.01375227 = (0.7)£ ,0.17694460 - = (0.6)/ 
f (1.0) = 57‏ 

6. استخدم كثيرات حدود لاجرانج للاستكمال الداخلي المناسبة لكل من الدرجات: واحدة»› 
اثنتين وثلالة لتقريب كل مما ياتي : 
أ. (0.43)/ إذا كان 4.48169 = (0.75)/ ,2.71828 = (0.5(£ ,1.64872 = (0.25)/, ,1 = )0( 
ب. (0)/ إذا كان 0.687500 = (0.5)/ ,0.800781 = (0.25) £ ,1.33203 = (0.25-)£ ,1.93750 = (0.5-( £ 


ج (0.18)/ إذا كان 0.81401972 - = (0.3)/ ,0.56079734 - = )0.2( ,0.29004986 - = )0.1( 
1.0526302 - = )0.4( 
د.(0.25)/ إذا كان 1.2943767 = (0.5) £ ,1.0986123 = (0) £ ,0.95802009 = (0.5 -( ,0.86199480 =)1-( f‏ 


7 . استخدم طريقة نيفيل لإيجاد التقريبات في التمرين (5). 

8 إستخدم طريقة نيفيل لإيجاد التقريبات في التمرين (6). 

9. أنتجت البيانات في التمرين (5) باستخدام الدّوال الآتية» استخدم صيغة الخطأ لإيجاد حد 
للخطأء وقارن الحد بالخطأ الحقيقي للحالات 1 =« و2 -»: 

31 «ماع = f(x)‏ ب. 1.101 + 4.002 + 4.0012 + f )×( = x‏ 
ج 1-عرة +222 - يروم عر = f(x)‏ د. )2 - ع)ملو = f(x)‏ 

10 :تجح البيانات في التمرين (6) باستخدام الذوال الآتية» استخدم صيغة الخطأ لإيجاد حد 
للخطأء وقارن الحد بالخطأ الحقيقي للحالتين 1 = ۸ و 2 -»: 
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ا عش د زور ب. 1+ × ضير + ی كر = f)‏ 

f(x) = و د. 2 + م)ما‎ 8:5 a بر‎ ٠ 

11 استخدم طريقة نيفيل لتقريب 3 مع الدوال والقيم الآتية: 

. سار والقيم 2 > 1,4 = وع ,0 = يع ,1 - = رع ,2 - 2 ور‎ = 3* .١ 

ب. عاد = f)×(‏ والقيم 5 > 4×4 = ود ,2 = ود ,1 = ×,0 x=‏ . 

ج. قارن بين دقة التقدير في الفقرتين (أ) و (ب). 

2. لتكن ”× - ×۷ = (×)/ و (2) كثيرة حدود الاستكمال الداخلى على 1 = ,× ,0 = ود, 
أوجد أكبر قيمة ل :× ضمن (1 ,0) التي تدع 0.25 - = (0.5)يه - (0.5)/. 

3. لتكن (7:02 كثيرة حدود الاستكمال الداخلى للبيانات (2 ,2) ,(3 ,1) ,(« ,0.5) ,(0 ,0). أوجد ۷ 
إذا كان معامل × فى (×):۲ هو 6. 

4. استخدم كثيرة حدود لاجرانج للاستكمال الداخلي من الرتبة ثلاثة أو أقل» واعتمد قطع الحساب عند 
لعدد الرباعي لتقريب 750. 050 مستخدمًا القيم الآتية » وأوجد حد خطأ للتقريب : 

6 - 0.803 5م 0.7193 = 0050.768 0.7432 = 050,733 0.7661 = 0.698 ذم 
لقيمة الحقيقية ل750. 050 هي 07317 (إلى أقرب أربع خانات عشرية). وضّح التناقض ما بين الخطأ 
لحقيقى وحد الخطأ. 

5. استخدم القيم الآتية والتقريب لأربع خانات لإنشاء تقريب كثيرة حدود لاجرانج الثالثة 
ل (1.09)/. الدّالة قيد التقريب هي (108,00120 = (3)/. استخدم هذه المعلومة لإيجاد حد الخطأ 
في التقريب : 

2 = (1.15)/ر 0.2933 = )1.10( 0.2414 = )1.05( 0.1924 = (1.00)/ر 
6. كرّر التمرين (15) مستخدمًا ٠ا۷‏ مع مجموعة الأعداد ل 10. 
7. تستخدم طريقة نيفيل لتقريب (0:5)/ معتمدة على الجدول الآتي» وحدّد (0:7)/ = :٨‏ 





xo = 0‏ 0 2م 
xı = 0.4‏ 2.8 حلم 3.5 = Po,‏ 
x2 = 7‏ يم 22 7 = Pana‏ 
8. تستخدم طريقة نيفيل لتقريب 0.4)/ معتمدة على الجدول الآتي» وحدّد (0:5)/ = ۲: 

Po=1 Xo = 0 

Poı = 2.6 P= 2 Xx = 0.25 

5 د يد يم Po,1,2 Pı,2‏ 
5 5-2 00 8ه 24 دويم 6 - دوه 3.016 = نوزوم 
9. أنشئ كثيرات حدود لاجرانج للاستكمال الداخلي للتوال الآتية» وأوجد حدًا للخطأ المطلق في الفترة 
:[xo, x,]‏ 


fl) = ته‎ costs, x= x= 03, = 06-2 ا‎ 

f) = sl), دو‎ 201 = 24, = 26, =2 Vp 
FSR, . عتوند عل تود‎ Lip Laê RS 9 ° 

f(x) = cosx + sinx, xo = 0, xı = 0.25, x = 0.5, x; = 1.0, = 3 ف.‎ 
0 > × > 2 لیکن "© = (×)۶ لكل‎ .0 

أ. قرب (0.25)/ مستخدمًا استكمالا داخليًا خطيًا مع 0 = × و0.5 = ×. 
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ب. قرب (075)/ مستخدمًا استكمالً داخليًا خطيًا مع 0.5 = مد و 1 = 1٭. 

a‏ قرّب (0.25) 1 و(1)0.75 متخدمًا ثاني كثيرة حدود استكمال داخلي مع 2 = ,1 > xX‏ ,0 = وى 
د. أي التقريبات أحسن؟ ولاذا؟ 

1. افترض أنك بحاجة إلى إنشاء جداول من أربع خانات عشرية لدالة اللوغارتميّة ذات الأساس 10 
فخ 1 = 1031 = بحيث يكون الاستكمال الداخلي الخطي فيها دقيقا لحد؛ 107« ضع حدًا لحجم 
الخطوة في هذا الجدول. ما خيارا ات حجم الخطوة لضمان وجود10 = × في الجدول؟ 

2.افترض3 ,1,2 ,0 = زز = ر×. ومنالمعلومأن 1 + × = (×) ٨ 2)( = 3× - 1 ٨0‏ و 4 = (23)1.5 ۶ 
فاوجد .Po,1,2,3(1.5)‏ 

3. افترض 3 ,0,1,2 = ز » نر = ز× ومن المعلوم أن 3 = P(x) = 2x + 1,P2(x) = x + 1,P1,23(2.5)‏ 
فأوجد (20.1,23)2:5. 

4. تطيّق خوارزمية نيفيل لتقريب (0)/ مستخدمة 1(./)2)/ ,(1-)۶ ,(2-)/. افترض أن (1-)/ 
زيدت بمقدار 2» وأن(1)/ أنقصت بمقدار3. حدّد الخطأ فى الحسابات الأصلية لكثيرة حدود استكمال 


داخلى لتقريب (0)/. 

5. أنشئ متتالية لقيم استكمال داخلي «« ل (10/: +1)ر» حيث 5 > × > 2(21-5م + 1) = (جار 
ووفق الآتي: 

لكل 10 ,...,1,2 = 2# لیکن 10/۸ = ۸ و (۷10 +2,)1 = ,رء حيث إن (+),5 كثيرة حدود 
الاستكمال الداخلى ل (3)/ عند النقاط "× ٠٠٠١‏ "0,21 وأن ۸ ,...,0,1,2 = فى از +5 - = × 


هل تبدو المتتالية (”() متقاربة إلى 10 +1)/؟ 


معكوس استكمال داخلى ۸٥۵ا‏ م ۱٣۲۵۲‏ 0615| افترض [ط ,ه] هه 0 ٭ (×)' ,[ط ,ه]'© ع /ء وأن ل 


أ صفرًا واحدًا ۶ ضمن[ط ,4]. لتكن «* .....0: عبارة عن أعداد مختلفة ضمن[ظ ,4] مع ا = ۵ لكل 
« ,...,1 ,0 -غ4. لتقريب 5؛ تُنشأ كثيرة حدود استكمال داخلى من الرتبة « على النقاط ١‏ ...20:0 
ل'-/. وحيث إن (:)/ = ير و(م)/ = 0 يكون لدینا »× = (رر)!-/ و(1)0-/ = م. يسمى الاستكمال 
الداخلي المكرّر لتقريب (0)' /. (معكوس الاستكمال الداخلى المكرّر). 
6. استخدم معكوس استكمال داخلي معاد لإيجاد التقريب لحل 0 = *2 - × مع البيانات الآتية : 
8| 0 0.4 0.5 0.6 

1 + | 0.740818 | 0.670320 2231( 0.548812 
7. أنشئ خوارزمية يمكن استخدامها فى معكوس استكمال داخلى. 
8.. تضمنت مقدمة هذا الباب جدول التعداد السكانى للولايات المتحدة للفترة من 1940 إلى 1990. 
استخدم كثيرة حدود لاجرانج للاستكمال الداخلي لتقريب حجم السكان في الأعوام 1930 1965 
و2010. 
ب. كان عدد السكان عام 1930 123,203,000 تقريبًا. ما دقة نتيجتك في العامين 1965 و 2010 
بحسب ما تری؟ 
9. يعتقد أن الكميات العالية من حمض التنتلك في أوراق أشجار البلوط البالغة تعيق نمو يرقات 
عثة الشتاء (Operophtera bromata L., Geometridae)‏ التي تؤذي هذه الأشجار كثيرًا في سنوات 
معينة. ويبين الجدول الآتي معدل وزن عينتين من هذه اليرقات خلال الأيام 8 الأولى بعد ولادتها. 
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أخذت العينة الأولى من يرقات تربّت على أوراق بلوططريّة (حديثة)» ب. حيث تربّت العينة الثانية 
على أوراق ق بالغة (عتيقة) من نفس الشجرة. 

أ. استخدم استكمال لاجرانج الداخلي لتقريب منحنى معدل الوزن لكل عينة. 

ب . أوجد أعلى معدل وزن مقرب لكل عينة من خلال تحديد كثيرة حدود الاستكمال الداخلي الأعلى. 





اليوم | 0 | 6 10 | 13 | 17 | 20 | 28 
معدل وزن العينة (1) با ملجم | 6.67 | 17.33 | 42.67 3 | 30.10 | 29.31 | 28.74 
معدل وزن العينة (2) بالملجم | 6.67 | 16.11 | 18.89 | 15.00 | 10.56 | 9.44 | 8.89 





0. في التمرين (24) من الفصل (1.1) تطوؤرت سلسلة ماكلورين لتقريب ٠۴)*(‏ التي هي عبارة 
عن دالة خطأ التوزيع الطبيعي 0 على النحو الآتي : 
20 
erf(x) = = | ea‏ 
أ. استخدم سلسلة ماكلورين لإنشاء جدول ل *٠)١(‏ يكون دقيقًا لغاية “10 بالنسبة إلى »)٣۲ء‏ 
حيث إن 5 ,...,1 ,0 = ,0.21 = xı‏ 
ب. استخدم كلا من الاستكمال الداخلي الخطي والتربيعي لإيجاد تقريب ل (1)4©. أي منهما 
يبدو أكثر جدوى؟ الكو ١‏ ْ 
1. برهن صحة المبرهنة (14.1) باتباع أسلوب برهنة المبرهنة (3.3). 
إرشاد: ليكن xo)!‏ 1( 
(x = xo)"*'‏ 
حيث تمتّل ۲)١(‏ كثيرة حدود تايلور النونية (00)؛ استخدم المبرهنة (12.1). 
2. برهن أن ۸/4 = |(×)8| ,رہ۔٤‏ ر تقد حيث إن (1(۸ + ز) - ×)(۸ز -ع) = لاع 
3. إن كثيرة حدود برنستاين من الدرجة ۸ ل[1 ,010 © / هى 
(r (5) x(1- x)" *‏ 3 = ارق 
حيث إن () تمثل !(4!)0-4/!”. يمكن استخدام كثيرات الحدود هذه لتقديم برهان مبرهنة 
فيرستراس للتقريب «1.3) (انظر [1ئة8] ) لكون (تار = تارق n0‏ سنا لكل [1 ,0] € <, 
اد أوجد B(x)‏ للذوال 
1ع f(x) = 1 2 EE‏ 


a yy 
k-1 n 3 
ج. استخدم الفقرة (ب) وحقيقة كون (من 2 الفقرة أ)‎ 


ا Pa (u‏ =1 لكل م 


لإثبات أنه ل ”× = (*)/ يكون 0 


-_1 1 
B= ( تم[‎ + =× 
n n 


د. استخدم الفقرة (ج) لتقدير قيمة * الضرورية لصحة 10 > |** - (:),8| لكل قيم » ضمن [0.1]. 


g(t) = f(t) - P(t) -] f(x) - ط٠‎ 
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3 الفروقات المنقسمة Divided Differences‏ 
استخدم الاستكمال الداخلي المكرر في الفصل السابق لتوليد تقريبات كثيرة حدود بنجاح 
ومن الرتبة عالية عند نقطة محددة. وتستخدم طرائق الفرق المنقسم الطروحة ضمن هذا الفصل 
وبنجاح لكثيرات توليد الحدود نفسها. وستكون معالجتنا لطرائق الفرق المنقسم مختصرة؛ لأن 
النتائج في هذا الفصل لن يكون لها استخدام واسع ضمن المادة اللاحقة. ومعظم المصادر القديمة 
في التحليل العددي فيها معالجات واسعة لطرائق الفرق المنقسم. وإذا ما تطلب الأمر توسمًا في 
المعالجةء فإن كتاب هلدبراند [11114] يعد مصدرًا جيدًا حصريًا. 
افترض أن (*)0/ كثيرة حدود لاجرانج النونية والمتوافقة مع الذالة ‏ عند الأعداد المميزة 
مل ...1 ,0. إن تمثيلات جبرية بديلة تكون مغيدة في حالات معينة. على الرغم من 
وحدانية كثيرة الحدود هذه» تستخدم فروقات / المنقسمة بالنسبة إلى »× ....,71,ن* للتعبير 
عن (:)70/ بالصيغة 
x) +‏ — عد )زود - Pn(x) = ao + a(x - xo) + a2(x‏ 
a(x - xox — x1) ٠٠٠١ (x = xq- 1) (5.3(‏ + 
لتوابت مناسبة مك 4٠,٠٠٠١‏ بن4. 
ولتحديد أول هذه الثوابت +٠‏ لاحظ أنه إذا كتب (2:)2 بصيغة (5.3) فإن حساب (*)70 عند 
> يترك فقط الحد الثابت 240 أي أن 
ao = P,(xo) = f(xo)‏ 
وكما في مجالات عديدة كان إسحق وبا مثلء عند حساب (7)8 عند 1×. فالحدود اللاصفرية الوحيدة فى حساب ۲:)١1(‏ هى حدود 
E‏ سرس اع 
5 مستهدنا رفزة قى جداوك f(x}‏ = لاض = f (xo) + a{xı = xo}‏ 
الفروق. لقد اعتمد حلولا عامة ميغ وبذلك 


الفرق بحيث إن أمثلته الواضحة التي )6.3( f(x) - f(xo}‏ ا 
أعطاها وبضمنها صيغ لاجرائج. كانت Xı ¬ Xo‏ 
أنكيانا تغرف اسا لخر ونقدم الآن تعبير الغرق المنقسم الذي يشبه تعبير أيتكن ”4 المستخدم في الفصل (52). ويرمز إلى 


الفرق المنقسم الصغري ©017©:906 01/1060 2٠۲0۲۸‏ للدّالة ۴ بالنسبة إلى :× بالرمز [:] 24 وهو 

عبارة عن قيمة / عند **. 

f(x) (7.3)‏ - اسار 

وبقية الفروقات المنقسمة تعرّف استقرائيّاء فالفرق المنقسم الأول ل / بالنسبة إلى × و1+:* يرمز 

إليه ب [1+: ,:7]/ ويعرّف بالصيغة 

بحام -[رجوتار 
Xi+1 7 Xi‏ 

والفرق النقسم الثاني [2+:ة ,1 +× ,:3]/ يعرّف بالصيغة 


HES بسار‎ xXi+2]= f [Xi اعد‎ 


x] = {8.3(‏ ونال 


X2” Xr 
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7.3 جدول‎ 
f(x) 3 
flxol xo 
fx x1 
اوحار‎ x2 
fix] ود‎ 
مد [بتار‎ 
fxs] xs 





Interpolation and Polynomial Approximation 


وبنفس الطريقة» بعد أن تحدد أول (1 - 4) من الفروقات المنقسمة 
5 و 5 5 5 e O‏ 
f [Xir Xi+1, Xi+2 Xi+k-1]‏ و Xir, Xi+2 Xirk-1, Xi+k]‏ ل 
فإن الفرق المنقسم من الرتبة ۸ نسبة إلى )+× 2.٠١,‏ +نة اجن Xi‏ يُعطى بالصيغة 
Xi+1,..., Xi+k-1]‏ ندا ل JXirl, Xi+2,..., Xirk]=‏ 


Xir17..., Xirk-1, Xirk] =‏ ,3] ل 
Xi+k 7 Xi‏ 


)9.3( 


وتنتهي العملية مع فرق منقسم واحد من الرتبة 7 وهو 
JX, X2,..., Xn] - f[xo, X1,..., Xn-1]‏ 


Xn ¬ X0 


ومع هذه الصيغة» يمكن تكرار صياغة الصيغة (6.3) على الصورة [× ,0<]/ = به» وتوجد كثيرة 
حدود استكمال داخلى فی الصيغة )5.3( 


X1,..., xn] =‏ ,بدا ل 








P,(x) = f[xol+ f[xo, x1](x = xo) + a2(x — xo)(x — xı) +٠٠١ 


+ a(x = x0)(X = %1) ٠٠١ (وبرد -عر)‎ 


ووفق المتوقع من حساب 40 و :© » فإن الثوابت المطلوبة هي 


الفروق المنقسمة الأولى 


f xo, xı] = Jll = امحام‎ 
xı ¬ Xo 
fx, xJ = Jl - 
x2 ¬ xı 
fix, x3] = ضار - داگ‎ 
دور‎ x2 
ير يور‎ dz سال‎ 
دور‎ X3 
E خافن‎ 
حور‎ X4 


1 ةا‎ 5= fx, x2] 


a» = f [Xor X1, X2,..., Xk] 


الفروق المنقسمة الثانية الفروق المنقسمة الثالثة 


Jlxı, x21 - f[xo, xı] 


f [xor xı, x2] = 
X2 ¬ xo 


[xı, X2, x3] - f [xor X1, X2] 
Flxo, #1,2, = ا ر اد ال‎ 
fx, x2, x3] = 

3-1 


E RIE ,وحار‎ x3, x41 - f[x1, x2, x3] 


X4 ¬ X1 
7559598 E el 
X4 ¬ Xx 
FD a; ER - ل‎ E] 2 
21 X3, X4, X5. 2-6 


x4]‏ رودا 1 - [وند ,يننا 


fU: X4, x5] = 
ود‎ - X3 
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لكل « ,...,0,1 = ». وبذلك يمكن إعادة كتابة (×),۶ بالصيغة (انظر [43-47 .مم ,158114]) 


x(x = xo) ٠٠١ (¥ - x-1) (10.3)‏ , ...قد ,معام flxol+ J}‏ = (دارط 

وقيمة ة × ...710,1 مستقلة عن ترتيب الأعداد »× E‏ وتتضح في التمرين (21) 
أيضًا. 

إن توليد الفروقات المنقسمة مبين فى جدول (7.3). ويمكن تحديد اثنين من الفروقات المنقسمة 
الرابعة» وفرق منقسم خامس من هذه البيانات أيضا. 

إن صيغة اللخرجات في الخوارزمية (2.3) يمكن تحويرها لإنتاج الفروقات المنقسمة كلهاء وقد 
نفذ ذلك في المثال (1) أيضًا. 

الفرق المنقسم لنيوتن Newton’s Divided-Difference‏ 

لإيجاد معامل الفرق المنقسم لكثيرة حدود استكمال داخلي (:)2 على (1 + 2) من الأعداد 
المختلفة ,ند ,...,:د ,ود للدّالة ؛ 

المدخلات: أرقام اوعس جو ۽ قيم (xo), f(X1),..., f(x)‏ ل[ مثل Fn,0‏ ...م1 Fo,0r‏ 
المخرجات: الأعداد ۴۸ ۴۱,1,۰۰۰۲ ۴۵,0١‏ حيث 


P(x) = Dau lee- (زئد‎ 


j=0 


(Foo, ...نب‎ Fann) (Fut iS f Xo, X1... Xi 


استخدمت كثيرات حدود استكمال داخلي متنوعة لتقريب (1.5)/ في ا مثال (3) من الفصل (1.3)» 
باستخدام البيانات في الأعمدة الثلاثة الأولى من جدول (8.3). وتتضمن البيانات المتبقية الأخرى 
من جدول (8.3) فروقات منقسمة حسبت باستخدام الخوارزمية (2.3. 


xi] fx] Xi i‏ ندا Xi-1, Xi] f‏ يو وتام Xi-4,..., Xx] f[Xi-3,..., xX]‏ ل 
LO‏ 0.7651977 
7 =-— 
1 1-3 0.6200860 9 - 
0.54460 - 0.0658784 
2 16 0.4554022 433 - 0.0018251 
0 -— 0.0680685 
973 0.2818186 0.0118183 
0.515210 - 


0.1103623 22 4 
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مبرهنة 6.3 


إن معامل كثيرة حدود استكمال داخلى ضمن القطر فى الجدول. وكثيرة الحدود هى 
P(x) = 0.7651977 - 0,4837057) - 1.0( - 0.1087339)- 1.0()- 1.3(‏ 
1.0)(x - 1.3(( = 1.6(‏ -)0.0658784 + 
0.0018251)x - 1.0()x - 1.3()x - 1.6()x - 1.9(‏ + 

لاحظ أن القيمة 0.5118200 = (74)1.5 تتفق والنتيجة في الفصل (1.3) من المثال (3)» ويجب 
أن يكون لهما كثيرة الحدود نفسها أيضًا. 
إن مبرهنة القيمة الوسطى تطبق فى الصيغة (8.3) عندما 0 = 1 

SRN =F) 

f [xor التلكتكتتت دإ[‎ 


X1 ¬ Xo 
لتشير إلى أنه عند وجود '/» فإن ()"/ = [:* ,0::]/ لعددٍ ما ؟ ما بين 0× و 1*. تعمل المبرهنة‎ 
الآتية على تعميم هذه النتيجة.‎ 
أعدادًا مختلفة تنتمى للفترة [4,5]. عندئذ يوجد‎ ×0١ ×1,..., 3, لتكن [6,5]”© © ؟» ولتكن‎ 
: حيث (4,5) € © (عادة غير معلوم) بحيث يكون‎ ٤ عدد‎ 

^ 


n! 
(×)ع‎ = f)×( - ۴,)×( البرهان ليكن‎ 
وحيث إن (<),2 = (ندامر لكل ۸ ,...,1 ,0 = ف فإن الذالة 8 لها أصفار مختلفة في [4,5]. وتشير‎ 
مبرهنة رول المعممة 7560680 1©5ا50 1260ل6806:8 إلى وجود عدد يم فى (ط ,4) مع 0 = والاق‎ 
ون ثم‎ 





f [xor x1,..., xn] = 


هلم - كلام دوو f"‏ = وام 
ولكون (*),2 كثيرة حدود من الرتبة #» ومعاملها الأمامي [يمد ب ,زد زوين + فإن 
لكف ¢ P(x) SAF Eo Sc‏ 
لكل قيم ×. ونتيجة لذلك 
)8 


1 
يمكن وضع صيغة نيوتن للفرق اللنقسم بصيغة مبسطة عندما تكون »< ,...,31 ,0 مرتبة على 
التوالي بمسافات متساوية. في هذه الحالة نقدم الصيغة :× - +× = ۸ لكل 1 -۸ ,...,1 ,0 i=‏ 
وندع 5# + مد = . لذا يمكن كتابة الفرق × - × بصيغة 1(۸ - ء) = برد - . وأخيرًا فالصيغة 
)10.3( بي 
P(x) = P,(xo + sh) = f[xo] + shf [xo, xı] + s(s - 1)h? f [xo, x1, x2] +١‏ 


+ s(s 10٠.١ (s— n+ 1)F" بوداي‎ X1,..., Xn] 





mmm f [xor x1,..., Xn] = 


n 


= flxol+ 8 Js(s = 1° (s— +ع‎ 1) f[xo, x1,..., xe] 


k=1 
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وباستخدام صيغة ذات الحدين 
امومع رلوك )ون 7 
Ef k!‏ 
نستطيع كتابة الصيغة عن (*),/ على نحو مدمج وعلى الصورة الآتية: 


n 


P(x) = P,(xo + sh) = f[xol + > (Jt fixe, e ل‎ (11.3) 
ë1 
تنشأ باعتماد تعبیر الفرق‎ Newton forWard-difference formula إن صيغة نيوتن للفرق الأمامى‎ 


الأمامي ۸ الذي تناولناه في طريقة أيتكن ۸. ومع هذه الصيغة 
f(x) = f(xo) _ 1‏ 


f [xo, xı] = —Af (xo) 
X1 - Xo h 
1 [A - م‎ 1 
لل‎ [xor x1, x2] = 37 | ادوج = ا‎ (xo) ٍ 
1 وعموما‎ 
,محال‎ Xx1,..., x] = Tî A (xo) 


وحيث إن (30)/ = [7130, فالصيغة (11.3) لها الصيغة الآتية : 


صيغة نيوتن للفرق الأمامي Newton Forward-Difference Formula‏ 


P(x) = f(xo) + 3 (a f (xo) )02.3( 

فإذا أعيد ترتيب نقاط الاستكمال الداخلى من الأخير إلى الأول بالشكل 20 ×-1١٠٠١١‏ ب« 

فإنه يمكننا كتابة صيغة الاستكمال الداخلى على النحو الآتى: 

P(x) = اتام‎ + f[Xn, Xn-11(x = xn) + fxn, Xn-1, Xn-21(X = Xn)(X = xn-1) + 
FF rere OSA aE E2) 

وبالإضافة إلى ذلك» إذا كانت النقاط متساوية البعد فيما بينها مع x = x, + sh‏ 


7 -م +ى) جبر = عد فان 
P(x) = P(x, + sh) 59 3‏ 


xn-11 + s(s + 1F f [Xn Xn-1, Xn-21 +‏ ,مدا fxn] + shf‏ = 
1)h" f[Xn,..., Xo].‏ عم + s(s + 1(٠٠١ (s‏ + 
وهذا يستخدم لاشتقاق صيغة تطبيقية أكثر شيوعًا ومعروفة ب (صيغة نيوتن للفرق التراجع) 
.“"Newton backward-difference formula”‏ ولشرح هذه الصيغة ؛ نحتاج إلى التعريف الآتي: 


إذا كان لدينا المتتالية 5-0(») فنرمز للفرق المتراجع بالرمز «5 ۷ (يقرأ ,م »)"۲1١‏ حيث 


درم ¬ Pn‏ = مم 7 لكل 1 > n‏ 
وتعرّف القوى العليا إرجاعيًا كالآتي : 
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مثال 2 
جدول 9.3 


,مم91 7- Vp‏ لكل 2 >۸ 
يؤدي تعريف (7.3) إلى 


1 1 
تال‎ xn-ı] = 2V f(x fxn, متسر‎ X-2] = fxn) 





وعمومًا 
1 
f nr Xn-1,..۰, Xn-k] = Ta F(x)‏ 
وأخيرًا 
Dye ee)‏ >+( همد .ب( 2پ 1 بد + P(x) = flxnl+ sV f(x)‏ 


وإذا وسعنا صيغة ذات الحدين لتشمل قيم ء الحقيقية جميعها بجعل 
)1 -ي 1(٠٠١ (s+‏ فشا 7 711 ERED‏ 0 
RL k! 5 k!‏ 
فإن 
(vre‏ -( ++ لسار 9( )2لا -) + ودار )1( =( f[xnl+‏ = زارط 
تعطى النتيجة الآتية: 
صيغة نيوتن للفرق المتراجع Newton Backward-Difference Formula‏ 


P(x) د‎ flxnl+ 8 /)- (tren )13.3( 
k=1 


يقابل جدول (9.3) للفرق المنقسم البيانات فى مثال (1): 
الفروق المنقسمة الأولى الفروق المنقسمة الثانية الفروق المنقسمة الثالثة الفروق المنقسمة الرابعة 


0.7651977 1.0 


-- 7 
- 9 0.6200860 1.3 

0.0658784 - 0 
0.0018251 _- 3 0.4554022 1.6 

0.5786120 - 0.0680685 دع ير 
EEE 0.0118183 0.2818186 1.9‏ 





0.1103623 2.2 
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نشر جيمس سترلنك 
James Stirling (1770-1692)‏ 
هذا إلى جانب صيغ عديدة أخرى في 
Methodus Differentialis‏ عام 
170 . 

وتضمن عمله هذا تقنيات لتسريع 
تقارب سلاسل مختلفة. 


Divided Differences 


تستخدم كثيرة حدود استكمال داخلي واحد فقط من الرتبة 4 في أكثر نقاط البيانات الخمس 
هذه» لكننا سننظم نقاط البيانات لإيجاد أفضل تقريبات استكمال داخلي برتب 3-231 وهذا 
سوف يعطينا تقريبًا دقيقًا من الرتبة الرابعة لقيمة × المعلومة. 

فإذا تطلب الأمر تقر يبا إلى (1.1)/ فإن الاختيار المعقول للنقاط هو 

د ع جه :139 BONES‏ ع E LOUISE‏ 

لأن هذا الاختيار يعمل في اتجاه الاستخدام المبكر لنقاط البيانات الأقرب إلى 1 .1 = ×» ويعمل 
في اتجاه استخدام الفرق المنقسم الرابع اش . وهذا يؤدي إلى أن 0.3 h=‏ و = 5» ومن مم 
فإن صيغة نيوتن للفرق المنقسم المتراجع تستخدم مع الفروقات المنقسمة التي لها سيطرة قوية 
فى جدول (9.3). 
P4(1.1) = P4(1.0 + 1)0.3(( = 0.7651977 + 1 (0.3)(- 0.4837057( 5‏ 


(0.1087339-)0.3(7) (2 -) ‡ + 
(0.,3(300.0658784) (5 -) (2 -) + + 
0.7196460 (0.3(4)0.0018251) (؟ -) (5 -) )3=( ‡ + 
ولتقريب قيمة عندما تكون × قريبة من نهاية القيمة الجدولية ؛ 2.0 = × على سبيل المثال» فإننا 
نرغب مرة أخرى في الاستخدام المبكر لنقاط البيانات الأقرب إلى ×. ويتطلب هذا استخدام 
صيغة نيوتن للفرق المنقسم المتراجع مع ٌ - = ء» وتكون الفروقات المنقسمة في جدول 9.3) 
الموضوع تحتها خط هي 
(0.5715210-)(2)0.3 - 0.1103623 = ((2)0.3 -2.2) يم = P,)2.0)‏ 
(0.3(:)0.0680685) )4( (!) 3 - (0.3(20.0118183) )4( 
4 - (0.3(4)0.0018251) (7) )4( (!) 
ليست صيغ التقدم والتراجع مناسبة لتقريب (*)/ عندما تكون × قرب مركز الجدول؛ لأن 
استخدام أي من طريقتي التقدم أو التراجع في حالة وجود الفرق بأعلى مرتبة سوف يحول 
دون اقتراب 0× من ×. وهذه أعداد من صيغ الفرق المنقسم متوافرة لهذه الحالة» وكل واحدة 
منها لها ظروف يكون استخدامها أكثر إيجابية» وثعرف هذه الطرائق ب ”صيغ صيغ الفرق ال مركزي ” 
."entered-difference formula”‏ سنستعرض هنا صيغة فرق مركزي واحدة هى “طريقة سترلنك 
0 s'وinاti"“‏ ونوجّه القارئ مرة أخرى إلى [019] إذا أراد تغطية المادة تمامًا. 
نستخدم 0 بالقرب من النقطة المراد تقريبها بالنسبة إلى صيغ الفرق الركزيهة ر ونعنون النقاط 
مباشرة أقل من 0× لتكون 2,۰۰۰× ,1×» E‏ التي تكون مباشرة 2-١ A‏ باق 
ووفقًا لهذا الأسلوب؛ فإن صيغة سترلنك تكون 
P(x) = Pansı(x) = f [xo] + (fir, xol + f [xo, xı) + sh? f[x-1, xo, xı] (14.3)‏ 


2 
3 
2 
3 


1(3 - 2ى)ى 

ل ل را 
2 

+ -2ى)2ى‎ 1)(s — 4( ... (s? — (m — 10272” f [Xm <<, Xm] 

s)s2 - 1(۰ قى)‎ - (+1 

ص مي ی 


Kor xu F2) +°‏ وسنتال xo RIF‏ ةرو تدا قا 


)/ ...وتنا‎ SmI F f Dems m1) 
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جدول 10.3 


مثال 3 


جدول 11.3 


Interpolation and Polynomial Approximation 


نستخدم الصيغة نفسها إذا كان 1 + ”2 = ”۸ عددًا فرديًاء وإذا كان 2۳ = ۸ عددًا زوجيًا 
ولكننا نحذف السطر الأخير. والمدخلات المستخدمة لهذه الصيغة مخطوط تحتها فى جدول 
(10.3). 


51 


1-2 


X-1 


Xo 


x1 


x2 


(:3) 204 الفروق المنقسمة الأولى الفروق المنقسمة الثانية 


xo]‏ ,عد [x-2,‏ ل 


الفروق المنقسمة الثالثة 


الفروق المنقسمة الرابعة 


Xo, X1]‏ د عار 


xo, xı]‏ :نا ل 


J ]X-2, X- 1, x0, 1 


o 1 2[‏ نا ل 


Jf [xo, xı, x2] 


flx-21 
f lx-2, اند‎ 
21 
ىن ندا ل‎ xo] 
fol 
J xo, xı] 
لسار‎ 
حال‎ x2] 
اسار‎ 


افترض وجود جدول للبيانات المعطاة في الأمثلة السابقة. لاستخدام صيغة سترلنك لتقريب 
(1.5)/ مع 1.6 = 0؛ نستخدم المدخلات المخطوط تحتها في جدول الفروق (11.3). 


22 


)ل 
0.7651977 


0.6200860 


الفروق المنقسمة الأولى 


---7 


- 0 


0.4554022 


0.2818186 


0.11033 


- 0.586120 


- 715210 


الفروق المنقسمة الثانية 


- 9 


- 0.0494433 


0.0118183 


والصيغة باستخدام ‡ - = ,1.6 = ود ,0.3 = ۸ تصبح 


))0.3( )}‡-( +1.6( يم 
)0.5786120 -( + )0.5489460 -(( )%2( )‡ -) + 0.4554022 


+ (-‡)” )0.3(2)-0.0494433( 


+ 4 (=) (( }) - 1) (0.3)°(0.0658784 + 0.0680685) 


4= 1) )0.3(4)0.0018251( = 0.5118200 


+ 9 (C 


u 


الفروق المنقسمة الثالثة ‏ الفروق المنقسمة الرابعة 


0.0658784 
0.0018251 
0.0680685 


(1.5) 
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مجموعة التمارين 2.3 


EXERCISE SET 


1. استخدم الصيغة (103) أو الخوارزمية (2.3) لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3 
2» 1 للبيانات الآتية» أجر تقر يب القيم المحددة مستخدمًا كل واحدة من كثيرات الحدود: 
1 8.4)ي/ إذا كان 18.82091 = (8.7)ثر ,18.50515 = (8.6)ر ,17.56492 = )8.3(£ ,16.94410 = (8.1)ر 


ب. (0.9)£ إذا كان = (1.0)£ ,0.22363362 = (0.8)/ ,0.01375227 = (0.7)/ ,0.17694460 - = )0.6( 
0.65809197 


2. استخدم الصيغة 0173 أو الخوارزمية (2.3) لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3 
2 1 للبيانات الاتية» أجر تقريب القيم المحددة مستخدما كل واحدة من كثيرات الحدود: 
|. (0.43)/ إذا کان 4.48169 = (0.75)/ ,2.71828 = f(0) = 1, /)0.25( = 1.64872, f(0.5)‏ 

ب. (0)£ إذا كان 0.687500 = (0.5)/ ,0.800781 = (0.25)/ ,1.33203 = (0.25 -)ث/ر ,1.93750 = (0.5 -)/ 
3 . استخدم صيغة نیوتن للفرق الأمامي لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3» 2» 1 
للبيانات الآتية› أجر تقر يب القيم المحددة مستخدمًا كل واحدة من كثيرات الحدود: 
أ (‡ =( إذا كان 1.10100000 = f(-0.5) = - 0.0247500, /)-0.25( = 0.33493750, f(0)‏ ,0.07181250 - - (0.75-)/ 
ب. (0.25)£ إذا كان 0.24842440 = (0.4) £ ,0.00660095 = )0.3( £ ,0.28398668 - = )0.2( ,0.62049958 - = )0.1( 


4. #استخدم صيغة ديؤن للفرق الأمامي لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3» 2 » 

1 للبيانات الآتية» أجر تقريب القيم المحددة مستخدمًا كل واحدة من كثيرات الحدود: 

ل (0.43)/ إذا كان 4.48169 = (0.75)/ ,2.71828 = (0.5)/ ,1.64872 = (0.25)/ ,1 = f(0)‏ 

ب. (0.18)/ إذا كان ,0.81401972 - = (0.,3)/ ,0.56079734 - = (0.2)/ ,0.29004986 - = (0.1)/ 
02 - = )0.4( 

5 . استخدم صيغة نيوتن للفرق الأمامي لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3 » 

2 » 1 للبيانات الآتية› أجرٍ تقريب القيم المحددة مستخدمًا كل واحدة من كثيرات الحدود: 


. (!-)ر إذا كان ,33493750 = (0.25-)/ ,0.02475000 - = (0.5-)/ ,0.07181250 - = (0.75-)/ 
f(0) = 1.10100000‏ 


ب. (0.25)م إذا كان ,0.00660095 = (0.3) £ ,0.28398668 - = )0.2( £ ,0.62049958 - = )0.1( „f‏ 
f (0.4) = 0‏ 

6. . استخدم صيغة نيوتن للفرق المتراجع لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3 » 

12 للبيانات الآتية» أجرٍ تقريب القيم المحددة مستخدمًا كل واحدة من كثيرات الحدود: 

أ. (0.43)/ إذا كان 4.48169 = (0.75)/ر ,2.71828 = (0.5)/ ,1.64872 = (0.25)/ ,1 = f(0)‏ 

ب. (0.25)م/ إذا كان ,1.0986123 = (0)£ ,0.95802009 = (0.5-ثمر ,0.86199480 = f(-1)‏ 

f (0.5) = 27‏ 
7. أ. استخدم الخوارزمية (2.3) لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 3 للنقاط غير 
المتساوية التباعد والمعطاة فى الجدول الآتى: x»‏ | ()/ 


5.30000 -01 
2.00000 0.0 
3.19000 0.2 
1.00000 0.3 


ب. أضف 0.97260 = (۶)0.35 إلى الجدول» وأنشئ كثيرة حدود استكمال داخلي من الرتبة 4. 
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8. أ. استخدم الخوارزمية (2.3) لإنشاء كثيرات حدود استكمال داخلي من الرتبة 4 للنقاط غير 
المتساوية التباعد والمعطاة فى الجدول الآتى: 
3 )و 





-6.00000 | 0.0 
—- 5.89483 | 1 
- 5.65014 | 3 
- 5.17788 | 6 
-4.28172 | 0 


ب. أضف 3.99583 - = (1.1)/ إلى الجدول» وأنشئ كثيرة حدود استكمال داخلى من الرتبة 5. 
9 قرب (0.05)/ مستخدمًا البيانات الآتية وصيغة نيوتن للفرق المنقسم الأمامى. 
Oê | 2 || 86 |2‏ | 8568 | 05 
هار | 1.00000 | 1.22140 | 149182 | 1.82212 | 2.22554 
ب. استخدم صيغة نيوتن للفرق المنقسم المتراجع لتقريب (0.65)/ . 
ج. استخدم صيغة سترلنك لتقريب (043)/ . 7 
0. أثبت أن كثيرة الحدود التى تستكمل داخليًا هذه البيانات تكون من الرتبة 3. 
BLO AR 3‏ | .| ذه 
ضير | 1 |4 ]لل | 18 | 15 | 4ح 
1.أ. أثبت أن كثيرتى الحدود التكعيبيتين 
P(x) = 3- 2(x + 1) + 0) + 1)(x) + (x + 1)(x)(x — 1)‏ 


و 
()(1 + ع)(2 + ) + (1 + 4)x + 2( - 3)x + 2()x‏ +1 - = (0)2 


كليهما تستكمل داخليًا البيانات الآتية: 
HIL | OI TA SS‏ 
e | 81| SAFE ®‏ 
ب. لاذا لا تكون الفقرة (أ) مخالفة لخاصيّة وحدانية كثيرات حدود الاستكمال الداخلى؟ 
2.تحقق كثيرة الحدود (:)5 من الرتبة الرابعة مايأتى: 0 = (25)0ك ,6 = (5)0 نك ,24 = (۸*۶)0 
حيث (5)2 - (1 + ×) ۲۶ = (د)مك. احسب (۸۲)10. 
3. البيانات الآتية معطاة لكثيرة حدود (7)2 مجهولة الرتبة 
ع« 0 |1 |2 
هاه | 2 | 1 | 4 
4. حدّد معامل × فى (7)02 إذا كانت الفروقات الأمامية جميعها من الرتبة الثالثة تساوي 1. 
البيانات الآتية معطاة لكثيرة حدود (×)۲ مجهولة الرتبة 
SEES‏ 
1 15 1 9 1 18 


د 0 
هام | 4 
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حدّد معامل × في (7)2 إذا كانت الفروقات الأمامية جميعها من الرتبة الثالثة تساوي 1. 
5. صيغة نيوتن للفرق الأمامى مستخدمة لتقريب (0:3)/ مع البيانات الآتية: 


× | 00 | 02 | 04 | 06 
f»‏ 150 | 210 | 300 | 510 
لنفترض أننا اكتشفنا إنقاص (0:4)/ بمقدار 10 وزيادة (0:6)/ بمقدار 5. بأي مقدار سيتغير تقريب 


(7)0.3 ؟ 
6. تعطي صيغة نيوتن للفرق المنقسم كثيرة حدود استكمال داخلي بالنسبة إلى الدّالة / 
(0.5 - ×)(0.25 - )كد + )0.25 - P(x) = 1 + 4x + 4x(x‏ 
على النقاط 0.75 = و× ,0.5 = يد ,0.25 = × ,0 = مد . أوجد (0.75)/. 
7. الفروقات المنقسمة الارتجاعية بالنسبة إلى الذالة / معطاة أدناه. 
f [xo] xo = 0.0‏ 
xı]‏ ,مد f‏ 
xı = 0.4‏ اسار #8 = f xo, xı, x2]‏ 
Fb x2] = 0‏ 
flx2]= 6 x2 = 7‏ 
حدّد المدخلات المفقودة فى الجدول. 
8م أ. تضمنت مقدمة هذا الباب جدولا يضم عدد سكان الولايات المتحدة للأعوام 1940 حتى 
0. استخدم فروقات منقسمة مناسبة لتقريب عدد السكان في السنوات 1930 و 1965 و 2010. 
ب. كان عدد السكان عام 1930 كالتالي 123,203,000 تقريبا. فما دقة أرقام السنوات 1965 
و2010 فى رأيك؟ 
9 . لیکن 


P(x) = f[xol+ f[xo, )1ع‎ = xo) + a(x - xo)(x - x) 
+ a(x = xox — x)(x — x2) ++ a(x = xox — x1) ٠٠١ (x= Xa) 


استخدم دارط لإثبات أن [2× ,× ,وحار = ه. 


FEED a 
OED أثبت أن‎ .0 


إرشاد: من الصيغة (3.3) 


E) لبعض‎ or = 


FEC) 


f(x) = P(x) + (EO E (ييّد ب‎ 


(n + 1)!‏ 
مفترضين كثيرة حدود استكمال داخلى من الرتبة 1 لی ,بد ۰ 0× ۰ يكون لدينا 
يد =( << xXx = xo)‏ رود PAO + fFlxo, xirs,‏ د أربي د زاكر 
1. ليكن .أ ,...,:1 ١ه‏ إعادة ترتيب للأعداد الصحيحة « ,...,0,1. أثبت أن 
f Xo, X15... , xn]‏ = لو د دز ميال 


إرشاد: افترض أن المعاملات الأمامية لكثيرة حدود لاجرانج من الرتبة « على البيانات 


Xor Xir, Xp} = {Xio Xir Xi} 











الباب 3« الاستكمال الداخلي وتقريب كثيرات الحدود 


Interpolation and Polynomial Approximation 


ك1 3 استكمال هرمايت الداخلي Hermite Interpolation‏ 


الكلمة اللاتينية صuاuءوت‏ 

تعنى “الثغر الصغير” أو “قبلة” عند 
تطبيقها على منحنى. وتشير إلى 
تماسات فقط ولها تفس الشكل 
اسثيفاء هرمايت الداخلي له هذه 
الخاصية؛ لأن مطابقة متحنى معنوم 
ومشتفته تدفع بمتحنى الاستيفاء 
الداخئي لتقبيل اللنحنى المعلوم 


تعريف 8.3 
كان ش رئس هرمايت 
Charles Hermite 11822-1901‏ قد 
عمل اكتشافات في جوائب عديدة 
وخصوضًا التحليل الركب ونظرية 
الأعداد. ركان معروقا ببرهائه عام 
3 أن » عبارة عن عدد غير معرف. 
وفي عام 1882 استخدم لندمان ١قنا‏ 
برهانا مماثلا لإثبات کون 
7 هي عدد غير معرف أيضا والذي 
أوضح أن "تربيع الدائرة” غير ممكن 


مع أدوات إقليدس القياسية 


مبرهنة 9.3 


قد أعطى هرمايت 16,0016 توفيحا 
لكثيرة حدود التذبذب ضمن ربالة إلى 
كارن بورشاردت 
Carl W. Borchardt‏ عام 1878 

حيث اعتاد إربال نتانجه إليه 
وكان توضيحه هذا ذا قيمة تطبيقية 
لاستخدام تقنيات التكامل المركب لحل 
مسألة القيمة الحقبقية. انظر الصفحة 
(1303 امن [145م16, 


كثيرات حدود التذبذب 8ا02 راهم 019 تعمم كثيرات حدود تايلور وكثيرات حدود 

لاجرانج كلها. لنغترض أن لدينا 1 + #١‏ من الأعداد المختلفة ,ند , ...,1* روبد في [ط ,ه] مع أعداد 
صحيحة غير سالية :م , ...,1»” ,و7 و ہ۳ ,...رر ,]2ص = س. كثيرة حدود التذبذب 
التي تقرب الدالة [ط ,6]”© © f‏ عند :* ولكل ۸ , ...,0 = ¡ هي كثيرة حدود بأقل رتبة مع 
خاصية كونها تتفق مع الذائة تمر واشتقاقاتها كلها من الرتبة تساوي أو أقل من « عند بد. ورتبة 
كثيرة حدود التذبذب هذة تكون على الأكثر 

ليا 

M= mi +" 

i=0 
وإن عدد الشروط المطلوب تحقّقها هو (1 +«) + :١٣ر وكثيرة حدود من الرتبة 834 لها‎ 
من المعاملات التى يمكن استخدامها لتحقق هذه الشروط.‎ 84+ 1 


لتكن ہد , ...× ,مد أعدادًا مختلفة عددها 1 +7 تنتمي إلى الفترة [5 .4]ء وأن عدد صحيح 
غير سالب يقابل بد و۸ , ...,! ,0 = :. افترض أن [ط ,ه]'”© € “رء بحيث :۱۸7ء0 القط = 0 
إن كثيرة حدود التذبذب التي تقرّب / هي كثيرة حدود ()2 بأقل رتبة مع كون 

d*P(x) _ d f(x) 

dx* dx* 

لاحظ أنه عندما 0 = 2# فإن كثيرة حدود التذبذب التى تقرّب / هی كثيرة حدود تايلور من 
الرتبة ٠‏ ل / عند 0*. وحينما 0 = :۳ لكل i‏ فإن كثيرة حدود التذبذب هى كثيرة حدود 
لاجرانج من الرتبة ” التي تستكمل / داخليًا على ب 1٠٠٠٠,‏ :0× : 
وتعطى الحالة عندما 1 = ۳ لكل ” ,...,0,1 = ٤‏ كثيرات حدود هرمايت. وتتفق كثيرات 
الحدود هذه مع الذّالة 4 عند «: ...1 ×١‏ ولدالة محددة /. بالإضافة إلى ذلك» بما أن 
مشتقاتها الأولى تتفق ومثيلاتها في الذالة #» فإن هما شكل الذالة نفسه ((:<)/ ,:ند) في واقع 
توافق خطوط التماس لكثيرة الحدود وللدالة. ستقتصر دراستنا لكثيرات حدود التماس على هذه 
الحالة: ونفترض أولا أن مبرهنة ما توّضح صيغة كثيرات حدود هرمايت بالتحديد. 


5 k= 0, برا‎ Mig i= O, L.. 


٠١ ۳ ولكل‎ 








إذا كانت [ط ,]°1 © f‏ و[ ,ه] € مه , ...,.: فإن كثيرة الحدود الوحيدة وبأقل رتبة المتفقة مع 


ثم و أ عند 3 ....,20 هى كثيرة حدود هرمايت من الرتبة 1 + 2۸ على الأكثر 
Hası(x) = DJ f(xDHn,j(x) + 3 f(x; Fn, j(>)‏ 
0=ز 0=ز 


حيث إن )0ز xj) L,;(x;1L7‏ - )2 - 1] = (جار د (× )ر x‏ -ع) = Hl)‏ 


3 ©« استكمال هرمايت الداخلى Hermite Interpolation‏ 131 


وتمثل (*)ز .1 كثيرة حدود من الرتبة # لمعامل لاجرانج من الرتبة / والمعرّفة في الصيغة 2.3. 
بالإضافة إلى ذلك إذا كان [5 ,»]02"*2 »ع f‏ فإن 


دعوم “ود = #(ود دع 5 
(«(م«)ة) 000 + (2) سروك - f(x)‏ 
لبعض (×)5 ( مجهولة عمومًا) فى الفترة (ط ,4). ل 


البرهان تذكّر أولا أن 
و 
ولذلك عندما ز # أ فإن 

Ên,j(x) = 0 3 ار‎ = 0 


حيث 
FÊn,i(xi) = (xi xi)* 12 = 0 3 Hn,i(xi) = ]1- 2(xi - x)L,;(xi)]* 1 = 1‏ 
نتيجة لذلك n n‏ 
١0+ f(x) ١1+ 3} f(xj;)* 0= f(x)‏ (رعار رح = Hnri(x)‏ 
0=ز 0=ز 
j#i‏ 


لذا 7+١‏ يتفق مع Ra oa‏ 
ولإثبات توافق ٨,‏ مع عند الرؤوس؛ لاحظ أولا أن (×)ر,,1 هو عامل (ار/2 لذا 
0 = لسار Hf,‏ عندما ز # 1. بالإضافة إلى ذلك» عندمانر = ¡ و1 = (:):,,,رة يكون لدينا 
XL, i(#DI2La;i (xi) Lf, )3:(‏ ¬2 :]ند دا 2L, (x) ¢ Lî‏ ڪا H,,;(xi)‏ 
2L4, ;(xı) + 2L4, ;(x;) = 0‏ - = 
عندئذ 0 = (:×)ر ,84 لكل أ و ل. 
وأخيرًا 
Lf, (xi)‏ (ودازرمسة2(زء = Hf, jx) = LÎ j(xi) + (xi‏ 
1 )زر Ln,j(Xi[Ln,j(xi) + 2(xi — xj) Lf,‏ = 


لذا 1 = Hf, ;(xi)‏ و0 = ff, (x)‏ إذا كان ز # : وبتجميع هذه الحقائق يكون لدينا 


Hig, (x) = زح +0 ترعار رح‎ f(x; ١+ f(x) *1= f(x) 
ك‎ j=0 
j#i 


وأخيرًا يتوافق ٣2۸+۱‏ مع / و رو!! مع f‏ عند سند م لقد طلب برهنة وحدانية كثيرة 
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الحدود هذه وصيغة الخطأ فى التمرين (11). 


مثال 1 استخدمت كثيرة حدود هرمايت المتوافقة مع البيانات الموجودة فى جدول (12.3) لإيجاد تقريب 


جدول 128 إلى (1.5)/: 


f(x) f(x) Xk 


- 0.5220232 0.62860 13 
- 0.5698959 0.455422 1.6 
- 0.5811571 ١6 19 


جح زه نانم 


نحسب أولا كثيرات حدود لاجرانج ومشتقاتها. وهذا يعطي 


کا _ ,120 د رى ا1 2 ,175 _ 1 50 _ (2٭ -عالع -ع) 

(xo xı)(xo-— x) 9 9 9 mt 9 
)x - xo()x - x×2( 5 -0 3 30 247 1 - -0 320 
0 Eg gE Eg eg 
و‎ 
5 (x - xo0()x - زب‎ 50 2 145 104 2 5 100 145 
BSE ا ل‎ gE | ل ا‎ 


إن كثيرات حدود (د)ز ,7 و («)ز و هي 


2 
H»,0(x) = ]1- 2(x - 1.3()-5([ ف 1 ع‎ 


9 9 
1 75 50 
A 3 (‏ لم (12 -ع10) = 
2 320 0 - 
جد ت کے و H.‏ 
x“ + 9 x 9‏ 9 ( (×)2,1 


2 145 50 
کد لجس ليت -10)2 = 1 
)5 9 » ( 2,20 


5 0 17 152 2 
(«)ووك‎ = (x - 1.3( (fe 5 و 35 ر‎ 
0 -0 3200 2 
(ماروق‎ = (x - 1.6) (3 x2 + TE ) 
5 0 14 104\2 
H»,2(x) = (x - 1.9) (fe 5 كد 3 كك‎ 


وأخيرًا 


()ج 8 0.2818186 + (x)‏ و8 0.4554022 + (عد)و ج11 0.6200860 = Hs(x)‏ 


- 0.5220232 3, و0.56989598 - (د)و‎ (x) - 0.5811571 2,2 (x) 
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5 64 4 
جع( 6 + )£( 0.4554022 + )5( 0.6200860 = Hs(1.5)‏ 
3 32- 4 
6 1 - )7( 9 - ع 02 - 
7 = 
نتيجة دقيقة لكل مدى. ل 


ومع أن المبرهنة (9.3) تهيئ توضيحًا كاملا لكثيرات حدود هرمايت» فمن الواضح في المثال (1) أن 
الحاجة إلى تحديد كثيرات حدود لاجرانج وحسابها واشتقاقاتها تجعل العملية مملة حتى مع 
قيم ۸ الصغيرة. إن الطريقة البديلة لتوليد تقريبات هرمايت تنشأ على صيغة نيوتن للغرق المنقسم 
للاستكمال الداخلى عدد (10.3) لكثيرة حدود لاجرانج عند ,3 ...30,315 ھی 


x1,..., x] = xo) ٠٠١ (x — x-1)‏ روجام f[xol + YJ‏ = ارط 


k=1 


والربط ما بين الفرق المنقسم من الرتبة ۸ واشتقاق 7 هو كما فى المبرهنة (6.3) من الفصل (2.3). 


افترض أن الأعداد المختلفة ,ند , ...,1 ,30 معطاة مع قيم 0 عند هذه الأعداد معًا. عرف 
متتالية جديدة 22+1 , ...21 ,20 بالصيغة :× > مروج = :وج لكل ۸ , ...,1 ,0 = : وأنشئ جدول 
الفرق المنقسم بصيغة جدول (7.3)» حيث يستخدم 220+1 , ۰۰۰ ,21 ,20. 
وحيث إن × = ا+ندة = 22 لكل 23 فإننا لا نستطيع تعريف [22+1 ::122/. بصيغة الفرق 
المنقسم. فلو افترضنا بالاستناد إلى المبرهنة (6.3) أن التعويض المقبول في هذه الحالة هو 
)x;(‏ ۴ = (بوع)ث/ر = [رجنية ,نيجار يمكننا استخدام المدخلات 

(xo 1" (x1),..., f'(xn)‏ كل 
بدلا من الفروقات المنقسمة الأولى غير المعرّفة 

f ,مها‎ zıl, يقار‎ 23l,..., f[Z2n, 22+ 1] 

تنتج بقية الفروقات المنقسمة كالمعتاد» وتوظف الفروقات المنقسمة المناسبة في صيغة نيوتن للفرق 
المنقسم لاستكمال داخلي. ويبين جدول 13.3) المدخلات المستخدمة في أول ثلاثة أعمدة للفرق 
المنقسم عند تحديد كثيرة حدود هرمايت (*)25 ل 32 ,30,31. تنتج المدخلات الباقية بنفس 
الأسلوب وعلى نحو جدول (7.3). وكثيرة حدود هرمايت هي 


2n+1 


Han+1(x) = f[zol + 3 علي ...وهار‎ zo)(x — z1) °° (x — (ع‎ 


ويمكن إيجاد برهان ذلك فى [56 .م ,20] . 
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جدول 13.3 


مثال 2 


جدول 14.3 


20 = Xo 


< = Xo 


z2 = X1 


24 = X2 


22 = وه 


f )2( 
= f(xo) 


= f(xo) 


= f)x( 


= f(x) 





= f)×2( 


f[zo 


[zı 


f[z2 


fz 


f [z4 


f[zs]= f(x») 


Jflz2= f[zı] 


f[z4] 2 fz] 


Interpolation and Polynomial Approximation 


الفروق المنقسمة الأولى 
flo, zıl = f'(xo)‏ 


z2] =‏ مهال 


22 ¬ 21 


f[z2, اوه‎ = f(x) 


[z3, z4] =‏ ل 
وه ¬ 24 


zs] = f(x»)‏ مهال 


الفروق المنقسمة الثانية 


2-6 


37 21 





10 


- f[zo, zı] 


3 


2 fz, 221 


f[z2, ده‎ 
2 


واگ = 


24 ¬ 2 


J23, 4 


f24, zs 


[ف ہو2[ - 


وت - 25 


20, 21, 22] = 


21 22, 23[ = 


22, 23, 24[ = 


23, 24, 25[ = 


تستخدم مدخلات جدول (14.3) بيانات المثال (1)» وإن المدخلات التى تحتها خط هى البيانات 
العطاةء وقد نتج الباقي باستخدام صيغة الفرق المنقسم المعيارية (9.3: 


Hs(1.5) = 0.6200860 + (1.5 - 1.3)(- 0.5220232) + (1.5 - 1.3(2)- 0.0897427( 
+ (1.5 - 1.3()1.5 - 1.6()0.0663657( 
+ (1.5 - 1.3(2)1.5 - 1.6(”)0.0026663( 
+ )1.5- 1.3()1.5 - 1.6(2)1.5 - 1.9()- 0.0027738( 


li 


لت 


5 


6 


6 


0.6200860 _ 


0.6200860 
0.4554022 
0.4554022 
02818186 


0.2818186 


= 0.511277. 

- 22 

—-= 7 
0.0663657 - 0.5489460 

0.0026663 —_-= 0 
0.0679655 - 9 

0.0010020 —-_-= 7 
0.0685667 - 0.5786120 

¬ 0.008487 
- 71 


- 0.027738 


ويمكن توسيع الأسلوب المستخدم في الخوارزمية (3.3) ليستخدم في تحديد كثيرات حدود تماس 
أخرى. ونجد مناقشة مختصرة حول تلك العملية في [53-57 .مم ,ه۴]. 
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استكمال هرمايت الداخلي Hermite Interpolation‏ 
لإيجاد معامل كثيرة حدود هرمايت للاستكمال الداخلى ٨1)×(‏ على (1 + 7) من الأعداد المختلفة 
33 د , ...رود للدّالة /: ١‏ 
المدخلات: أرقام من ...بض ,هد ء قيم (مد)1 ,...,(مد) 1 و (1')0 ,... f (x0,‏ 
المخرجات: الأعداد 1+:2,ا +22 ...91,1 ,20.0 حيث 
xo) (x — x1)‏ — )و0 + xo)?‏ — )و0 + Qı,1(x - xo)‏ +ون9 = H(x)‏ 

+ O44(% - xo) (x - x1) 2 +. 
+ 0 )ميجر‎ - x0) (x — ...لد‎ (x لد — )2 بد ع‎ 








Qai+1,0 = f(x) 
Qair1,1 = f(x) 
Q21 = OQ2i,0 = © إذا كان 0 ¥ ¡ فضع مدنو‎ 
22i - ادنوه‎ 
72 9 مرق‎ 28€ 1 
_ Qij-1 = 9 سرت‎ 


i ¬ zi-ز‎ 


Oi, 





الخرجات (1,2+1+»2© 1,1٠١+‏ © ,00,0( 
توقف. 





ا 
مجموعة التمارين 3.3 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم مبرهنة (9.3) أو الخوارزمية (3.3) لإنشاء كثيرة حدود التقريب للبيانات الآتية: 
ل |x‏ سس | f0‏ 50 اا ال كه الا ا 


2.1691753 | 0.22363362 | 0.8 


2.0466965 0.65809197 | 1.0 110290 | L2 


3.151762 ¦ 18.50515 | 6 











f(*) | f») | 5‏ ك3 f) f») x‏ 
03 1 0.62049958 - | 3.58502082 
و الل اللي 2 0.28398668- | 3.14033271 
5- | 0.3349375 | 2.1890000 عن ODED‏ | 265668043 
0 | 11010000 | 4.0020000 04| 0.24842440 | 2.16529366 
2 استخدم مبرهنة (9.3) أو الخوارزمية (3.3) لإنشاء كثيرة حدود التقريب للبيانات الاتية: 
3 | فير ا فب عد ] N f N‏ 
 -5 2.00000 | 1.00000 | 0‏ 1.33203 | 0.437500 


— 0.625000 | 0.800781 ` 5 5.43656 | 2.71828 | 5 
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ج f )( f(x) x‏ ف f(x)‏ لهالل 
ET 7 3‏ 2 1-| 0.86199480 | 0.15536240 
0.1 0.29004996 75 . 5- | 0.95802009 | 0.23269654 
0.2 | 0.56079734 1 -~— 0 | 1.0986123 | 0.33333333 
3 | 0.81401972- | 2.4533949 — 0.5 7 | 0.45186776 


3. البيانات في التمرين (1) باستخدام الدّوال الآتية› استخدم كثيرة الحدود المنشأة في المثال 
1) لقيمة × المعطاة لتقريب (*)/» واحسب الخطأ المطلق: 
أ. دهاء = (2)/ وتقريب 8.4)⁄ 
ب. (2 - )مز = (×) ۶ وتقريب (0.9) ۶ 
ج. 1.101 + :4.0022 + 4.0014 + × = زمار وتقريب (3-) / 
د. 1 - ×3 +222 - f )x( = xcos×‏ وتقريب (0.25) 1 
4.أنتجت البيانات في التمرين (2) باستخدام الذوال الآتية› استخدم كثيرة الحدود المنشأة في 
المثال (1) لقيمة × المعطاة لتقريب (*)/» واحسب الخطأ المطلق : 
أ. »م = (×)/ وتقريب (0.43) ۶ 
ب. 1 + × - × + × 4ج = (×) وتقريب (۶)0 
ج ×3 - ×08 7× = (×) ۶ وتقريب (0.18)/ 
د. (2 + ©)ها = (×) ل وتقريب (0.25) f‏ 
5. أ. استخدم القيم الآتية وتدويرًا حسابيًا لأربع خانات من أجل إنشاء كثيرة حدود هرمايت 
للاستكمال الداخلى لتقريب 0.34 أء. 
Dy, sinx = cosx | sinx x‏ 
0.30 2552 | 0.9554 
0.32 | 0.31457 0.94924 
5 | 0.34290 0.93937 
ب. حدّد حدًا لخطأ التقريب فی 0 وقارنه بالخطأً 1 
ج. أضف 0.32404 = 0.33« و 0.94604 = 0.33ءهء إلى البيانات» وكرّر الحسابات. 
1 ليكن ” f(x) = 3xe“ - e”‏ 
. استخدم كثيرة حدود هرمايت للاستكمال الداخلي من رتبة ة لا تزيد على 3 لتقريب (1.03) ۶ 
E‏ = مد و 1.05 = ×. قارن الخطأ الحقيقي بحدٌ الخطأ. 
ب. استخد م كثيرة حدود هرمايت للاستكمال الداخلى من رتبه ةلا تزيد على 5 لتقريب 1.03)) 
مستخدمًا 1.05 ا ی 107 يه . قارن الخطأ الحقيقي بحد الخطأ. 
7. استخدم صيغة الخطأ و ©1م1/03 لإيجاد حد للأخطاء عند تقريبات (*)⁄ في الرأسين (أ) 
و(ج) من التمرين (3). 
8. استخدم صيغة الخطأ و ©ام10 لإيجاد حد للأخطاء عند تقريبات (*)/1 في الفقرتين (أ) 
و(ج) من التمرين (4). 
9. يتضمن الجدول الآتي بيانات للدالة 2م © = (×)۴. اعمل التقريب (1.25)/ باستخدام Hs(1.25)‏ 
و(8:)1.25 حيث يستخدم 5 النقاط 3 = ×2 = 1,1 = ويستخدم 5 النقاطتين 1 = 0× 
و1.5 = :2. أوجد حدود خطأ هذه التقريبات. 


f) > ميجن‎ | f(x) = e 1 


0.2210341836 1.105170918 
0.3756968148 1.2523226 
0.5967298792 1.491824698 
1.475761867 2.459603111 
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0. تتحرك سيارة على طريق مستقيم» وتسجل بياناتها عند نقاط كثيرة. وتظهر هذه البيانات 
في E‏ الآتي» حيث يمثل الزمن (11276) بالثانية» والمسافة )Distance(‏ بالقدم» والسرعة 
(960م5) بالقدم لكل ثانية. الوقت © ]| 3 5 |8 13 
السافة |0 | 225 | 383 |623 | 993 
السرعة ‏ |75 |77 |80 |74 |72 


أ 0 كثيرة حدود هرمايت لتخمين موقع السيارة وسرعتها عند الثانية العاشرة 10s.‏ 1/2 








ب. استخدم مشتقة كثيرة حدود هرمايت لتحديد ما إذا كان من الممكن للسيارة أن تتجاوز 
سرعة 1/8 55 على الطريق. وإذا كان ذلك فما هى المرة الأولى التى تتجاوز فيها السيارة 
هذه السرعة؟ 


ج٠‏ ما السرعة القصوى المتوقعّة لهذه السيارة؟ 

1. أ. أثبت أن ():+:4 كثيرة الحدود الوحيدة بأقل رتبة تتوافق مع / و '/ عند «* ,...,هد. 

الا افترض ()7 كثيرة حدود أخرى» وافترض ۶ - ير = 2 و '2 عند ,× , ...ركد ,ود.] 
اشتق حد الخطأ في المبرهنة 93 [إرشاد: استخدم طريقة لاجرانج نفسها لاشتقاق الخطأ |. 

وتعرّف المبرهنة )3.3( 


2 ع 2 
HED‏ ديع لساك مان 


Pe? 


8() = f(t) - Han+ı(1) = 


مع استخدام حقيقة كون 807 لها (2 + 27) من الأصفار المختلفة ضمن [5,©]. 
12. ليكن 1× = 23 ,1× = 22 ,ود = ره ,0× = 20. ومن جدول الفرق المنقسم الآتى 


flzol= f(x) zo= مد‎ 
مهال‎ zıl = f'(xo) 
f [2o, 21, z2] flzl= f(x) 2 = xo 
f [zor z1, 22, 23] هال‎ z2] 
بها ل‎ 22, 3] fizl= f(x) z2= xı 
f[z2,23]= f(x) 


1 = وه fz] = f(x)‏ 
أثبت أن كثيرة حدود هرمايت التكعيبية ():75 يمكن كتابتها على النحو الآتي : 


flzol + f[zo, zıl(x = xo) + f[zo, 2, z21(x - xo) + f[zo, 21, 22, 231(* - عد) ةلود‎ — x) 
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ركزت البنود السابقة على تقريب دوال عشوائية ضمن فترات مغلقة مستخدمة كثيرات 
الحدود. ولأن طبيعة كثيرات الحدود ذات الرتبة العليا متذبذبة» ولأن هذا التذبذب 
ضمن جزء من الفترة يمكنه تحفيز تذبذبات كبيرة ضمن كامل المدى» فذلك يحد من 
امتخدامها: وسوف اثرى مد جيدًا لذلك في شكل 13.3) في نهاية هذا الفصل. ويعمل 
المنهج البديل على تقسيم الفترة إلى فترات جزئية» وإنشاء كثيرة حدود مختلفة عند كل 
فترة جزثية (عمومًا). ويسمى التقريب فول من هذا النوع (التقريب بكثيرة حدود متقطعة) 


(1) إن براهين المبرهنات في هذا الفصل تعتمد النتائج في الباب 6 . 
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لقد طورٌ إسحق يعقرب شونبرخ 
1903-1990 
Isaac Jacob Schoenberg‏ 

مله حول الأخاديد خلال الحرب 
العامية الثانية في أثناء مغادرته جامعة 
بنسلفانيا :لعمل في مختبر البحوث 
البلستية العسكري في أبرديز/مريلاند 
و تفيئ عبله الألالي عبليات 
عددية لحل العادلات التفاضلية. إن 
التطبيق الأوسع للأخاديد في مجالات 
مواءمه البيانات والتصعيم الهندسي 
عن طريق الحاسوب قد أصبج زاقاخا 
مع الانتكار الواسع للحاسيات خلال 
الفثرة ٠196051‏ 


Interpolation and Polynomial Approximation 


.piecewise-polynomial approximation‏ وأبسط تقريب بكثيرة حدود متقطعة هو استكمال 
داخلى خطی متقطع › الذي يتضمن ربط مجموعة من نقاط البيانات 

{xor ),(لودام/‎ x1, f(x... , (xn, f (xn}} 
من خلال سلسلة‎ 


من الخطوط المستقيمة كما في شكل :7٩‏ 





يكمن الجانب السلبي للتقريب بدالة خطية في عدم وجود التفاضل على الأرجح عند أطراف 
الفترات الجزثية الذي يعني أن دالة الاستكمال الداخلي ليست ملساء (ناعمة) ف في المفهوم 
الهندسي. وهذه النعومة مطلوبة وفقًا للشروط الفيزيائية » وأخيرًا فإنه يجب في دالة التقريب أن 
تكون قابلة للتفاضل على نحو متصل. والإجراء البديل هو استخدام كثيرة حدود متقطعة من نوع 
هرمايت. على سبيل المثال: إذا كانت قيم 7 وأ معروفة لكل من النقاط «× > ٠0‏ 
فإن كثيرة حدود هرمايت التكعيبية يمكن استخدامها على كل واحدة من المجموعات الجزئية 
[مند ,ر-هد] , ...2× رظنا ,× ,× لإيجاد دانّة ذات مشتقة متصلة على الفترة [م0.5*]. ولتحديد 
كثيرة حدود هرمايت تكعيبية مناسبة على فترة معلومة ؛ فإنها مجرد عملية حساب (×)15 لتلك 
الغترة ببساطة. ولأن كثيرات حدود لاجرانج للاستكمال الداخلي التي نحتاج إليها لغرض تحديد 
13 هي من الرتبة الأولى» فإن من السهل تحقيق ذلك. على أي حا کی لدم ترات 
حدود هرمايت المتقطعة للاستكمال الداخلي العام د نحتاج إلى معرفة مشتقة الدّالة التي تعمل 
على تقريبهاء وغير متوفّر غاليًا. 

يتناول بقية هذا القصل التقريب مستخدمًا كثيرات حدود متقطعة لا تحتا 
اشتقاقية » إلا ربما عند أطراف الفترة التى تقب إليها. 

وأبسط أنواع الدالة لكثيرة حدود متقطعة وقابلة للتفاضل على كامل الفترة[م: .20] هي الدّالة الناتجة 
عن توفيق كثيرة حدود تكعيبية واحدة ما بين كل زنج متتالٍ من الرؤوس. وهذا ينفذ من خلال إنشاء 
تكعيبي واحد على [0,1:] متوافق مع الذالة عند 30 و ٠×1‏ وتكعيبي آخر على [22 :1*] متوافق مع 
الدّالة عند 30 و1* وهكذا. وحيث إن لكثيرة الحدود التكعيبية العامة ثلاثة ثوابت عشوائية (الحد 
الثابت: معامل +. ومعامل 2+): وهناك حاجة إلى شرطين فقط لتوفيق البيانات على نقطتي 


Xo < X1 < 


ج إلى معلومات 
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إن أصل كلمة أخدود 0106 هو نفسه | الطرفين لكل فترة جزئية » فثمة مرونة تسمح باختيار التكعيبي على أن يكون للاستكمال الداخلي 
#«اامة. وكان في الأصل غبارة عن ا لة على [م: نا 1 1 
شريط خشبی يمكن استخدامه لربط 2 ع 5 5 ا مشتقة ت 

ل ا وثمة صعوبة تبرز عند الحاجة إلى توصيف شروط حول مشتقة الاستكمال الداخلي على نقطتي 


الكلسة للإثارة إلى شريط يرن" الطرفين 0* و ,3. 


وطويل من المعدن على نحو عام. ولا يوجد عدد مناسب من الثوابت لضمان كون الشروط ستتحقق. (انظر تمرين 26). 
کک ا a‏ عاسو يو O‏ 
ا O‏ النقاط ويُسمَى ”استكمال الشريحة التكعيبية ١0ناوامم#۲ا١|‏ ©10ام5 مأطنا”. وتتضمن كثيرة الحدود 
قل طوك: لفحت التكعيية العامة 4 لوابت؛ ومن ثم توجد مرونة كافية في عملية الشريحة التكميبية؛ لمان كون 
الاستكمال الداخلي ليس قابا للاشتقاق على يكو متضل على الفترة فقا وإنما له مشتقة متصلة 
ثائية أيضًا. إن عملية إنشاء الشريحة التكعيبية لا تفترض توافقا ما بين مشتقة الاستكمال الداخلي 
شكل 8.3 وتلك العدة للدّالة قيد التقريب. حتى عند الرؤوس. (انظر شكل 8.3). 


f(y) = Seyr)‏ = (ربنت)رى 


S04) = Sjj) 
SFO) = Sry) 








تعريف 103 لتكن الذالة / معرفة على [ط ,م]ء وعند النقاط ج ,طض = > > رك > و -4. عندئذ يكون 
الاستكمال الداخلي للشريحة التكعيبية 5 للدالة / 7 تحقق الشروط الآتية : 
أ. (×)5 كثيرة حدود تكعيبية ء ويكتب (×)ر؟ على الفترة [إبر×ر×] لكل 1 - ۸ ,...,1 ,0 = ز 
ب. (ر×)گ = (ر×)ز؟ و (رہر×)گ = (ربردارى لکل 1 j= 0, L..., n-—‏ 
. 0ز )ر5 = لروزع) ورك لكل 2 - ۸ ,...,0,1 در 
د ام رار = رارک لكل ۸-2 ,...,0,1 = ز 
ه )$ = ( +× )زک لکل 2 j= 0L... n-—‏ 
و. تتحقق إحدى المجموعات الآتية من شروط الحدود: 
1 = (»)"8 = (و)”ى (حدود طبيعية أو حرّة). 
)o( 2‏ ۶ = (مع)*ى و (,د)”/ = (رج)"'ى (حدود متشابكة). 
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الشريحة الحرّة ليست لها شروط 
مفروضة بشأن الاتجأه عند 
أطرافها. من ثم يأخذ النحنى شكل 
الخط الستقيم بعد مروره عبر نقاط 
الاستكمال الداخلى وبالقرب من 
أطرافها. الشرائح الحرّة هي الشكل 
الطبيعي المفترض من قبل الشريط 
اموق :اذا مسر يز تقاط اسنتكماك 


داخلى محددة ودون قيود إضافية. 


تشابك انشريحة . يشير إلى تثبيت 
نهابتي الشريط المرن لجعله يأخذ 
اتجاهًا محدذا عند كل مرف 
هذا ضروري ومثال على ذلك حالة 
وجوب تطابق دالتي شريحتين عند 
أطرافهما. حيث يحدث ذلك رياضيا 
من خلال تحديد قيم المشتقة للمنحنى 


عند أطراف الشريحة. 
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وعلى الرغم من أن الشرائح التكعيبية معرّفة بشروط حدودية أخرى» فإن الشروط المبينة في 
(و) أعلاه تعد كافية لتحقيق أغراضنا. وعندما تظهر الشروط الحدودية الحرّة تُدعى الشريحة 
بالشريحة الطبيعية ©10ام8 ا018ا2084: وإن رسمه البياني يقارب شكل قضيب طويل ومرن يدفع 
عبر نقاط البيانات ((لمضتار {(xo, Fxg}, ) x1, F(x)... , (n,‏ 
وعمومًا تؤدي شروط الحدود المتشابكة إلى تقريب أدق؛ لأنها تة تتضمن معلومات أكثر حول الذالة. 
ولكي ب تحقق يتحقق مثل هذا النوع من الشرط الحدوديء فمن الضروري معرفة م قيم الاشتقاق عند 
الأطراف : وإما تقريب دقيق لكثيرات الحدود التكعيبية 

(ر× عارك + *(ر× عر)ره + (رعد - »)رط + ره = (عارى 
لكل | -5 ,...,1 ,0 = رہ 
ولكون (رد)ثر = ره = (رع)رى؛ فإن الشرط (ج) يمكن تطبيقه للحصول على 


aj+1 = (ربرعارد = (ربرع)ربرة‎ = aj + برعارط‎ = Xj) + Cj(Xj+1— xj) + dj(xj+1— “رد‎ 


لكل ۸-2 ,...,1 ,0 = ز. 

ونظرًا لاستخدام الحدود ز× - ١+ر×‏ استخدامًا متكررًا في هذا التطويرء يكون من المناسب تقديم 
hj = Xj+1 - Xj‏ 

لكل 1 -ه ,...,1 ,0 = ز. وإذا ما عرّفنا ()/ = به أيضًا فإن الصيغة 

(05.3 تارك + مط + رطرط + ره = aj+ı‏ 

تتحقق لكل 1 -8 , ...ا ,0 = آل 


وبالأسلوب نفسه عرّف (,5')2 = مذ ولاحظ أن 
ا = )ر34 رم د »)ز2 رغ = (دارى 
تعطي زط = (ر×) رک لكل 1 - ۸ ,...,1 ,0 = ز. وبتطبيق الشرط (د) نحصل على 
)16.3( تطرك3 + رطرء2 + bjs = bj‏ 
لکل 1 - ۸ ,...,0,1 = زر. 
نحصل على علاقة أخرى ما بين معامل رك من خلال تعريف 2 /(,)”ى = ,» وتطبيق الشرط 
(ج). وأخيرًا لكل 1 -2 , 
)17.3 


وعند حل زل في الصيغة (17.3) وتعويض هذه القيمة في المعادلتين (15.3) و(16.3) نحصل على 
الصيغة الجديدة الآتية لكل 1 -: ,.. FSO‏ 


)18.3( 


ا ا کچد أن 


Cj+1 = Cj + 3djhj 


aj+ı = aj + bjhj + (2c, + (رجبرء‎ 


3 


bj + hj(cj + Cj) (19.3)‏ = رمرة 
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تتضمن العلاقة الأخيرة إيجاد المعامل من خلال حل الصيغة المناسبة بصيغة الصيغة (18.3)» 


ول رط أولاء 2 1 
bj = 7-(aj+ı ¬ aj) - 3 2 + Cj+1) (20.3)‏ 
3 
ويكون حل 1 -5 بتخفيض الدليل بعد ذلك» وهذا يعطي : 
bj-1= TE aj-1) = 2ej 1+ 70‏ 
وبتعويض هذه القيم في الصيغة (19.3) مع حصول تخفيض واحد للدليل» نحصل على نظام 
خطي من الصيغ 
(201:9) “مرت FE‏ - (رزه = 3< = hj-1€j-1+ 2(hj-1 + hj)cj + hjCj+1‏ 
= 


لكل 1 -” ,...,1,2 = ز. يتضمن هذا النظام القيم المجهولة م”1زء] فقط؛ لأن قيم (-[ر۸) 
و ه-(ز) معلومة من خلال المباعدة ما بين النقاط م_[(ر×) وقيم f‏ عند النقاط على التوالي. 
لاحظ أنه حالما تحدّد قيم م_(رء)» يصبح من السهل إيجاد ما تبقى من الثوابت 0 (ز2) من 
لصيغة (20.3) و ن-14[7 من الصيغة (17.3)» ومن ثم إنشاء كثيرات حدود تكعيبية (-((×)ر5). 
والسؤال الرئيس الذي يبرز عند الربط بهذا الإنشاء هو: هل يمكن إيجاد قيم م”(رء) باستخدام 
نظام الصيغ المبينة في (21.3)؟ وإذا كان كذلك فهل تكون هذه القيم وحيدة؟ تشير النظريات 
لآتية إلى أن الحالة هى نفسها عندما نفترض أي من شروط الحدود المبينة فى (و) من التعريف. 
وتتطلب براهين هذه النظريات مواد من الجبر الخطي سنناقشها في الفصل 6. 
مبرهنة 113 إذا كانت / معرفة عندط = ,ند > ٠٠٠‏ > + > × = 4 فإن لها استكمالًا داخليًا لشريحة طبيعية 
وحيدة 5 عند النقاط م5 »×0١ ×٠٠.‏ بمعنى أن استكمالًا داخليًا للشريحة يحقق الشروط الحدودية 
S"(a) = 0‏ و0 - کر - 
لبرهان تشير الشروط الحدودية في هذه الحالة إلى أن 0 -2 /(,د)”ى = ,ه وأن 

0= S”(xo) = 2co + 6do(xo — xo) 


وبذلك فإن 0 = م». الكرّرتان 0 = م و 0 = ,ن مع الصيغ في (21.3) تعطي معًا نظامًا خطيًا 
يتضح من خلال طا = ×4» حيث إن 4 هي المصفوفة (1 +) × (1 + ۸) 





0 O SAREE ESE ES 0 

ho 2(ho + hı) RE اوم‎ 

O. mM: 7 MERD he 

A= OE د‎ 0 
ا‎ 0 
: hS ل‎ 

O eS هد‎ AES اموي‎ 0 0 1 


وكل من ط و × عبارة عن المتجهات 
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a) - ja - do) 0‏ -يه) 39 
| دع و : ا 
an-2)‏ ¬ ا اا ا ا j.‏ 
0 

يغلب على المصفوفة ۸ سمة القطرية» لذلك فإنها تفى بفرضيات المبرهنة (19.6) من الفصل (6.6). 
وعندئذ فإن للنظام الخطي حلا وحيدًا ل »© ,...,© 0> . لمعه 
ويمكن إيجاد حل مسألة الشريحة التكعيبية مع الشروط الحدودية 0 = (,5”)3 = (0:)”ى من 
خلال تطبيق الخوارزمية (4.3). 
الشريحة التكعيبية الطبيعية Natural Cubic Spline‏ 








لإنشاء الاستكمال الداخلى للشريحة التكعيبية 5 الخاص بالدّالة #» معرفًا عند الأعداد 
Xo > X1 > 00 > Xn‏ ولتحقق 0 TNS SIs:‏ 

المدخلات: f (xo), a = f(x1),..., a, = f(x»)‏ = مه X1,..., Xni‏ رود زم 

المخرجات: زه ,ره ,زط ,زه لكل 1 - ۸ ,...,0,1 = ز 

إرشاد: 


)رد = d(x‏ + 2(ريد دعا + (رع - x‏ )زط + ره = (ع«)رى = (2) 5 لكل ,1ة ك کز 


) ا کت 
a‏ 2ه 


(تنفذ الخطوات 3ء 4» 5 وجزء من الخطوة 6 نظامًا خطيًا ثلاثى القطر باستخدام طريقة 
موضحة في الخوارزمية (7.6).) 


i= (xi - X1) = hi RE ê-IÎ 
Hi = hil li 
zi = (ai ~ hi-1zi-)/ li 
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ٍْ 
ْ 
1 


2j ¬ اعز©ز عا‎ 
(aj+ب1‎ = aj)l زط‎ - hj(Cj+1+ /(رع2‎ 3 
(cj+ı - )رع‎ 3h;j) 


الخرجات ( زه ,ز© ,زط ,© إلى 1 - ۸ , ...,1 ,0 = 


توقف. 


aaa 
س‎ 
کس‎ 
عب‎ 
کد‎ 





لا 
مثال 1 أعطينا فى بداية الباب الثالث بعض كثيرات حدود تايلور لتقريب الدّالة الأسيّة *© = (×)/. وهنا 
سنستخدم شريحة طبيعية ونقاط البيانات (7© ,3) ,(2© ,2) ,(© ,1(,)1 ,0) لغرض 
أ. تكوين دالة تقريب (<)5 
ب. مقارنة تكاملات / و 5 على الفترة [3 ,0]. 
(أ) لدينا © = يه,ة» ديه e,‏ = ره ,0 = مه ,1 = ۸2 = ,۸ = 3,۸0 = #. لذا فالمصفوفة 
والمتجهات ط و × مبينة أدناه في المبرهنة (11.3). 


0 60 0 0 1 20 
(1 +2 -3)62 0 1 4 1 26 
e)‏ + 2م2 b= |3(e?-‏ ,|1 4 1 4-10 و x= c2‏ 
C3 0 0 0 1 0‏ 
وصيغة مصفوفة المتجه ط = ×4 مكافئة لنظام الصيغ 
c0 = 0‏ 


co + 4c + دي‎ 3)62- 2e + 1) 
c1 + 4c2 + C3 = 3(e° - 2e + م‎ 
B30 
ذات الحل 0 = ته = مه‎ 
cı = (-e+6e-9e+4) = 0.756852643 ديه و‎ }(4e-9e+ 6e1) = 5 
وحل بقية الثوابت يعطينا‎ 


1 h 1 

bo = يهاس‎ - ao) - 36 + 2c0( = )e- 1( - O 6e? - 9e + 4) = 4 
0 
1 h 

bı = n, - a) = 5 (c2 + 2( 


1 
= (e - e) - 2 + 3e” - 12e + 7( = 7 
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b2 = 7 - ر -(2ه‎ + 2c2( 
1 
= -(2م - ته)‎ EE 18e + 12e - 2) = 1 


1 1 
6e - 9+ 4( = 4‏ + ثم -) هت = (نوه - c1‏ د و4 
3h0 15‏ 


1 1 
رك‎ = (c2 - c1) = =) - 3 + 3e - 1( = 8 
3h1 3 


1 1 
d= نه - اي‎ = gE 9e? - 6e + 1) =- 3 


المبينة فى جدول (15.3). 


dj Cj bj aj xj 7 153 جدول‎ 
0.252284214 0 1.465997614 1 0 0 
1.691071368 0.756852643 2.223507 2.718281828 1 1 
-- 3 233075 8.89769651 7.3890569 2 2 
20.0855362 3 9 


ويعطي استخدام قيم تقريبية للثوابت الشريحة التكعيبية الطبيعية من خلال الصيغة 
83 +:1.46600 +1 إذا كان 1 > × > 0 


(«)ى حم 1(3 - 1.69107)x‏ + 1(7 - +«)0.75685 + (1 - +)2.22285 + 2.71828 إذا كان 2 > × > 1 
8.80977)x - 2( + 5.83007)x - 2(? - 1.94336) - 3‏ + 7.38906 إذا كان 3 > × > 2 


مجرّأة الشريحة وتوافقها مع *© = (×)۶ المبيّن فى شكل (9.3). 
(ب) لتقريب تكامل / على [3 ,0] ذي القيمة 
3 
2 = 1 - 20.08553692 = 1 - 3م = e" dx‏ 
0 
نجمع الشريحة تجزيئيًا لتعطي 


3 1 
(«)ى‎ = 1 1+ 1.46600x + 0.25228x? dx 
0 0 


2 
+ / 2.71828 + 2.22285)x - 1( + 0.75685)x - 1(2 + 1.69107)x - 1(3 dx 
1 


3 
+ / 7.38906 + 8.80977)x - 2( + 5.83007)x - 2(2- 1.94336)x - 2(3 dx 
2 
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شكل 9.3 








وبتكامل القيم ذات القوى المتشابهة وتجميعها نحصل على 


3 2ر‎ ¥ 
S8()x) = x + 1.46600 + 0.25228 
0 2 4 


0 


ED 


2 
+ 2.71828) - 1( + 5 9 ++ 5 


5 MM 
ا‎ ١ رورو ر‎ 





1 
2 - 93 _ <4 
+7.38906(x - 2) + 8.80977 2 + 5.83007 2 - 1.9436 2 





2 


1 
(1 + 2.71828 + 7.38906) + 2 (1.46600 + 2.22285 + 8.80977) 


(0.75685 + 5.83007) + 3 (0.25228 + 1.69107 - 1.94336( 


0 = 
وبسبب التباعد المتساوي ما بين النقاط فى هذا المثال» فالتقريب التكاملى هو 
3 
dı + d2)‏ + عزو ديه م + jbo + bı + b2)‏ + (يه + ره + S(x) dx = (ao‏ / 5 
J0‏ 
وفى حالة الشروط الحدودية المتشابكة لدينا نتيجة مشابهة لمبرهنة الشروط الحدودية الطبيعية 
الموضحة فى المبرهنة (11.3). 
مبرهنة 12.3 إذا كانت / معرّفة عند 2 = ,د > ٠٠٠‏ > 1× > 0د = ه وقابلة للاشتقاق عند ه و 5 » فإن 
ل / استكمالا داخليًا متشابكا وحيدًا للشريحة 5 عند النقاط × , ...,× ٠×0,‏ بمعنى أن استكمالًا 
داخليًا للشريحة يحقّق الشروط الحدودية (»)”ر = (3")4 و (ط)'۶ = (35/)5. - 
البرهان بما أن 0ط = (0د)"3 = ()"5 = (4)”/ تعطي الصيغة (3.20) مع 0 = ز 


/ h 
f(a) = (a = ao) - (20+ c1) 
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3 وبناءً على ذلك‎ 
2hoco + hocı = ره)ت‎ - ao) - (©)'رة‎ 
ho 
وبا مثل‎ 
f(b) = bn = ba-1 + hn-1(Cn-1 + Cn) 


لذا فالصيغة (20.3) مع 1 -* = ز تعطي 











- @Qn- E 
f(b) = Al د‎ (2e1 + cn) + hn-1(en-1 + Cn) 
ت‎ 3 
= dn- aL 
- ا‎ + 2 
3 3 
hn-1Cn-1 + 2hn-1Cn = 3f'(b) - 7 (an — an-1) 

n-1 


تحدد الصيغة (21.3) والصيغ معًا 


3 
(©)كرة - (مه - 7 = رعوط + 2hoco‏ 
0 


لسمه - hre = 3 (b) - (a,‏ + بسك رولا 
n-1‏ 


النظام الخطى ط = ×۸؛ حيث 





2ho ho ل‎ 0 
ho لط +مة)2‎ hk 7! : 
0. .زط‎ 251+ 0935 52. : 
hn-2 2(ha-2+ hn-1) ° *hn-1 
امال‎ 2hn-1 
3 / 
(aı - ao) - 3f'(a) 
ho 
3 3 
j aE pF 0) 
0 
2 
b= 5 5 و‎ = | 
a an-1) - ES an-2) ٤ 


. 3 
زيرك‎ 0 an-1) 
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يغلب على المصفوفة 4 سمة القطرية» ولذلك فإنها تفي بفرضيات المبرهنة (19.6). من ثَمَّ فإن 
للنظام الخطي حلا واحدا ل:© © ,60 .مم 
يمكن إيجاد حل مسألة الشريحة التكعيبية مع الشروط الحدودية (0<)”/ = (20)"ى 
و(مد)”/ = (,د)"ى من خلال تطبيق الخوارزمية (5.3). 

Clamped Cubic Spline الشريحة التكعيبية المتشابكة‎ 

لإنشاء الاستكمال الداخلى للشريحة التكعيبية 5 الخاص بالدّالة ۴ » معرفًا عند الأعداد ,رد > ٠:‏ > :> د 
ولتحقّق ()"/ = (5')»0 و (ہ»)'۶ = (ند)'3؟ 

المدخلات؛ f(x1),..., a, = f(x”)‏ = ره ,لوداكر = وه Xo, X1,..., Xn;‏ زا 

المخرجات: رك ,ز٥‏ ,زط ,زه لكل 1 - ۸ ,...,0,1 = ز. 

إرشاد: 

(ر× - ×)رd‏ + (ر× - ×)ر‌ + (رعر - »)رط + ره = (×)رS‏ = (×) ى لکل اجر 5 + ك ز× 


1= 0,1,.:., ۸¬ 1 عند‎ 
hi = Xir ¬ Xi 
3(aı — ao)/ ho ح-‎ 0 
3FPN - 3(an, — an-1)/ hn-1 


) ( 9 ) ( : 
به ¬ (a‏ - إ(ره - —(a,‏ = به 
1 2 1+ 7 


(تنفذ الخطوات 4: 6:5 وجزء من الخطوة ۷ نظانًا خطيًا ثلاثي القطر باستخدام طريقة موضحة في 


i ).)7.6( الخوارزمية‎ 
0= 5 


zo = أمه‎ lo 
= 122... “= ] فقن‎ 
l= 2(xı1 - رهد‎ ¬ hi-1 i-1 ضع‎ 
Ai = hol li 
zı = (CG — hi-12ı-1)/ li 
ln = hn-1(2 ¬ (سمعر‎ 
Zn = (Qn — hn-12n-1)/ ln 


عند 0 ,...,2 -م,1 - j =n‏ 
ضع اجزعز يز ار 
3 /(رء2 + ربزع)رط - aj+ı - aj)l hj‏ 
3j)‏ )ا(ن ¬ €j+1‏ 
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مثال 2 


جدول 16.3 


استخدمنا فى المثال (1) شريحة طبيعية ونقاط البيانات (0© ,3) ,(2© ,2) ,(ء ,1) ,(1 ,0) لتكوين 
دالّة تقريب ()5 إلى "6 = (×)/» ومن ثم استخدمناه لتقريب ×4 "© 0/. سوف نقارن في هذا 
المثال بين أ. الشريحة المتشابكة لهذه الدّالة على [3 ,0] وب. تقريب التكامل المعطى من خلال 
تكامل الشريحة المتشابكة. 

ا مرة أخرى لدينا © = يه ,ع = يه e,‏ = ره ,0 = مه,1 = ۸2 = ۸ = 80 ,3 = 58. ولدينا 
*» = (*)”/ أيضّاء وأخيرًا 1 = (0)"/ و 63 = (203/. وعندئذ فإن المصفوفة 4 والمتجهات ط 
و× مبينة أدناه فى المبرهنة (12.3): 


20 2:10 O 3) - 2 
6 1 ALi 3)62- 2e + 1( 

x=la| 3 4-10 1 4 1| , b= |3(e?- 22+ e) 
C3 0: O 15 36 


وصيغة مصفوفة المتجه طا = ×4 مكافئة لنظام الصيغ 
(2 -3)6 = نح + 2c0‏ 
2e + 1)‏ -3)62 دي + co + 4c‏ 
3(e - 2e + e)‏ دى + cı + 4c2‏ 


c2 + 2c; = 2 E 
انيا نحصل على‎ 0 ٠1, ٥2,٥3 وبحل هذا النظام ل‎ 
co = (2e - 1262 + 42e - 59) 


cı = (- 4e + 24° - 65e + 28(‏ 
c= (14e - 3962+ 24€ - 8(‏ 
7e + 42e - 12e + 4)‏ -( د 
وبحل بقية الثوابت بالأسلوب نفسه فى المثال (1) نحصل على 
b2 = 0.34932619,‏ ,2.70446053 = رط ,1.00000000 = bo‏ 
do = 0.26789687, dı = 0.71223817, dı = 1.95655.‏ 
ونشاهد النتائج الكاملة في جدول (16.3). 


dj Cj زط‎ aj Xj 1 

0.26789687 0.45038496 1 1 0 0 
0.71223817 1.25407557 2.70446053 2.718281828 1 1 
1.95636455 3.39079008 7.34932619 7.389056099 2 2 
20.08553692 3 3 

وباستخدام قيم تقريبية للثوابت نحصل على الشريحة التكعيبية المتشابكة الموضحة من خلال 
الصيغة المجزأة 


67903 + 2ج0.45038 + × +1 إذا كان 1 > × > 0 
(م)ى حم (1 -ع)0.71224 + 1(2 - +)1.25408 + (1 - )2.70446 + 2.71828 إذا كان 2 > × > 1 
3 - )1.95636 +222 - :)3.39079 + (2 - :)7.34933 + 7.38906 إذا كان 3 > × > 2 
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مثال 3 


وإن الرسم البياني للشريحة المتشابكة و © = (×) متشابهان تمامًا إلى رتبة عدم وجود أي 
فرق. 
ب. لتقريب تكامل / على [3 ,0] الذي قيمته 
3 
e“ dx = e - 1 x 20.08553692- 1 = 2‏ 1 
0 
نجرَّئْ تكامل الشريحة المتشابكة. وعلى صورة المثال السابق» يمكننا استخدام حقيقة كون النقاط 
متساوية التباعد لنستنتج أن 


3 
1 
1 S(x) dx = (ao + aı + (يه‎ + 2020+ bı + b2) 
0 


1 1 
+ 30 + cı + c2) + 40+ dı + (يك‎ 


لذا فإن تقريب التكامل هو 
S(x) dx = )1 + 2.71828 + 7.38906( + 3a + 2.70446 + 7.34933(‏ 1 
0 


1 
+ j BEY 1.25408 + 3.39079( 


1 
+ (0.26790 + 0.71224 + 1.95636) 


.19.06677 = 
الخطأ المطلق في تقريب التكامل باستخدام الشريحتين المتشابكتين (018:060) والطبيعي (اaاuاة١)‏ 


Natural: |19.08554 - 19.55229| = 0.46675 7 


Clamped: |19.08554 - 19.06677| = 0.0187‏ 
عندئذ ولأغراض التكامل؛ فإن الشريحة المتشابكة أحسن بكثير. وعلينا ألا نفاجأ بذلك؛ لأن 
الشروط الحدودية للشريحة المتشابكة تكون على نحو محكم» أما في الشريحة الطبيعية فإننا 
نفترض» ولكون عت = (0)”/ أن 
e = 1‏ = (0)"ثير ع («)”ى =0 


و 
0 ع ةم = (3)”ثر ع (3)”ى =0 5 


ويستخدم المثال الآتي الشريحة لتقريب منحنى ليس له تمثيل دالي. 


يبيّن الشكل (10.3) البطة الحمراء فى حالة طيران. لتقريب المخطط العلوي للبطة؛ اخترنا نقامًا 
على امتداد المنحنى عبر المواضع التي نرغب في أن يمر بها المنحنى المقرب. ويبّين جدول (17.3) 
إحداثيات 21 نقطة مقارنة بنظام الإحداثيات المبين فى شكل (11.3). لاحظ استخدام نقاط إضافية 
عندما يتغير المنحنى بسرعة أكبر مما لو تغير ببطء. 
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شكل 10.3 


جدول 17.3 





(#أثر | 1.3 | 15 | 1.85 | 2.1 | 2.6 | 2.7 | 2.4 |2.15 |2.05 | 2.1 |2.25| 2.3 |1.95|2.25] 1.4 | 0.9 | 0.7 |06 | 0.5 |0.4 |0.25 


باستخدام الخوارزمية (4.3) لتوليد الشريحة التكعيبية الحرّة لهذه البيانات نحصل على المعاملات 
المبينة في الجدول (18.3). ومنحنى الشريحة هذا مشابه تقريبًا للمخطط الموضح في شكل (12.3). 


شكل 11.3 
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جدول 18.3 


شكل 3.12 
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شكل 13.3 





يعطي شكل «13.3) توضيحًا للمنحنى الذي ولد مستخدمًا كثيرة حدود لاجرانج للاستكمال 
الداخلي لتوفيق البيانات في جدول «17.3). وتتكون كثيرة حدود الاستكمال الداخلي في هذه 
الحالة من الرتبة 220 وتتغير بحدة منتجة ة توضيحًا غريبًا جدًا لظهر البطة سواءً عند طيرانها 
أو غير ذلك. 
































ولاستخدام الشريحة المتشابكة لتقريب هذا النحنى؛ سنحتاج إلى تقريبات اشتقاقية للنهايات. 
وحتى لو توافرت هذه التقريبات» يمكننا توقع تحسن طفيف؛ بسبب التوافق الكبير ما بين 
الشريحة التكعيبية الحرّة ومنحنى أعلى المخطط. ل 
إن إنشاء أخدود متشابك لتقريب أسفل المخطط للبطة الحمراء سيكون أصعب؛ لأن منحنى هذا 
الجزء لا يمكن صياغته على شكل دالّة ل*» وعند نقاط معينة لا يظهر المنحنى على نحو مدّسق. 
ويمكن حل المشاكل باستخدام شرائح منفصلة لتمثيل نقاط مختلفة للمنحنى» ولكن الحل الأكثر 
فاعلية لمنحنيات من هذا النوع سنتناوله في الفصل اتيم 

شروط الحدود المتشابكة عمومًا هي المفضلة عندما تقب الدّوال من خلال الشرائح التكعيبية؛ 
لذا يجب تقدير مشتقة الدّالة عند نهايات الفترة» وعند تساوي التباعد ما بين النقاط بالقرب 
من النهايتين» ويمكن إيجاد تقريبات باستخدام الصيغة (7.4 أو أي من الصيغ الأخرى المناسبة 
المذكورة في الفصلين (1.4 و 2.4). وعند عدم تساوي التباعد ما بين النقاط» فإن المسألة تغدو 
أصعب. 

وكي نختم هذا الفصل» فإننا ندرج صيغة حد الخطأ للشريحة التكعيبية مع الشروط الحدودية 
المتشابكة. ويمكن إيجاد برهان هذه النتيجة فى [57-58 .صم ,اسطء8], 
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مبرهنة 13.3 


لیکن [ط ,ه]*© ع ۶ وليكن 34 = |(٭)۹/|ہ»»»٭۳۵. إذا كان 5 استكمالًا داخليًا للشريحة 
التكعيبية المتشابكة الوحيدة ل /, بالنسبة إلى النقاطط = ,د > ٠٠٠‏ > ,+ > مد = ه» فإنه لكل 
× فى [5 ,4] يكون لدينا 


8 ضارا‎ - 5| > ma (xe - “ار‎ 


وينتج أيضًا حد خطأ من الرتبة الرابعة» وينتج أيضًا في حالة الشروط الحدودية الحرّة» ولكن 
من الصعوبة صياغتها. ( انظر [827-835 .مم ,82] ). 

ستعطي الشروط الحدودية الحرّة نتائج أقل دقة مقارنة بالشروط المتشابكة قرب طرفي الفترة 

[ة ,ندا مالم تكن الذالة / مقتربة من تحقيق 0 = (,7/")3 = (30)”/. ثمة بديل للشرط 

الحدودي الحرٌ - ولا يتطلب معلومات عن مشتقة 7- هو شرط اللاعقدة 01/-ه-/0 انظر 

([55-56 .مم ,12652]) . وهذا الشرط يتطلب كون (<)”5 متصلة عند 1× وعند 1-,,ة. 





مجموعة التمارين 4.3 


EXERCISE SET 
./)0 د‎ 0, fD=1, /)2 = 2 حدّد الشريحة التكعيبية الحرّة 5 التي تستكمل داخليًا البيانات‎ .1 
f(0 = 0, f(1 ١ - 1١/02 - 2 حدّد الشريحة التكعيبية التشابكة 5 التي تستكمل دخا لبيانات‎ .2 


وتحقق 1 = (2)", = (0)ء. 
3. أنشئ الشريحة التكعيبية الحرّة للبيانات الآتية: 





f )×( 55 x f(x) 
0.22362 8.3 | 2 
1.0 | 0.65809197 8.6 | 5 
2 ّ د.‎ ١ 
0.1 | -8 -0.5 | -0 
0.2 | 0.2838668 -0.25 | 5 
0.3 | 0.00660095 0 1.1010000 


0.24842440 0.4 
4. أنشئ الشريحة التكعيبية الحرّة للبيانات الآتية: 





f )×( ب‎ 4 f») 
- 0.25 | 3 0 1.00000 
0.25 | 081 0.5 | 2.71828 
1 f(x) 
ف‎ 
-1 0.86199480 0.1 | —-0.29004996 
-05 | 0.95802009 0.2 | -= 4 
0 1.0986123 0.3 | -0.814772 


67 | 0.5 
5. نتجت البيانات في التمرين (3) باستخدام الدوال الآتية» استخدم الشرائح التكعيبية التي 
أنشئت في التمرين 3) لقيم × المبينة لتقريب (*)/ و (*)/» واحسب الخطأ الحقيقي : 
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أ. ×1× = (×)/ والتقريب إلى (8.4)/ و (8.4)”/ 
ب. (2 - )مه = (×)۶ والتقريب إلى (۶)0.9 و (0.9)'/ر 
ج“ 1.101 + 4.0022 + »4.001 + تر = )م والتقريب إلى (!-)م و (4-)۶ 
د. 3-1 +222 - ×وه × = (×)۴ والتقريب إلى (0.25)/ و (0.25)/ 
6. نتجت البيانات في التمرين (3) باستخدام الدذوال الآتية» استخدم الشرائح التكعيبية التي 
أنشئت في التمرين (3) لقيم × المبينة لتقريب ()/ و (:)”/؛ واحسب الخطأ الحقيقي : 
أ. * = (×)/ والتقريب إلى (0.43)/ و (0.43)// 
ب. 1 + × - ”× + × - كير = («)م والتقريب إلى (0)/, و (0)' 
ج. ×3 - بدومه 2 = (×) والتقريب إلى (0.18)/ و (0.18)// 
د. 2 + 1)۲١‏ = («)/ والتقريب إلى (0.25)/ و (0.25)'/ 
7 أنشئ الشريحة التكعيبية المتشابكة مستخدمًا بيانات التمرين (4) وحقيقة كون: 
أ 1.116256 = )8.3( و 1.151762 = (8.6)'/ 
ب. 2.1691753 = (0.8)'/ و 2.0466965 = (1.0)/ 
ج. 0.7510000 = (0.5-)'/ و 4.0020000 = )0('/ 
د. 3.58502082 = (0.1)'/ و 2.16529366 = (0.4)'/ 
8. أنشئ الشريحة التكعيبية المتشابكة مستخدمًا بيانات التمرين (4) وحقيقة كون: 
أ. 2 -00)/ و 5.43656 = (0.5)/ 
پ. 0.437500 = (0.25-)'/ و 0.625000 - = (0.25)'/ 
ج. 2.8004996 - = (0.1)'ثر و 2.4533949 - = (0.3)'⁄ 
د. 0.15536240 = (1-)// و 0.45186276 = (0.5)/ 
9. كرّر التمرين (5) مستخدمًا الشرائح التكعيبية المتشابكة التي أنشثت في التمرين (7. 
0. كرّر التمرين (6) مستخدمًا الشرائح التكعيبية المتشابكة التي أنشئت في التمرين (8. 
1. تعرّف شريحة تكعيبية طبيعية 5 على [2 ,0] من خلال 
× - ×2 +1 = (×)وک إذا كان 1 > ير >0 
)8 | 13 -ع)ك4 +12 - b)× - 1( + c)×‏ +2 = («ارى إذا كان 2 > >1 
جد 4 .b, e,‏ 
2. تعرّف شريحة تكعيبية متشابكة 5 للدّالة / على [1.3] من خلال 
3 -+) -1(2 - )2 + (1 - )3 = (<يمد إذا كان 2 > × >1 
=| 23 -ع)ك + (2 - c)×‏ + )2 - ريط sı)*() = a+‏ إذا كلق 3 22322 
فإذا كان 3)/ = (1)'£ فجد 4 ,,ط ,4. 
3. تعرف شريحة تكعيبية طبيعية 5 من خلال 
13 -ع)هم - (1 -ع)8 +1 = (هامى إذا كان 2 > × > 1 


32 | 23 سن +22 - »)3 - (2 - عاط +1 = رار إذا كان 3 > × > 2 
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فإذا كان 5 يستكمل البيانات داخليًا (0 ,3) ,(1 ,2) ,(1 ,1) فأوجد 4 ,2,5 ,8 . 
4. تعرّف شريحة تكعيبية متشابكة 5 الخاص بالدّالة # من خلال 
×2 - 2×7 + ×8 +1 = (جر)وى إذا كان 1 > > 0 
OG DE 5150 ١‏ ديو ون EEE ADE TEGO‏ 
أوجد (0)'/ و 2)'/. 
15. أنشئ شريحة تكعيبية حرّة لتقريب 0573© = (×)/ مستخدمًا القيم المعطاة من خلال (×)/ 
عند 1.0 ,0.75 ,0.5 ,0.25 ,0 = ×. 

5 أنشئ تكاملًا للشريحة على امتداد 210,11 وقارن النتيجة ب 0 = ×4 :55مهه و. 

ب. استخدم مشتقات الشريحة لتقريب (0.5)// و (0.5)"/» وقارن هذه التقريبات بالقيم 
الحقيقية. 
6. أنشئ شريحة تكعيبية حرّة لتقريب 2 = (+)/ باستخدام القيم المعطاة من خلال (*)/ 
عند 1.0 ,0.75 ,0.5 ,0.25 ,0 = ×. 
أ. أنشئ تكاملًا للشريحة على امتداد 210,11 وقارن النتيجة ب 1/١‏ -1 = به »© . 
ب. استخدم مشتقات الشريحة لتقريب (0.5)/ و (0.5)/» وقارن هذه التقريبات بالقيم الحقيقية. 
7. كرّر التمرين (15) بإنشاء شريحة تكعيبية متشابكة بدلا من حرّة مستخدمًا 0 = (1)ثر = (0)//. 
8. كرّر التمرين ©16) بإنشاء شريحة تكعيبية متشابكة بدلا من حرّة مستخدمًا 1 - = (0)'» 
لوادت f1‏ 
9. افترض أن (*)/ كثيرة حدود من الرتبة 3. أثبت أن (<)/ هى شريحتها التكعيبية المتشابكة 
نفسهاء لكن لا يمكن أن تكون شريحتها التكعيبية الحرّة. 
0. افترض أن البيانات /((:*)/ ,:<)) تقع على خط مستقيم. ما الذي يمكن قوله حول الشريحتين 
التكعيبيتين الحرّة والمتشابكة للدّالة ۶ ؟ إرشاد: خذ تلميحًا عن نتائج التمرينين (1 و 2. 
1. مفترضين التقسيمات 0.1 = 2× ,0.05 = × ,0 = مد ل [0,0.1]» أوجد دالة استكمال داخلى 
خطي مجرا ۴ إلى “© = (۶)۸. قرّب :«ك **© ' مل ب ×4 ۴)١‏ "٠ل‏ وقارن النتائج بالقيمة الحقيقية. 
2. لیکن [(4,5]*© © / ولتكن النقاط ۵ = ,ند > ٠٠٠‏ > × > 0× = »© معلومة. اشتق تقديرًا للخطأ 
مشابهًا لما في المبرهنة 13.3)» لدالة استكمال داخلي خطي مجزأة /. استخدم هذا التقدير 
لاشتقاق حدود خطأ من التمرين (21). 
3. أنشئ توسيعًا للخوارزميات (4.3) و 5.3) لتشمل -ضمن المخرجات- المشتقتين الأولى 
والثانية للشريحة عند النقاط 
4. أنشئ توسيعًا للخوارزميتين (4.3) و (5.3) لتشمل -ضمن المخرجات- تكامل الشريحة على 
امتداد الفترة .× ,0ندا. 
5. مفترضين التقسيمات 0.1 = × ,0.05 = × ,0 = ود ل [0.1 ,0] و 226 = (دامر: 
أ. أوجد الشريحة التكعيبية 5 مع الشروط الحدودية المتشابكة التي تستكمل داخليًا /. 
ب. أوجد تقريبًا إلى رن *ء "| من خلال حساب حك (»)ء ''). 


0.1 0.1 
f(x) dx — / O 
0 0 


ج. استخدم المبرهنة (13.3) لتقدير |(×)ء - (×) ۶| »,ء0 قم و 
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د . حدّد الشريحة التكعيبية 5 مع شروط حدودية حرّة» وقارن 1.04081077 = 94" ,(0.02)؟ , (5)0.02 
6. لتكن الذالة 7 معرفةً على [14,5» ولتكن النقاط 6 = «* > * > 0× = © معلومة. أثبت أن 
دالة شريحة الاستكمال الداخلي التربيعية ية 5 تتشكل من كثيرة حدود تر 
وكثيزة خادون:تربيعية So(x) = ao + bo(x - xo) + co(x - xo)‏ في [xo, xı]‏ 

[xı, x2] ف‎ Sı(x) = ره‎ + bı(x — xı) + cı(x — x1) 
S(xo) = f(xo), S(x) = f(x) و‎ Sx) = f(x) © 2 
S € C'[xo, x2] (ii) 1 
روط ,مه‎ >0, ٩1, أثبت أن الشرطين () و (1) يؤديان إلى خمس صيغ في ستة مجاهيل © .رط‎ 
تكمن المشكلة في تقرير الشرط الإضافي الذي نفترضه لجعل الحل وحيدًا. فهل الشرط‎ 
يؤدي إلى حل ذي معنى؟‎ 5 C*[xo, x2] 
f(1) = 1(0) = 0 .استخدم التمرين 20) لتحديد شريحة تكعيبية 5 تستكمل داخليًا البيانات‎ 27 
.5")0( = 2 وتحقق‎ /)2( = 2 
أ. تضمنت مقدمة هذا الباب جدول يضم عدد السكان للولايات المتحدة للأعوام 0 إلى‎ .8 
1930 استخدم استكمال داخليًا للشريحة التكعيبية لتقريب عدد السكان في السنوات‎ .0 
و1965 و2010.‎ 
ب. عدد السكان عام 1930 كان 123,203,000 تقريبًا. فما دقة أرقام السنتين 1965 و 2010؟‎ 


9. تتحرك سيارة على طريق مستقيم » وتسجل بياناتها عند نقط كثيرة. وتظهر هذه البيانات 
في ا الآتي» حيث يظهر الزمن (©10]) بالثانية» المسافة (015]8008) بالقدم» والسرعة 
(960م5) بالقدم لكل ثانية. الوقت 0 3 3 8 |13 

993 | 62 585 AS a المسافة‎ 

السرعة 7B‏ 80 74 |72 
أ. استخدم شريحة تكعيبية متشابكة لتخمين موقع السيارة وسرعتها عند الثانية العاشرة 
10s‏ =. 


ب. استخدم مشتقة الشريحة لتحديد ما إذا كان يمكن للسيارة أن تتجاوز سرعة «/نس-55 على 
الطريق. وإذا كان ذلك فما المرة الأولى التى تتجاوز فيها السيارة هذه السرعة؟ 

ج. ما السرعة القصوى المتوقعة لهذه السيارة؟ 

0. فاز حصان يدعى 0065ل 571814 في سباق الخيول (ا065 ر)٥ںا٢»)‏ لعام 4 في وقت 
6 (دقيقتين و4.06) في سباق 1.25 ميل. والزمن عند نقطة (علامة) ربع الميل» نصف الميل» 
والميل» كانت 0:22.99 و 0:46.73 و 1:37.35 على التوالي. 

ا . استخدم هذه القيم معًا عند وقت الانطلاق لإنشاء شريحة تكعيبية حرّة لسباق ههل 51084. 
ب. استخدم الشريحة لتخمين الزمن عند نقطة ثلاثة أرباع الميل» وقارن ذلك بالزمن الحقيقي 
ا الشريحة لتقريب سرعة انطلاق 0765ل 8834 وسرعته عند خط النهاية. 

1. من المعتقد أن الكميات العالية من حمض التنتلك في أوراق أشجار البلوط البالغة تعيق و 
يرقات عة ã‏ الشتاء ) Operophtera bromata L., Geometridae‏ ) التي تؤذي هذه الأشجار كثيرًا فى 
سنوات معينة. يبين الجدول الآتي معدل وزن عينتين من هذه اليرقات خلال الأيام 28 4 
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بعد ولادتها. أخذت العينة الأولى من يرقات تربّت على أوراق بلوط طريّة (حديثة)» حيث 
تربت العينة الثانية على أوراق بالغة (عتيقة) من نفس الشجرة. 

أ. استخدم شريحة تكعيبية حرّة لتقريب منحنى معدل الوزن لكل عينة. 

ب. أوجد أعلى معدل وزن تقريبي لكل عينة من خلال إيجاد القيمة القصوى للشريحة. 


اليوم 0 6 10 3 | 17 20 28 
معدل وزن العينة (2) بالملجم 6.67 3 | 42.67 3733| 30.10 | 29.31 | 28.74 
معدل وزن العينة (1) با للجم 6.67 1 | 18.89 15.00 | 10.56 | 9.44 8.89 








2. طلب تقدير الجزء العلوي من هذا الوحش الأرستقراطي باستخدام استكمالات داخلية 
لشريحة تكعيبية متشابكة. وقد رسم المنحنى على مخطط شبكي»› وبني الجدول منه. استخدم 
الخوارزمية (5.3) لإنشاء الشرائح التكعيبية المتشابكة الثلاثة. 





> 
5 10 15 20 25 30 1 
3 النحنى1 المنحنى 2 اللمنحنى‎ 
f(x) f(x) x i f(x) f(x) x i f0 f) x i 
0.33 41 2T7 0 3.0 4.5 17 0 1.0 3.0 1 0 
4.3 28 7.0 20 1 ا‎ 2 1 
4.1 29 2 6.1 23 2 3.9 5 2 
ا‎ 30 30 3 5.6 24 3 4.2 6 3 
58 25 4 57 7 4 
5.2 27 3 6.6 8 5 
-4.0 4.1 27.7 6 EL 10 6 
6.7 13 7 
-7 4.5 17 8 


3. كرّر التمرين (32)» ولكن بإنشاء ثلاث شرائح طبيعية مستخدمًا الخوارزمية (4.3). 
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ليس ممكنًا استخدام أي من الأساليب التي تطوّرت في هذا الفصل لتوليد منحنيات بالصيغة 
التي نراها في شكل (14.3)؛ لأن هذا المنحنى لا يمكن الصيغة عنه بوصفه دالة لأحد الوسيطات 
التنسيقية بدلالة الآخر. سوف نرى في هذا الفصل كيف تمثل منحنيات عامة باستخدام وسيط 
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شكل 143 2 


مثال 1 


جدول 19.3 


للتعبير عن كل من متغيري إحداثيات -× و-. ويمكن توسيع هذا الأسلوب ليمئّل منحنيات 
عامة وأسطحًا في فضاء. ويكون أسلوب الوسيط المباشر لتحديد كثيرة حدود أو كثيرة حدود 
مجزأة لريظ الثقاط (منز ,بذ ), ...,(71 ,1:<) ,(20 ,0×) وفق ترتيب محدد مستخدمًا وسيط ٤‏ على 
فترة [ہ1 lt,‏ مع o ê‏ > وق > ثم إنشاء دوا تقريب 

مع ()× = ندو (1)ر = زر لكل ۸ ,...,0,1 = غ1 

يعرض المثال الآتي ذلك الأسلوب في حالة كون كل من دالتي التقريب كثيرة حدود لاجرانج 
للاستكمال الداخلى. 








أنشئ زوجًا من كثيرات حدود لاجرانج لتقريب المنحنى على صورة الشكل (14.3) مستخدمًا نقاط 
البيانات الظاهرة على المنحنى. 

هناك مرونة فى اختيار المتغيّره وسوف نختار النقاط 0-:[8! المتساوية التباعد فى [1 ,0]ء التى 
تعطي البيانات في جدول (19.3). 


4 3 2 1 0 0 

1 0.75 0.5 0.25 0 1 

1 0 1 0 -1 xi 
-1 0 0.5 1 0 Yi 


وهذا ينتج كثيرات حدود استكمال داخلي متداخلة 


:)¥ -ء (مه »,)2 -((( =0« 
116 64 
E): 11):‏ -)48 +$ ((( =3 
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شكل 15.3 


إن نظاما ناجحا نرسوم الحاسوب 
يحتاج لأن يكون مبنيًا على أساس 
مبرهنة رياشية منتظمة بحيث تكون 
الذئاتج متوقعة. ولكن هذه المبرهنة 
يتمكن الرسام من تأسيس التصميم 
وفقا للافتراض 
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وعند رسم هذا النظام الوسيط نحصل على الشكل البياني الموضح بالأزرق في شكل (153. ومع 
أنه يمر عبر النقاط المطلوبة : وله الشكل الرئيس نفسه. فإنه لا يتعدى التقريب الخام (الابتدائي) 
للمنحنى الأصلي. سيتطلب التقريب الأدق نقاطًا إضافية » مع زيادة مرافقة بالحسابات. 


(x(D, y(0) 





ويمكن توليد منحنيات هرمايت والشريحة بالأسلوب نفسه. ولكنها تتطلب جهودًا حسابية 
واسعة أيضًا. تتطلب التطبيقات في الرسوم الحاسوبية توليدًا سريعًا لمنحنيات ملساء يمكن 
تعديلها بسهولة وسرعة. ولغرض حسابي وجمالي؛ فإن تغيير جزء واحد من هذه المنحنيات 
يجب ألا يكون له أثر ولو قليلا في بقية أجزانها. يلغي هذا استخدام كثيرات حدود استكمال 
داخلي أو الشرائح؛ لأن تغيير أحد الأجزاء يؤثر في المنحنى كله. إن اختيار منحنى الاستخدام 

في الرسم الحاسوبي يكون غالبًا عبارة عن صيغة لكثيرة حدود هرمايت التكعيبية المجزأة. 
ويحدد كل جزء من كثيرة حدود هرمايت التكعيبية كليًًا من خلال وصف أطرافها والمشتقات 
عند الأطراف هذه. ويمكن لجزء واحد من المنحنى أن يتغير نتيجةً لذلك. حيث يترك غالبية 
المنحنى على حاله. وتحتاج الأجزاء المتجاورة إلى التعديل؛ لضمان الملوسة عند الأطراف فقط. 
ويمكن تنفيذ الحسابات سريعًاء ويمكن تعديل المنحنى جزءًا بعد آخر. تحتاج مشكلة استكمال 
هرمايت الداخلى إلى وصف المشتقات عند الأطراف لكل جزء من المنحنى. لنفترض أن المنحنى 
له 1 + ۸ من نقاط البيانات ((«ا)« ,(.4)*), ...,((40)ز ,(40)*)ء ونرغب في تحديد معالم الكعب 
لاستيعاب سمات معقدة. ويجب وصف ()'× و (:) "ر لكل « ,...,1 ,0 = : بعد ذلك. 

هذا ليس صعيًا على الصورة التي تبدو لناءٍ الكل عبر يكو مان وعلينا ضمان أن 
الشتقات عند الأطراف لكل جزء تماثل تلك التي في الجزء المجاور فقط. وأخيرًا نستطيع تبسيط 
العملية لتكون عبارة عن تحديد زوج من كثيرات . حدود هرمايت التكعيبية في الوسيط ؛ في 
الأساس. حيث إن 0 = مء و 1 = ١ء‏ علمًا أن بيانات الأطراف ((0) ,(2)0) و ((1)« ,(1)) 
والمشتقات (0 = ؛غه) 42/4 و (1 = .dy/ dx (at!‏ 
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شكل 16.3 





لاحظ أننا نعرّف ستة شروط فقط» وأن كثيرات الحدود التكعيبية في ()× و (/0ا لكل منها 
أربعة وسيطات» ليصبح المجموع ثمانية. وهذا يوفر مرونة في اختيار زوج من كثيرات حدود 
هرمايت التكعيبية لتحقيق الشروط؛ كون الصيغة الطبيعية لتحديد (7)* و (4) تتطلب منا وصف 
(2")0(,”)1 ,(1)'* ,(0)/×. يتطلب منحنى هرمايت الواضح في × ول وصف المحصلات 

(1) 2 "0 

0 95 = اك 
وعند ضرب (0)'× و (0)'ر فى عامل قياس مشترك» فإن خط المماس للمنحنى عند ((2)0 ,(8:)0) 
يبقى نفسه» لكن يتغير شكل المنحنى. وكلما كان عامل القياس أكبر» يكون المنحنى أقرب فى 
تقريب خط المماس من ((0)ر ,(0)*). وتظهر حالة مشابهة عند نقطة النهاية الأخرى ((1)ر ,(1):<). 
ولزيد حول تبسيط العملية في الرسوم الحاسوبية المتداخلة» فإن المشتقة عند نقطة نهاية تبسط 
مستخدمة نقطة ثانية (وتدعى نقطة الدلالة 1140174) على خط التماس المطلوب. وكلما كانت 
نقطة الدلالة بعيدة عن النقطة» أصبح بإمكان المنحنى تقريب خط المماس أكثر من النقاط. 
تظهر النقاط عند (0ر ,0×) و (1,۷1*×) في شكل (16.3)» ونقطة الدلالة ل (xo, Yo)‏ هي 
(0 + وا ,مه +20), ونقطة الدلالة ل( *) هي (61 - إلا .1ه ¬1 . إن كثيرة حدود هرمايت 


التكعيبية (/)* على [1 ,0] تحقّق 
به 10-2 oo,‏ د00 x(0) = xo, x(1)= xı,‏ 





ت a‏ 2912 يه 
= (1 = )ست فقط 


(Xo + Co,Yo + Bo) 


(Xo. ¥o) 





وكثيرة الحدود الوحيدة التي تحقق تحقق هذه الشروط هي 
)22.3( مد + aı)]f + ] 3), - xo) - (@ı + 200([/2 + aot‏ م + x(t) = [2(xo — x1)‏ 
وبالأسلوب نفسه» فإن كثيرة الحدود التكعيبية الوحيدة التي تحقق 
yo, y(D= yı, )0(- fo, y'(1) = Bı‏ -(0)ر 
تكون 
yı) + (Bo + B01? + ] 3) - yo) = (8ı + 260([/2 + Bot + Jo (23.3)‏ - و20 ] = y(t)‏ 
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(0.25,0.25) 5 
(0.25 ,0.75( » م 5 كه" 
5 1 بلللم ےا > + 
1 2 1 7 3 1 
J4 J4‏ 
02,2 
9 2 +2 
2 
1 
5 
2 
۴ 
7 
و" 18 1-2 
1 ا 
2 ا )0.5 ,0.5( 
ًر ر 
, ر 
5 0 
ر ر 
1 7 
> 1 ا 7077ب تت ون يجيي صر 
(E 2 6‏ 
x‏ 5 
يذ 5 
٠. 3‏ 
5 ۰ 
5 ۰ 
3 5 
٠. 5‏ 
e -1 + 3‏ لك ات 
(2-1) (1-,2) 
(ج( )د( 
مثال 2 تبين الرسوم البيانية في الشكل 17.3 بعض الإمكانات لمنحنيات أنتجت من خلال الصيغ (22.3) 


و 23.3) عندما تكون النقاط هي (0 ,1) و (0 ,0) ومقدار الميل عند هذه النقاط1 و -1 على التوالي. 
إن تبيان الميل عند الأطراف يتطلب كون 60 = مه و 81 = » فقط؛ لأن النسب 60 / 00 و 81/ 1ه 
تعطي على التوالي الميل عند يسار الأطراف ويمينها. .- 
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كان بيير آيتن بيزير (1910-1999) 
PierreEtienne Be'zier‏ رئيسا 
للتصميم ولإنتاج في شركة 
ريئو للسيارات معظم حياته 
المهئية. بدأ بحثه في التصميم المدعم 
بالحاسوب والتصنيع عام 1960. 
مطؤرا أدوات فاعلة في تصميم 
النحنى والسطح وأسس طريقة 
توليد حاسوبية في ثلاثة اتجاهات 
(3D)‏ لنماذج 'لسيا ارات 


من إيجابيات منحئيات بيزير 
5*2 التي تحمل اسمه. 
أنها تستند إلى مبرهنة رياضية 
دقيقة. ولا تحتاج لأن تكون 
مائلة كليا امام النقطة بالتطبيق 
الذي يريد عمل منحنى أو سط 
تتحقق فيه الافتراضات. هذه 
المنحنيات هي القاعدة لنظام 
هوامش Adobe Postsorip!‏ 
القوي. حيث تنتج النحنيات 


اليا وتظهر في العديد من 
برمجيات التصاميم الحاسوبية. 
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والأسلوب المعياري لتحديد منحنيات في حالة رسوم بيانية متداخلة هو استخدام الفأرة أولا أو كرة 
المسار ||801681)] لتحديد النقاط ونقاط الدلالة لتوليد التقريب الأول للمنحنى. ويمكن تحديد هذه 
يدويًاء ولكن معظم أنظمة الرسوم البيانية تسمح نك باستخدام جهاز الإدخال لرسم المنحنى على الشاشة 
تلقائياء وسوف تختار النقاط ونقاط الدلالة المناسبة لهذا المنحنى التلقاثي 
ويمكن المناورة بالنقاط ونقاط الدلالة فيما بعد لمواضع تستطيع إنتاج منحنى ذي شكل مقبول. ولكون 
الحسابات بحدها الأدنى. فإن المنحنى يمكن تحديده سريعًا: حيث يمكن فضلا عن ذلك ملاحظة 
التغيير الناتج حالا. والأكثر من ذلك» فإن جميع البيانات المطلوبة لحساب المنحنيات يتوقع وجودها 
في الإحداثيات ونقاط الدلالة» ولا يتطلب الأمر معرفة تحليلية لمستخدم النظام أخيرًا. 
مج الرسوم البيانية المشهورة هذا النوع من الأنظمة لتمثيل رسمها البياني التلقائي بصيغة 
صيغة إلى حد ما. وتكعيبات هرمايت موضحة على أنها كثيرات حدود بيزير ,86'216 التى تدخل 
عامل قياس 3 عند حساب الاشتقاقات عند نقاط النهاية. وهذا يختزل الصيغ الوسيطة إلى ٠‏ 

x(4) = ] 2) - xı) + 3(ao + 3/[(ره‎ + ]3) - xo) - 2:[(مه2 + رم)ة‎ + 30o + xo 
(24.3) 


وتستخدم برا 


3Bof + Yo‏ + 2/[(و28 + ر3)8 - [2(yo ¬ yı) + 3(Bo + BJF + [3(yı - yo)‏ = رار 


)253( 
إلى 1 > ٠0 > ١‏ لكن هذا التغيير يكون واضحًا لمستخدم النظام. 

تُنشئ الخوارزمية (6.3) مجموعة منحنيات بيزير معتمدة على الصيغ الوسيطة في المعادلتين 
(24.3 و 25.3). 


منحنی بیزیر Curve‏ عاعع8 
لإنشاء منحنيات بيزير التكعيبية »©,-١‏ 


(xD, yD) = 0 5 a, + afr? + a, 5 5 ولام‎ + B2 + لذن‎ ( 


, ...€0 بصيغة متغيرة» بحيت ٤٥:‏ ممثلة كالآتى: 


ل ١‏ > ؛ > ٠0‏ حيث إنها محددة بنقطة الطرف الأيسر (:( :×)ء نقطة الدلالة اليسرى ( "¥ , /32) 
نقطة الطرف الأيمن (1+:ا ,1 +:*)» ونقطة الدلالة اليمنى لبا ) لكل 1 ¬۸ ...1 ,0 i=‏ 
المدخلات (77 2۰× ), ° (Xar Yn); (Xor Yg‏ 
المخرجات: المعاملات (0ط ,إط ,0ط ,انط ,لله الله ,7ه ,(يه لكل 1 -” > i‏ > 0) 


محل ولق ا RO‏ اد لوز (Xo,‏ زر 


«i= 0,1,... 


أنشئ الخطوتين 2 و 3. 
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(ر ¬ 3)77 


2 e SR 237( 


س 
ج 
0 

كصب 


3): + Yi ¬ 277) 
ربد‎ - Xj + 3X - 3| 


3Y — 3Y‏ + إلا - ربزلا 


رجات (لإط ,الإ ,۳ط ,1 ,الله ,الله a,‏ ,7 


77 





ا 
تتكون المنحنيات الثلاثية الأبعاد بطريقة مماثلة بواسطة تعيين مركبات إضافية ل 20 و21 
للعقد» و 10 +20 و ۲١‏ -2 للنقاط الدالة. وتعتبر المسألة الصعبة المتضمنة تمثيل المنحنيات 
ثلاثية الأبعاد في فقدان البعد الثالث عند رسم المنحنى على شاشة الحاسوب ثنائية الأبعاد. 
تستخدم تقنيات متعددة ومختلفة» ولكن هذا الموضوع يقع ضمن واقع الرسوم البيانية الحاسوبية. 
وللحصول على مقدمة لهذا الموضوع وطرق إمكانية تعديل هذه التقنيات عند تمثيلها على السطوح 
المستوية» يرجى الرجوع إلى الكتب المتعددة حول أساليب رسومات الحاسوب البيانية مثل 
[Hill, F]‏ أو .„[FVFH]‏ 





مجموعة التمارين 5.3 EXERCISE SET‏ 
1. لتكن (0,0) = (0« ,0×) و (5,2) = (رر ,») نقاط نهاية منحنى. استخدم نقاط الدلالة أدناه 
لإنشاء تقريبات هرمايت التكعيبية الوسيطة ((/)4(,2)<) للمنحنى» وارسم التقريبات : 
أ )6,1( و 1,1) ب.(5.5,1.5) 9 (0.5,0.5) 
ج. (6,3) و (1,1) د. (7,0) و (2,2) 
2 كرّر التمرين (1) مستخدمًا كثيرات حدود بيزير التكعيبية. 
3. أنشئ كثيرات حدود بيزير التكعيبية معتمدًا الأطراف ونقاط الدلالة الآتية وارسمها: 
أ. النقطة (1 )مع نقطة دلالة (1.25 ,1.5) للنقطة (2 ,6) مع نقطة دلالة (7,3). 
ب. النقطة (1,1) مع نقطة دلالة (1.5 ,1.25) للنقطة (6,2) مع نقطة دلالة (5,3. 
ج. النقطة (0,0) مع نقطة دلالة (0.5,0.5) للنقطة (4,6) مع نقطة دلالة داخلة (3.5,7) ونقطة دلالة 
خارجة (5 ,4.5) للنقطة (1 ,6) مع نقطة دلالة (7,2). 
د. النقطة (0,0) مع نقطة دلالة (0.5,0.5) للنقطة (2,1) مع نقطة دلالة داخلة (1 ,3) ونقطة دلالة 
(1 ,3) للنقطة (0 ,4) مع نقطة دلالة داخلة (1,5) ونقطة دلالة (1-,3) للنقطة (1-,6) مع نقطة دلالة 
(0.25-,6.5). 
4. استخدم البيانات في الجدول الآتي والخوارزمية (6.3) لتقريب شكل الحرف 66: 
il x | | ©: | Bı | ©: |]‏ 


دا 





ات س دا دن خډ 
تم ب ذم ضا 
ما دم دم 
امأ مث ہا من 
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5. افترض أن كثيرة حدود بيزير التكعيبية قد وضعت عبر النقاط (<« ») و (را ») مع نقاط 
دلالة 0 .,) و (ره .ي» على التوالي. 1 
أ. اشتق الصيغ الوسيطة ل ()» و ۷)9 مفترضا أن 


u(0) = uo, »)1( = رون‎ »)0( = u — ,وس‎ 4(1) = u3 — u2 
,مه = (0)ن‎ v)1(= و اه -ضة > (2')1 ,وله رن = (2")0 ,ونه‎ 
ب. لتكن :» = (:4)/ لكل 0,1,2,3 = :و به = (:4)ع لكل 0,1,2,3 = : . أثبت أن كثيرة حدود‎ 
.)( برنستاين من الرتبة 3 فى ۲ل / هى (7):» وكثيرة حدود برنستاين من الرتبة 3 فى ۲ ل 8 هى‎ 
ا‎ ٠ )1.3 (انظر تمرين 29 من الفصل‎ 


Survey Methods and Software مسح الطرائق والبرمجيات‎ 3 ET 


بحثنا في هذا الباب تقريب دالة ادم كثيرات حدود وكثيرات حدود مجزأة. ويمكن 
وصف الدّالة من خلال صيغة تعريفية أو من خلال تهيئة نقاط في السطح يمرٌ من خلالها الشكل 
البيانى للدّالة. 
إن مجموعة النقاط ,:د , ...1× ,0× معطاة في كل حالة؛ وإن معلومات أخرى كقيمة مشتقات 
مختلفة» > يمكن أن تكون ضمن المتطلبات أيضًا. نحن بحاجة إلى إيجاد دالّة تقريبية تحقق 
الشروط المحددة من قبل هذه البيانات. إن كثيرة حدود استكمال داخلي P(x)‏ هي كثيرة حدود 
ذات أقل رتبة وتحقق للدّالة f‏ 

iSO عضي‎ SPD ل‎ 

ومسع أن كثيرة الحدود هذه هي استكمال داخلي وحيد» فإنه يمكن أن تأخذ ضا مختلفة. 
وصيغة لاجرانج غالبا ما تستخدم في جداول استكمال داخلي عندما تكون 7 صغيرة» وفي 
اشتقاق صيغ لتقريب المشتقات والتكاملات أيضًا. وتستخدم طريقة نيفيل في حساب الكثير من 
كثيرات الحدود المستكملة داخليًا عند نفس القيمة ل+*. وتكون صيغ نيوتن لكثيرات الحدود 
أكثر تناسبًا للحساب» وتستخدم على نحو واسع لاشتقاق صيغ لحل الصيغ التفاضلية أيضا. 
ويتسم استكمال داخلي كثيرة حدود بحالة ضعف تكمن في التذبذب» خصوصًا إذا كان عدد 
النقاط كبيرًا. ويمكن تطبيق طرائق أخرى فى هذه الحالة. 
تستكمل كثيرات حدود هرمايت الدّالة ومشتقاتها عند النقاط داخليًا. ويمكن أن تكون دقيقة 
جدًا» لكن ذلك يتطلّب معلومات أكثر حول الدّالة المراد تقريبها. وعندما يكون هناك عدد كبير 
من النقاط» فإن كثيرات حدود هرمايت معرضة لحالة ضعف التذبذب أيضًا. 
أكثر صيغ الاستكمال الداخلي شيوعًا في الاستخدام هي استكمال داخلي كثيرة حدود مجزأة. 
فإذا توفّرت قيم الدّالة والمشتقة ؛ فإنه ينصح باستكمال هرمايت الداخلي التكعيبي. إنها الطريقة 
الفضلى لقيم استكمال داخلي الدّالة» التي تمثل حل صيغة الاشتقاق. وعندما لا يتوافر سوى قيم 
الدّالة » فإنه يمكن استخدام استكمال داخلي الشريحة التكعيبية الحرّة. هذا يجبر المشتقة الثانية 
للشريحة لتصبح صفرًا عند الأطراف. وتتطلب شرائح تكعيبية أخرى بيانات إضافية . ويحتاج 
الشريحة التكعيبية التشابكية إلى قيم مشتقة الدّالة عند الأطراف للفترة على سبيل المثال. 
هناك طرائق استكمال داخلي أخرى شائعة الاستخدام مثل الاستكمال داخلي مثلثاتي » وبالتحديد 
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تحول فورير السريع Fast Fourier Transform‏ الذي سيتناول في الباب الثامن» ويستخدم 
كميات كبيرة من البيانات عندما تكون الدّالة ذا طبيعة دورية. . ويستخدم الاستكمال الداخلي من 
خلال دوالٌ معقولة أيه . وإذا حصل شك في دقة البيانات» فإن أساليب الملوسة يمكن تطبيقهاء 
وينصح عندئذ باستخدام بعض صيغ المربعات الصغرى 50008188 8381| لتوفيق البيانات مثل 
كثيرات حدود» دوال مثلثاتية» دوال معقولة» وفجرائج يمكن استخدامها فى المربعات الصغرى 
لتوفيق البيانات. وسوف نتناول هذه المواضيع في الباب الثامن. تستند برامج نمطية الاستكمال 
الداخلي في مكتبة 1151| إلى الكتاب 
"A Practical Guide to Splines by Carl de Boor [Deb2]"‏ وا استخدام استكمال داخلي من 
خلال مإ تكعيبية. . ويُستخدم النمط البرامجي 05056 لاستكمال داخلي من خلال شرائح 
تكعيبية مع شروط إنهاء ثتا اح للمستخدم؛ 08۶۴۴ هو لاستكمال داخلي من خلال شرائح تكعيبية 

مع فسروط إنهاء دورية» و051128 هو لاستكمال داخلي من خلال كثيرات حدود هرمايت شبه 
المجزأة. والنمط البرامجي 0 يدمج ما بين الخوارزميتين (4.3 و5.3). والنمط البرامجى 
7 يستخدم شرط اللاعقدة الذي ذُكر في نهاية الفصل 4.3). وهناك شرائح تكعيبية لتقليل 
التذبذبات والإبقاء على التقعر أيضًا . وطرائق استكمال داخلي في اتجاهين من خلال شرائح 
ثنائية التكعيب موجودة ايا 

تتضمن مكتبة http:/www.netlib.org NAG‏ ر نمطية فرعية ,ااه اء مثل 
۴۴ لاستكمال داخلي كثيرات حدود وهرمایت؛ EONBAE‏ لاستكمال داخلي شرائحي تكعيبي 


و E01BEF‏ لاستكمال داخلي هرمايت التكعيبي المجرّأ. . يُستخدم النمط البرامجي الفقرةي 
۴ لاستكمال داخلي لبيانات عند نقاط متساوية التباعد. أما النمط البرامجى ى الفقرةي 


۴ع فيطبق على بيانات عند نقاط غير متساوية التباعد. ويتضمن ١86‏ را نمطية 
جزئية لاستكمال داخلى من دوال بمتغيرين یک 

وتحتوي المكتبة netlib‏ على البرامج النمطية الجزئية 16501.1اه من خلال الحزمة )ممم 
لحساب الشريحة التكعيبية مع شروط مختلفة الأطراف. ومن خلال الحزمة ءهاء؛ فإن t.fمiام‏ 
يعطي معامل فروقات نيوتن المنقسمة لنقاط بيانات متقطعة (منفصلة)؛ ونجد برامج نمطية فرعية 
مختلفة لحساب كثيرات حدود هرمايت المجزأة من خلال الحزمة منطءم/8]66او. 

ويمكن استخدام دالة 8 التي هي 1 لاستكمال داخلي لجموعة نقاط بيانات 
متقطعة» باستخدام أقرب استكمال داخلي مجاور» أو استكمال داخلي خطي » أو استكمال شريحة 
داخلي تكعيبي » أو استكمال داخلي تكعيبي. مخرجات ۱|N۲E۸۴1‏ کی حدود قيد الحساب 
عند مجموعة نقاط متقطعة. ويمكن استخدام 50117517 المبني على تقريب المربعات الصغرى 
(انظر الفصل 1.8) لإيجاد اة اواك داخلي من الرتبة « على الأكثر» ويمرٌ عبر 1 +7 من 
النقاط المحددة. ويمكن إنتاج شرائح تكعيبية مع الدّالة لااام5. يمكن استخدام 1م103 لإنشاء 
كثيرة حدود استكمال داخلى مستخدمًا الأوامر >interp(X,Y,x);‏ 
حيث × عبارة عن النقطة [xO], x[11,.., x[nl] ٠‏ 
و۷ عبارة عن النقطة [f(x[O]), f(x[11),..., f(x[n)]‏ 
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و× هو المتغير قيد الاستخدام. ويمكن إنشاء الشريحة التكعيبية الطبيعية مع ©1131 أيضًا. أدخل 
أولا 

>readlib(spline); 
لجاهزية الحزمة. ومع × و المبينين في المقطع السابق» فإن الأمر‎ 

>spline(X,Y,x,3); 
تنشأ الشريحة التكعيبية الطبيعية التى تستكمل داخليًا‎ 

Y = [y[0],.., y[n]] ,...,[0]»ة = ا و‎ x[nl] 
حيث × هو المتغير» والعدد 3 يشير إلى رتبة الشريحة التكعيبية. ويمكن إيجاد شرائح ية‎ 
تربيعية أيضا.‎ 
وتعود‎ Davis ]122[ و‎ Powell ]Po] المراجسع العامة للطرائق فى هذا الفصل من تأليف‎ 

الورقة حول الشرائح إلى [500] .Schoenberg‏ هذه كتب مهمة حول الشرائح من تأليف 
«Schultz [Schul], De Boor [Deb2], Diercx [Di], Schumaker [Schum]‏ 





الاشتقاق والتكامل العدديان 
Numerical Differentation and Integration‏ 


مقدمة 
يُصنع السقف الموج بضغط لوح الألمنيوم الستوي ليصبح مموجّاء مقطعه العرضي على شكل 
موجة الجيب. 


10 Ww 


افترض أنك بحاجة إلى صفيحة مموّجة طولها ٠4 ٣)‏ وارتفاع كل موجة منها 110 من الخط 
المركزي. وقيمة كل موجة ذات دورة 2010 تقريبًا. 

إن مسألة إيجاد طول الصفيحة الأصلية تكمن فى إيجاد طول المنحنى #لاة = (2)/ 

من 018 = × إلى 165 48 = *:؛ ومن حساب التفاضل والتكامل نعرف أن الطول هو 


48 48 
= | خالل‎ (FON عه‎ | y1 + (cos x)? dx 
0 0 


وبذلك تختزل المسألة إلى إيجاد هذا التكامل. 
وعلى الرغم من أن دالة الجيب هي أحد أكثر الدّوال الرياضية شيوعًاء إلا أن حساب طوله 
يتضمن تكاملًا ناقصيًا (بيضاوي الشكل) من النوع الثاني الذي لا يمكن إيجاد قيمته بالطرائق 
العادية. وهناك طرائق قد طؤرت في هذا الباب لإيجاد حلول تقريبية مثل هذا النوع من المسائل. 
ولقد أخذت هذه المسألة في الحسبان في التمرين (25) من استخدام الفصل (4.4) وفي التمرين 
(12) من الفصل (5.4). 
لقد ذكرنا في مقدمة الباب «3) أن أحد أسباب استخدام كثيرات الحدود الجبرية لتقريب أي 
مجموعة من البيانات هو معرفة ذالة متصلة على فترة مغلقة هى كثيرة حدود قريبة قدر ما نريد 
من الدالة عند كل نقطة فى الفترة: وبالإضافة إلى ذلك فإنه يمكن إيجاد مشتقات كثيرات 
الحدود وتكاملاتها بشهولة, فليسن غريبًا أن معظم عمليات تقريب التكاملات والمشتقات تستخدم 
كثيرات الحدود التي تقرّب الدالة. 
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Numerical Differentiation الاشتقاق العددي‎ 4 RT 


استخدم إسحق نيوتن 15886 
Newt‏ معادلات الغرق . ودعا إلى 
شيوعها في الربع الأخير من القرن 
السابع عئثسر. ولكن كثيرا من هذه 
التقنيات قد طوّرها وماس هاريوت 
Thomas Harriot (1561-1621)‏ 
وهنري برج 861805 Henry‏ 
1561-1). لقد تقدم هاريوت 
تدا مهِمًا فى تقنيات البحث . وكان 
برجس مسولا عن قبول اللوغارتمات 
ليكون لها دور في الحسايات 


عمد 


مشتقة الدالة f‏ عند ود هي 


تل 
f (xo) = jim f (xo + / f (xo)‏ 

تعد هذه الصيغة طريقة واضحة لتوليد تقريب للمشتقة (:)// وذلك بحساب 

Jf (xo + #} = f(xo) 
h :/ لقيم«صتيزة للغدد‎ 
» وعلى الرغم من أن هذا الأمر واضح ؛ إلا أنه غير ناجح؛ بسبب وجود خطأ التدوير الملازم‎ 
ولكنها نقطة البداية بالتأكيد. ولكي تجد تقريبًا للمشتقة (160؛ افترض أولَا أن (2,©) © 0د‎ 
لقيمة ما 0 ۶ ۴ التي تكون صغيرة على نحو كاف‎ × = xo + # وأن‎ «f e Cla, ۵۱ حيث‎ 


لتضمن أن (۵ ,4] ٤‏ ر×, 
أنشأ أول كثيرة حدود لاجرانج Larne‏ (×) 70 للدالة / المحدّد بالقيمتين نا و ×» ويحتوي 
على حد الخطأ 
f")‏ له > الود ا + f(x) = Pols)‏ 
xo¬ Rh) f"(E(x))‏ كلد - (x‏ 3 (مند - حك + h) f (xo‏ - لا 2 


لبعض قيم (<7)؟ فى الفترة [ ,4]. ويعطى الاشتقاق ما يلى 
r _ f Xxo + F) = f(xo) (x = xox - xo‏ 
f) = 1 + 2. 2‏ 


5 f(xo + Rh) - f(xo) 5 2(x = xo) 
h 2 


2 f» [ 


ند 


(x — xox — مد‎ 


h 
2 رارم‎ (E(x) 


xo +h} — 5‏ 
و نسار - ا۸ا م 


إن إحدى الصعوبات في هذه الصيغة هي عدم حصولنا على أي معلومات عن ((×))"/,0» 
ومن ثم لا يمكن تقدير خطأ القطع . 
على كل حال عندما تكون × هي (ندء فإن معامل ((:)2,/”)6 يكون صفرّاء وتكتب الصيغة 
على الصورة المبسّطة الآتية : 

ذ_ ونام - ذم جوعار 


)1.4( 21 7 
ولقيم 7 الصغيرة» يمكننا استخدام الفرق الكسري ‏ /[(0<)/ - (۸ + 0*)/] لتقريب (0د)'/ 
بخطأ محدود بالقيمة 44|8|/2: حيث 14 هو حد على |(*)”/| لكل [5,© )© *. تعرف هذه 
الصيغة بصيغة الفرق الأمامي ٥rward-difference formual‏ إذا كانت 0 < ۸ (انظر شكل 1.4) 


= عكر 
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حيث تعرف بصيغة الفرق الخلفى back ward-difference 10208١‏ إذا كانت 0 > .h‏ 


ا ميل (0:) ' 


f(xy + ٠م‎ - f(xo) اميل‎ 


h 


+ + 
Xoy Xo + 





ليكن ×1 = (×)/ و 1.8 = 0×. نستخدم صيغة الفرق الأمامي 
f(1.8)‏ حكن +1.8(£ 
h‏ 
لإيجاد تقريب للقيمة (1.8)'/ بخطأ مقداره 
ا _ _ اما 


= 


2€2 ` 1 





1.8 >€ > 1.8+۸ لكل‎ el 


حسبت النتائج في جدول (1.4) عندما 0.001 ,0.01 ,0.1 =۸ 





1 f(1.8+ نم‎ f(1.8) 
A ا‎ 1.8 + h 3 
2012 E EEE 
00154321 0.5406722 0.64185389 0.1 
0.0015432 0.5340180 03332685 0.01 
0.0001543 0.5534013 0.58834207 0.001 


وبما أن ×/1 = (*)”/ فإن القيمة الصحيحة للمشتقة (1.8)”/ هى 0.555 وإن حدود الخطأ قريبة 
جدًا من خطأ التقريب الحقيقى. = 
ولكى نجد فيا عامة لتقريب المشتقة؛ نفترض أن x‏ , ...31 ,30 ھی (1 +2) من الأعداد 
المميزة» عددهاء وموجودة فى فترة ما 1 وأن (1)1*"© © .f‏ ومن المبرهنة 3.3 يكون 


(x= xo) + (x= xp) 
(n + 1)! 


+ دايا ونا زج = وار 


k=0 


(€)x))‏ )1 ق 
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لقيمة ما 6)٨(‏ في 1»> حيث ترمز (:)1 إلى كثيرة حدود لمعاملات لاجرانج من الرتبة « للدالة 
أ على «د ...1× 0. وباشتقاق هذا التعبير نجد أن 


| x0) ** (x = )د‎ 


f(x) = 3D f(xDL(x) + Dy ET 


k=0 


۶*۳ )€)×(( 


(= Ko) حو‎ 


(n+ D)! ولت‎ "*(E()] 


وقد وجدت معضلة فى تقدير خظا القطع مرّة أخرى» إلا إذا كان × أحد الأعداد ز×. وفى هذه 
الحالة فإن الحد الذي يُضرب فيه [((:)2,]/6"”*17)6 هو صفر» وتصبح الصيغة 
[le - «0 24‏ | ساكل ب د زار 

k=0 (n+ 1)!‏ 
التي تسمى صيغة النقاط لي عددها (1 + لتقريب (*)”/. وعمومًا فإن استخدام نقاط أكثر 
للتقييم في الصيغة (2.4) يؤدي إلى دقة أعلى على الرغم من أن عدد الحسابات الدالية ونمو 
خطأ التقريب لا يشجعان على ذلك إلى حد ما. 
إن الصيغ الأكثر شيوعًا هي تلك التي تستخدم ثلاث نقاط تقييم أو خمس. 
نبدأ أولا باشتقاق صيغ مناسبة ذات ثلاث نقاط» ونأخذ في الحسبان الأخطاء المرتبطة بها. 


x1 = ×2 (x - x) = ×2(‏ ع2 
E) a + 1 2‏ 
ر 7 E ×2) 2 (xo x1)(xo=— x2)‏ -20) د 
55 :د = 2x ¬ xo = x1 2x‏ / 
ف 3 جسسحة يكت 2 لل = E‏ 
وبالطريقة ا 0 0 = 0 > (x2 = xoxa — xı)‏ )2 


ولذلك من المبرهنة «2.4) يكون 
ام A‏ ا f(x) = f(xo)‏ 


(xo = x1)(xo = x2) (xı - xo)(xı - x2) 


چت 
8% اال ,ر1 م E‏ 


(x2 - xo()x2 ¬ ×( 


کل02 EOE‏ النقطة على ر×. 

إن الصيغ الثلاث من الصيغة (3.4) تصبح مناسبة» وخصوصًا إذا كانت المسافات بين الرؤوس 
متساوية» أي عندما ۸ + مد = :د و 2۸ + مد = ود لقيمة ما 0 # /. 

سنفترض أن المسافات بين الرؤوس متساوية التباعد فيما سنقدمه حتى نهاية هذا الفصل. 
باستخدام الصيغة (3.4)» وبافتراض ۸ + 0« = 1× ,0< = ز× و 2۸ +0 = 2× نجد أن 


GS FO SFE = FGA ê زومر‎ 
(xo = 1ج‎ (xo) + 2f(x1 21000 م‎ 0 
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وبالعمل نفسه للقيمة 1* < ز× فإن 


1 
e) 5 E 


1 1 Hh? 
(30 + 3/0 | 2 7 
وللقيمة 2* > ز× فإن‎ 
3 3 h? 
f)x2( = 7 [3/0 - 2f(x1) + | 3 72. 
وبما أن ۸ +20 = × و 2۸ + 0< = 2× فإنه يمكن التعبير عن هذه الصيغ كالآتي‎ 
3 3 1 04 
f (xo) = 1 (0 + 2f(xo + h) — 21+ 20| م ع‎ 


(0+ رود + رط + لومم - ]لل دز‎ | - F28, 
f (xo + 3 ¬) + gf (xo+ ) 2 (€1 


ENE h2 
f (xo + 2h) = = 1 [3 - 2f (xo + h) + 2 fro + 2۸ | + 3 62( 


وللتبسيط؛ نعوؤض 3 11 من ۸ +0× في وسط الصيغة» لإعطاء حل تقر يبي للمشتقة (20)'/. 
وبطريقة مماثلة نعوّض «ند بدلا من 2۸ + 0× في الصيغة الأخيرة. إن هذه اللريقة تعطي ثلاث 
صيغ لتقريب (0<)”/ وهي: 


1 h? 
f’ (xo) = حاجج‎ 3f (xo) + 4f(xo + (ط‎ = f(xo + 2)] + لات‎ 


1 h? 
f(x) = gl f(xo= (ا‎ + f(xo+ M1 GD 


1 hn? 
f (xo) = gp (xo = 2h) - 4f(xo — h) + 3f(xo)] + 2) 
27 وأخيرًا لاحظ أن الصيغة الأخيرة من هذه الصيغ يمكن الحصول عليها بتعويض ۸ - بد من‎ 
وعليه فهناك في الحقيقة معادلتان فقط.‎ 
1 
f (xo = pl 3f(xo) + 4f (xo + لط‎ = f(xo + 2001+ ات‎ (4.4) 
xo + RINSE حوت فلم‎ 
1 h? 

EN (5.4)‏ لقا =1 = متام - لط + مهنال احج = f(x)‏ 
حيث تقع ؟ بين (۸ -0<) و (۸ + 0×). 

على الرغم من أن الأخطاء في كلا المعادلتين (4.4) و (5.4) هي (0)۸ إلا أن الخطأ في الصيغة 
(5.4) يساوي تقريبًا نصف الخطأ فى الصيغة (4.4). ويحدث هذا لأن الصيغة (5.4) تستخدم 
بيانات على جهتى 230 والصيغة (4.4) تستخدم بيانات على جهة واحدة فقط. 
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شكل 2.4 


مثال 2 


لاحظ أيضًا أن / يحتاج إلى نقطتين فقط في الصيغة 54» حيث توجد حاجة إلى ثلاثة 
حسابات فى الصيغة 4.4). ويُظهر شكل (2.4) شرحا للتقريب الحاصل من الصيغة (5.4). 


1 
3 [fo + h) ¬ f(xo - ") اميل‎ 








إن التقريب باستخدام الصيغة (4.4) مناسب بالقرب من نهايتي الفترة؛ لأن المعلومات عن ر 
خارج الفترة قد تكون غير متاحة. 

إن الطرائق المشروحة في المعادلتين (4.4) و (5.4) تسمى صيغ الثلاث نقاط ( على الرغم من 
أن النقطة الذالثة (0<)/ لا تظهر في الصيغة (5.4))» وبأسلوب مماثل فهناك صيغ الخمس نقاط» 
التي ت تستخدم قيمة ة الدذالة على نقطتين أخريين» إذ يكون حن الخطاً فيا 0 وإحدى هذه 
الصيغ 


f (xo) = وح ]جد‎ = 2h) - 8f(xo = h) + 8f(xo + h) - f(xo + 21+ 4 1 9€) (6.4) 


3F 
.)2.4( حيث تقع 6 بين 2۸ -ه× و 2۸ +0د» ويعطى اشتقاق هذه الصيغة فى الفصل‎ 
وإن صيغة الخمس نقاط الأخرى مناسبة لتقريبات نقطة الطرف» خصوصًا بشأن استكمال‎ 
.)3.4( الشريحة التكعيبية التى درست فى الفصل‎ 
هذه الصيغة هى‎ 
1 ي‎ 
f (xo) = aE 25f (xo) + 48f (xo + h) - 36 f (xo + 2F) 


+ 16f(xo + 3%) - 3f (xo + 4)] + كم‎ (74) 

حيث تقع ع بين مد و 4۸ + مد. 

يمكن إيجاد التقريبات على نقطة النهاية اليسرى باستخدام هذه الصيغة و 0 < ۸» أما التقريبات 
على نقطة الطرف الأيمن فيمكن إيجادها باستخدام 0 > ۸. 

يُظهر جدول 24) قيمًا للدالة »م = (×)۴. بما أن المشتقة هي *1(6 + ×) = (#)ث/م فإن 
8 = 2.0)”/. لإيجاد قيمة تقريبية للمقدار (2.0)"/؛ فإن استخدام صيغ الثلاث نقاط 
والخمس نقاط يظهر النتائج الآتية. 
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2.4 جدول‎ 
f(x) 3 
10.889365 1.8 
14.039 19 
14.778112 2.0 
17.148957 2.1 
19.85500 22 


173 Numerical Differentiation 


صيغ الثلاث نقاط Three-Point Formulas‏ 


باستخدام )4.4( مع 0.1 gl 37)2.0( + 4f(2.1) - f£(2.2)] = 22.032310 : h=‏ 
باستخدام (4.4) مع 0.1 ¬ >2 : 22.054525 = [(1.8)£ - (1.9) 4£ + (3/7)2.0-] جل 
باستخدام )5.4( مع 0.1 h=‏ : 22.228790 = [(1.9( £ - (2.1) 1چ 
باستخدام (5.4) مع 0.2 = ۸ : 22.414163 = [(1.8)£ - (2.2) ]پچ 
إن الأخطاء في هذه الصيغة هي تقريبًا 
1.35x 101‏ و 101 1.13 و107 ×6.16- و10-1 × 2.47- على التوالى. 
صيغة الخمس نقاط Five-Point Formula‏ 
باستخدام الصيغة (6.4) مع 0.1 = ۸ (صيغة الخمس نقاط الوحيدة الممكن تطبيقها) 
9 = ])2.2(£ - )8£(2.1 + )8£(1.9 - (1.8)/ ]طم 
إن الخطأ في هذه الصيغة يساوي 10-4 x‏ 69. 1 تقريبًا 
من الواضح أن صيغة الخمس نقاط أفضل من الأخريات. 
کا أن الخطأ في الصيغة (5.4) و 0.1 = ۸ يساوي تقريبًا نصف قيمة الخطأ الناتج عن 
استخدام الصيغة (4.4) باختيار 0.1 = / أو 0.1 - = ۸. ل 
يمكن اشتقاق طرائق صالحة لإيجاد تقريبات للمشتقات العليا للدالة» وذلك باستخدام قيم 
للدالة عند نقاط مختلفة ور ة على 0 جدول. 
وعلى كل حال فالاشتقاق مضن جبريًا» ولذلك سنشرح فقط طريقة ممثلة لهذه العمليات. 
ابدأ بتمثيل الذالة / بكثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة حول نقطة متدء وأوجد التقييم عند 


hg xo+ 7‏ -ود. إذن 


f(xo+ h) = f(xo) + f'(xo)h + }f"(xo)h? + } f"(xo)h? + 3 f€) 


h) = f(xo) = f(xo)h + }f"(xo)h? - } f"(xo)h? + 4 f%(E_)h*‏ محال 
حيث ^ +50 < 1& >< < 5-1 < xo¬ h‏ 
إذا جمعنا هذه الصيغ فإن الحدود التي تحوي (0<)// و (0د)”/ يلغي بعضها بعضا ونحصل 
على “لالع قار + ررع) قار ]ط + f(xo+ h) + f(xo= h) = 2f(xo) + f"(xo)h?‏ 
وبحل هذه الصيغة لإيجاد 0 0 على 
f(0] 84)‏ + اك -01 + f(xo‏ + (مد)/2 - h)‏ - مدا اجر = f"(xo)‏ 
افترض أن ٠#‏ متصلة عند -[xo- ER‏ 
بما أن [(,_ع)#م +(رع)1]/19 تقع بين (€)/ و (9)5-1/» فإن مبرهنة القيمة الوسطية 
تضمن وجود عدد 6 بين 6 و -€» ومن ثم ففي الفترة (۸ + ود ,۸ - 0:) يكون 

f^6) = } [f °(€) + £°(€-1] 

إن هذا يسمح لنا بإعادة كتابة الصيغة (8.4) على الصيغة 
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مثال 3 


3 hn? 
f"(xo) = لط - مهال ]جر‎ = 2f(xo) + f(xo + !(1- 0 (9.4) 


لقيمة ما ٤‏ حيث ۸ + مد > ع > ۸ -م»×. بما أن ١‏ متصلة على الفترة [۸ + 20 ,۸ - 0:] فإنها 
محدودة» ومن ثم يكون التقريب (0)۸. 
بالعودة إلى البيانات في مثال (2) للدالة “× = (×) يمكن أن نستخدم الصيغة (9.4) لتقريب 
(2.0)"/. وبما أن *26 +<) = (+)”/ فإن القيمة الحقيقية هي 29.556224 = (2.0)"/. 
باستخدام الصيغة (9.4) و0.1 = ۸ نحصل على 

0 - ])2.1(£ + (2/)2.0 - (1.9)/ ]جلح ع (2.0)"/ 
باستخدام الصيغة (9.4) و 0.2 =۸ نجد أن 

f"(2.0) x gly [f (1.8) - 2F (2.0) + £ (2.2) = 5‏ 
وتكون الأخطاء 10-2 × 3.70- و 10 × 1.48 - تقريبًا على التوالي. " 
إنه من المهم على نحو خاص أن نهتم بتدوير الخطأ عند تقريب المشتقات. ولشرح هذا الوضع 
دعنا نتفحص الصيغة 8254 نحو أدق. 

ات - 101 f(xo=‏ = + مارح = لماكل 

افترض أنه عند إيجاد قيمة (۸ +30)/ و (۸ -م×) حصلنا على أخطاء التدوير (7 +0د)ء 
و( - ود)ء» عندئذ تكون القيم التي حسبناها (/ + 30)/ و (۸ -0:)/ مرتبطة بالقيم الحقيقية 
(۸ + «×)۴ و (۸ - ود)/ في الصيغ الآتية 


f(xo+ h) = fF(xo + h) + e(xo + h) 
و‎ 
دمحال‎ h) = F(xo=— h) + e(xo— h) 


إن الخطأ التام ف فى التقريب» أي 
e(xo = ( 7‏ = لط Fh) _ e(xo+‏ حمم = F(xo+ A)‏ 
6 


يحصل جزثيًا بسبب خطأ التقدير» وبسبب جزئي آخر هوخطأ القطع. 
إذا افترضنا أك أخطاء التدوير (۸ + مد)ء محدودة بعدد ما 0 < ع» وأن المشتقة الثالثة للدالة f‏ 
محدودة بعدد ما 0 < 1 فإن 


2م ع |83 لوجتم - خم f(xo+‏ 
ل 507 2h‏ 


ولتخفيض خطأ القطع 1/6[ يجب تخفيض «. ولكن بتخفيض ‏ فإن خطأ التدوير | /ع يزداد. 
وفي الحالات العملية فإن من النادر وجود ميزة في اختيار قيمة صغيرة ة جذا للعدد #؛ وذلك لان 
خطأ التدوير يسيطر على الحسابات. 


f (xo) = 
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عثال 4 افترض القيم في جدول 3.4) التي حسبت لتقريب (0.900)”/ حيث ×«اء = (5)/. إن القيمة 
الحقيقية هي 0.62161 = 6050.900. باستخدام الصيغة 


الك ا ف سك - )0.900( 


وباختبار قيم مختلفة للعدد ۸ ٠‏ نحصل على الإجابات التقريبية بي ة في جدول 4.4). 


جدول 3.4 8 . جدول44 التقدير إلى 9 
ت sinx x sinx‏ 5 )0.900( الخطا 
0.800 0.71736 0.901 0.78395 0.001 0.62500 0.00339 
0.850 0.75128 0.902 0.78457 0.002 0.62250 0.00089 
0.880 0.77074 0.905 0.78643 0.005 0.62200 0.00039 
0.890 0.77707 0.910 0.78950 0.010 0.62150 0.00011 — 
0.895 0.78021 0.920 0.79560 0.020 0.62150 0.00011 — 
0.898 0.78208 0.950 0.81342 0.050 0.62140 0.00021 - 
0.899 0.78270 1.000 0.84147 0.100 0.62055 0.00106 - 
إن الاختبار الأمثل للعدد ۸ يظهر أنه يقع بين 0.005 و 0.05. وإذا ما أجرينا بعض التحليلات 
على حد الخطأ 2 


E. 
e(h = 7+ ¥ 


فبإمكاننا استخدام حساب التفاضل والتكامل (انظر التمرين 29) للتحقق من أن أصغر قيمة 
لتلخطأ » يحدث عندما ¥367١‏ = ۸ حيث 


M = |“ = |cosx| = cos0.8 x 0.69671 
xel S1,00 S00, 1.00) 


وبما أن قيم / معطاة لخمس منازل» فإننا نفترض ا التدوير محدود بالقيمة 0.000005 = ع 

ولذلك فالاختيار الأمثل للعدد ‏ يكون تقريدٌ 
0.028 = 

الذي هو متلائم مع :اتاج اي جدول ١‏ 4 

لعدم وجود أي معرفة لدينا عن المشتقة الثالثة للدالة. . 

ولكن يجب أن نبقى يقظين من أن تقليل حجم الخطوات لا يحسّن دائمًا التقريب الذي نحصل 

عليه. 


لقد ناقشنا فقط مسائل خطأ التدوير الناتجة من استخدام صيغة النقاط الثلاث (5.4): ولكن هناك 
عد بع حاو دب واوا E‏ وكما وجدنا في الفصل 
(2.1) (انظر المثال (3) خصوضا) فإن القسمة على أعداد صغيرة تميل إلى المبالغة في خطأ التدوير 
ويجب تجنب هذه العملية إذا أمكن. 
وفي حالة الاشتقاق العددي لا يمكن تجنب المسألة بالكامل. مع أن الطرائق ذات الرتب الأعلى تحد 
1 من هذه الصعوبة. 
تذكر أن ضرائق الفرق لتب وبالنطر إلى الاشتقاق العد فه طرائق تة + لأن قيم ١‏ التى نحتا 
IR‏ 53 وبالنظر إلى الاشتقاق العددي بوصفه طرائق تقريب نجده غير مستقر؛ لأن قيم ۸ الصغيرة التي نحتاج 
يمكن أن تكرن غير تة إليها لتصغير خطأ القطع تجعل خطأ التدوير يزداد أيضًا. 


, /30.000005) 


h= 
¥ 0.69671 
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Numerical Differentiation and Integration 


إن هذه أول مجموعة من الطرائق غير المستقرة الي تعرضنا لهاء ويجب تجنب هذه الطرائق إذا 
كان ذلك ممكنا . وعلى كل حال فبالإضافة إلى أن هذه الصيغ تستخدم لأغراض حسابية» فإننا 
نحتاج إليها لتقريب حلول الصيغ التفاضلية العادية والصيغ التفاضلية الجزئية. 





مجموعة التمارين 1.4 


EXERCISE SET 








1. استخدم صيغ الفرق الأمامي والفرق الخلفي لتحديد كل مدخل ناقص في الجداول الآتية : 
f(x) f(x) £ f(x) f(x) 5‏ 
أ ب کک 
05 | 0.4794 0.0 0.00000 
0.6 | 0.5646 0.2 0.74140 
0.7 | 0.6442 04 | 1.3718 


صيغ الفرق الأمامي والفرق الخلفي لتحديد المدخل المفقود في الجداول الآتية : 
f(x) TON | # f(x») f(x) x‏ 
19507-3 | ` 19 ا ٤‏ 


2. استخدم 





1.0000 
1.2625 2.0421 | -1 
1.6595 : .4 2.0601 -0.1 


3. إن البيانات في التمرين (1) أخذت من الذوال الآتية» احسب الأخطاء الفعلية في التمرين 
1( أوجد حدود الخطأ باستخدام صيغ الخطأ: 

f(x) = sinx .Î‏ ب. 1 - ×3 + ×2 - عه = زومر 
4. إن البيانات فى التمرين (2) أخذت من الذوال الآتية» احسب الأخطاء الفعلية فى التمرين 
)2( أوجد حدود الخطأ باستخدام صيغ الخطأ 

f )×( = 2c0s2x = x 5‏ 
5. استخدم صيغة النقاط الثلاث الأدق لتحديد كل مدخل مفقود في الجداول الآتية: 


FO) = x ن. 1 +عها‎ 





f'(x) | f(x) × ب.‎ f | f(x) أ بي‎ 
16.94410 | 8.1 9.025013) 1.1 
17.56492 8.3 11.02318 | 2 
18.19056 | 8.5 1346374 | 13 
18.82091 | 7 16.44465 | 4 

f(x) f(x) 5 ف‎ f») 5 ج‎ 
3.6887983] 20 -4.827866 | 29 
3.6905701| 2.1 -4.240058 | 0 
3.6688192) 2 3.496909 | 3.1 
3.6245909 3 - 2.596792 | 2 


0.27652 | -03 
- 0.25074 | -0.2 
- 0.16134 | -1 
0 | 0 








f | f») 


E 
- 3 
- 71.6982 
- 5.156 
- 4 
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جم ا x‏ د. 0| f(x)‏ | 1 
2- ]| 0.3- 68.193 - 
4-| 0.2 - 71.6982 — 

7.8 |] 56 -0.1  - 4 

8.0 | -¬ 4 0 0 





7. إن البيانات في التمرين (5) أخذت من الدّوال الآتية: احسب الأخطاء الفعلية فى التمرين 
)5( أوجد حدود الخطأ باستخدام صيغ الخطأ: 


ا E‏ تكن صلا 2 FG‏ 


ج x sinx‏ - يروم عر = f(x)‏ د. f(x) = 2(Inx)? + 3sinx‏ 
8. إن البيانات في التمرين (5) أخذت من الدّوال الآتية» احسب الأخطاء الفعلية فى التمرين 
)5( أوجد حدود الخطأ باستخدام صيغ الخطأ: 


f )×( = ب. 1(2 + ×) - (2 + ماما‎ f(x) = e™* - cos2x . ا‎ 

ج۰ عدوم f(x) = xsinx + x?‏ د عتم - )c083×(‏ = (دار 

9 استخدم الصيغ المعطاة فى هذا الفصل لتحديد التقريب بالدقة الممكنة لكل مدخل مفقود فى 
الجداول الأتية : x f(x) f) r;‏ ضام f(x)‏ 





- 847 
-= 3 












9.367879] -3.0 ` 


8.233241 | - 28 


2.1 
2.2 
7.180350 | -6 -1.119214 | 3 
6.209329 -4 -0.9160143 24 
5.320305 | -2 - 0.7470223 25 
4.513417  -2.0 - 0.6015966 | 6 





10. استخدم الصيغ المعطاة في هذا الفصل لتحديد التقريب بالدقة الممكنة لکل مدخل مفقود 


فى الجداول الآتية: ٠‏ 
1.05 1.70847 - 
1.10 17383 . - 


9.863738 | -6 - 1.119214 1.15 
7.623176 | -4 - 0.9160143 1.20 

5.825013 | -2 - 0.4023 1.25 
4.389056 | -0 -6 130 













16.08554 
12.64465 


1. إن البيانات في تمرين 9) أخذت من الدّوال الآتية» احسب الأخطاء الفعلية في تمرين (9) 
أوجد حدود الخطأ باستخدام صيغ الخطأ: 


ا . f(x) = tanx‏ ب. ?× + تلك = (عجار 

12 .إن البيانات في تمرين (10) أخذت من الدوال الآتية» احسب الأخطاء الفعلية في تمرين 
)10( أوجد حدود الخطأ باستخدام صيغ الخطأ: 

f(x) = e*—1+x د‎ f(x) = tan2x 5 

3. استخدم البيانات الآتية والمعلومة : المشتقات الخمس الأولى للدالّة 7 محدودة على الفترة 
]1;5[ بالقيم 2 و23 على التوالي» وذلك لتقريب (3)/ بالدقة الممكنة. 

أوجد حدًا للخطأً. ‏ , 2 8 4 ۹ 
f(x)‏ 22| 24 | 2.8974 1 3.0976 | 3.2804 


14 . کرر تمرين 13) ولكن على فرض أن المشتقة الثالثة للدالّة / على [5 ,1] محدودة بالعدد 4. 
5. كرّر تمرين (1) باستخدام حساب التدوير لأربعة أرقا » وقارن الأخطاء بتلك ١‏ حصلت 
ا التمرين (3). ا ا لتي 
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6. كرّر تمرين (5) باستخدام حساب القطع لأربعة أرقام» وقارن الأخطاء بتلك التي حصلت عليها 


في التمرين (7). 
7. كرّر تمرين (9) باستخدام حساب التدوير لأربعة أرقام» وقارن الأخطاء بتلك التي حصلت عليها 
في التمرين (11). 
8. لديك البيانات في جدول الآتي: 
x‏ | 0.2 | 0.4 | 0.6 | 0.8 | 1.0 


)ل | 0.9798652 | 0.9177710 0.808038 | 0.6386093 | 0.384375 


ا استخدم الصيغ المناسبة جميعها في هذا الفصل لتقريب f04)‏ و (700.4/ 

ب. استخدم الصيغ المناسبة جميعها فى هذا الفصل لتقريب (0.6)'/ و (0.6)"/. 

9. لیکن osx‏ = اي استخدم الصيغة (9.4) وقيم )٨(‏ على النقاط 0.25,0.5 = × و 0.75 
لتقريب (0.5)/. قارن هذه النتيجة بالقيمة الحقيقية وكذلك بالتقريب الناتج في التمرين (15) 


من الفصل (2)3.4 اشرح سبب كون هذه الطريقة على نحو خاص دقيقة في حل هذه المسألة 
أوجد حدًا للخطأ. 


0. ليكن «ومه - ×3 = (×)/ استخدم البيانات الآتية والصيغة (9.4) لتقريب (1.3)"/ باختيار 


h = و0.01‎ h = 0.1 
1.40 SL. 400 PAS TAO | 


f )×(‏ 11.59006 | 13.78176 | 14.04276 | 14.30741 | 16.86187 
قارن نتائجك بقيمة (1.3)"/. 
1. لديك جدول البيانات الاتية: 
* )| 0.2 | 04 | 06 | 0.8 | 1.0 
f»)‏ ا 0.9798652 ا 0.9177710 | 0.8080348 ا 0.6386093 | 0.384335 


ا . استخد الصيغة (4.7) لتقريب يب 0.2) /. 
ب. ١‏ الصيغة (4.7) لتقريب (1.0)'/. 
ج. استخدم الصيغة (4.6) ا (0.6( ۴„ 


2. اشتق صيغة خمس نقاط من الرتبة “0)۸ لتقريب (0*)/ التي تستخد 
h), f(xo), f(xo + M), f(xo + 2)‏ محال و Jf (xo + 3R)‏ 
[إضاءة: خذ التعبير )3% «Af (xo = h) + Bf(xo + h) + Cf(xo + 2^) + Df (xo+‏ استخدم امتداد 
كثيرة حدود تايلور الرابعة» واخت و فيم 46:2 B,‏ ,4 اختيارًا مناسبًا 1 
3. استخدم الصيغة التي اشتقت في التمرين (22) والبيانات في التمرين (21) لتقريب (0.4)'/ 


و(0.3)'/. 
- (7 
4. ا . حل أخطاء التدوير كما في المثال (4) للصيغة (60) 21 5 _ اا 8 دقار 


ب .أوجد أفضل 0 < ۸ للدالة في المثال 2). 
5.لقد أعطيت في التمرين (10) من الفصل (3.3) بيانات تصف سيارة تسير على طريق م 
لقد طلب ذلك التمرين ن التنبؤ بمكان السيارة وسرعتها عند .۲=10s‏ استخدم الأوقات والأمكنة 
الآتية للتنبؤ بالسرعة عند كل زمن معطى. 

الوقت | 0 31 |5 |8 |10 |13 

السافة | 0 | 225 | 383 | 623 | 742| 993 
6. يعطي القانون الأول لكيرتشوف 6160010) العلاقة :8 + ر = )€ 
وذلك في الدائرة الكهربائية التي فيها جهد مكدّف )26 وتوصيل 1ء ومقاومة في الدائرة ۸ والتيار:. 


f (xo) = 
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افترض أننا قسنا التيار لقيم متعددة ل؛ وحصلنا على 
¢ | 100 | 1.01 | 102| 103 | 1.0 
3 1 3.10 | 3.12 ا 3.14[ 3.18 أ 3.24 
حيث قيست ؛ بالثواني و ¡ بالأمبيرات: وثابت التوصيل 098 - ,/ هنري والمقاومة تساوي 0.142 
أوم. أعط تقريبًا لقيمة الجهد ()؟ عندما 1.04 .1.03 ,1.02 ,1.01 ,1.00 >1 
7. يعرف طلاب التفاضل والتكامل جميعهم أنه يمكن تعريف مشتقة مشتقة أي / عند ×» ومن ثم 


f(x+ لم‎ - f(x) 
0 


f(x) = lim 
+0 
اختر دالةك اللفضل /. وقيمة + غير الصفرية  واستخدم الحاسوب أو حساب التفاضل والتكامل.‎ 
ولد تقريبات ()/ للمشتقة (7')2/ باستخدام الصيغة‎ 
دار =( 10 عار‎ 
107" 


للقيم 20 ,...,2 ,1 = « جميعها: وصف ماذا يحدث. 

8. اشتق طريقة لتقريب (رند)”/ بحيث يكون حد الخطأ من الرتبة ۸ وذلك بفك الدالة كي 
بكثيرة حدود تايلور من الرتبة الرابعة حول 0< وإيجاد القيم عند / ± مد و 2۸ ± ود. 

9. لديك الدّالة ب + = (#)» حيث 4/ هي للمشتقة الثالثة لدالّة ما. 

برهن أن (۸)ء لها قيمة صغرى عند 9/56717, 


0= 





2.4 


Lewis Fry Richard- {1881- 1953)‏ 
مو كان أول شخص طبق الریاضبات 
على نحو متظم على موضوة القنيؤ: الجوي 
بينما كان يعمل لكتب الأحوال الجوبة 
فى إنجلترا وبدصفه تعارضا أخلاقي 
الخرب العالية الأولى فقد كب على نخو 





التفافلية لإيجاد انموذج ج منطقي 
لنتفاعلات بين الدول. 

إن طريقة الاستبقاء الخارجي القترنة 
بالمه كانت إعادة اكتثاف طريقة تعود 
جذورها على الأقل إلى عصر كريستيان 
هاجينس 
Huygens 11529-1695} Christian‏ 
ولرينا إلى عصر أرخميدس 


Archimedes (287-212 BCE) 


استكمال ريتشاردسون الخارجى 
تستخدم استكمال ريتشاردسون الخارجي لتوليد نتائج عالية الدقة» ولكن باستخدام صيغ 


ذات رتب منخفضة. 
وعلى الرغم من أن اسم الطريقة مرتبط ببحث نشره ريتشاردسون غونت [86] عام 1927ء إلا 
أن فكرتها قديمة. فهناك مقالة ممتعة حول تاريخ الاستكمال الخارجي» وتطبيقاته موجودة 
في الادل؟. 
ويمكننا استخدام الاستكمال الخارجي عندما نعلم أن طريقة التقريب تذتج حد خطأ ذا شكل 
قابل للتنيؤ» ٠‏ وهي الطريقة التي ڌ وده حا عبني دريام O‏ الخطوة ۸. 
افترض أن لدينا لكل عدد 0 # ۸ صيغة (۷)۸ الذي تعطي تقر يبا للقيمة ۸4؛ ؛ وأن خطأ القطع 
المرتبط بالتقريب له الصيغة 

Kh + Kah? + Kh +‏ 
لنظومة من الثوابت المجهولة .....۸5 ,2& ,ر 
بما أن خطأ القطع (0)۸ فإننا نتوقع على سبيل المثال أن 

M - N(O.1) x 0.11, M— M(0.01) = 0.015 

وعمومًا ۸,۸ = (2/)8 - 1 إلا إذا كان هناك تغير كبير فى المقدار بين الثوايت ۸3.۰.۰۰ ,£2 ,۸ 
وإن الغرض من الاستكمال الخارجي هو إيجاد طريقة سهلة لدمج التقريبات غير الصحيحة إلى 


Richardson's Extrapolation 


M - N(R) = 
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حد ما (007 بطريقة مناسبة للحصول على صيغ ذات خطأ قطع من الرتبة العالية» افترض على 
سبيل المثال أن بإمكاننا دمج صيغ N)٨(‏ للحصول على صيغة تقريب (3/)8 للقيمة /1 بحيث 
تكون ذات رتبة (0)۸7 وعلى الصيغة 

M - N(R) = Koh? + Kah? +...‏ 
لمنظومة من الثوابت المجهولة .... ,دگ ,غ 
نحصل عندئذ على 0.0001۸ - (77)0.01 - M1 - N)0.1( - 0.016, M1‏ وهكذا. 
إذا كان للثابتين ۸١‏ ود القيمة نفسها تقريبًا فإن التقريبات (۸) تكون أفضل بكثير من 
التقريبات المقابلة (7)/. يستمر الاستكمال الخارجي عن طريق دمج التقريبات (۸)۸ بطريقة 
تنتج صيغ بخطأ قطع من الرتبة (0)۸ وهكذا. 
وكي ترى بالتحديد كيف نولد هذه الصيغ الأعلى رتبة» نفترض أن الصيغة التي تعطي التقريب 
للقيمة 14 على الصيغة 
)10.4( لج M = N(h) + Kıh + Koh? + Kh?‏ 
وبما أنه يفترض صحة الصيغة لقيم ۸ الموجبة جميعهاء فانظر إلى النتيجة عندما نعوض الوسيط 
/ بنصف قيمتهاء وعندئذ نحصل على الصيغة 

M = ا‎ Kı + RY n 

2 2 4 8 

وبطرح الصيغة (10.4) من مثلي هذه الصيغة نتخلص من الحد الذي يحوي × ونحصل على 


h h? h3 
M= 0 06 5 | FE (ٍ 5 2 tk (ٍ 0 E 
N,)۸( = N)۸( ولتسهيل النقاش؛ نعرّف‎ 
h h h 
N2(h) = r 6 2 vm] = Nı (5) + 0 (5) 2 vı] 
وعندئذ نحصل على صيغة ذات رتبة (0)۸ لتقريب ۸ على الصيغة‎ 


N) - 22 2... (11.4)‏ = هر 


3 4 
وإذا عوضنا ۸ بدلا من ۸/2 فى هذه الصيغة فإننا نحصل على 
h K: 3K:‏ 
te = 024)‏ )$( = 


يمكننا دمج هذا مع صيغة (11.4) للتخلص من الحد ”۸ وبالتحديد فإن طرح الصيغة (11.4) من 
4 أمثال الصيغة (12.4) يعطى 
3M = 4N» (5) - N2(h) + E‏ 
8 2 
وبالقسمة على 3 نحصل على صيغة من الرتبة (0)۸ لتقريب 14 على الصيغة 


تررق ل + | M=‏ 
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جدول 5.4 


مثال 1 


وبتعريف 


N4(H) = N2 ($) 5 1ن‎ 2/2) 


نحصل على الصيغة من الرتبة (0)۸ 
+ ر + M = N»(h)‏ 


تستمر فى هذه العملية بإنشاء تقريب من الرتبة 0)۸١‏ على الصيغة 


h\  Na(h/2) - N(h 
N4(h) = N3 ($) 35 لكك‎ 
وتقريب من الرتبة (0)۸ على هذه الصيغة‎ 
NR „ N12) - N4() 
2 15 وهكذا.‎ 
وعمومًا إذا أمكن كتابة 14 على الصيغة‎ 
m= 
M = N(R) + JJ} فارع‎ + O(h”) 34) 
j=1 
فمن الممكن إيجاد تقريب من الرتبة (0)۸ لكل 7 ,...,3 ,2 = ز على الصيغة‎ 
Nj(A) = Nj-ı (5) E ER (4.4) 
2 2-1-1 


لقد تولدت هذه التقريبات في سطورء وبالرتب الظاهرة فى المدخلات المعددة في جدول (5.4)؛ 
وذلك نتيجة لاستغلال أفضل النتائج للصيغ ذات الرتب العليا. 


)0 )0 )0 (14) 0 
1 -ت Nı(h)‏ 
2 - كاه N»(R):3‏ 
Nı($) = 4‏ 4(:5)يل2 2/106 
7 = اه N2(4):8‏ 4:9 )جار 21010 


يمكن تطبيق الاستكمال الخارجي كلما كان خطأ القطع على الصيغة 

احم 

3J Kjh"i + O(n”) 

2-1 
منظومة من الثوابت زK‏ وعندما ر > ٠٠٠‏ > وه > د» > به في المثال الآتي نستخدم ز2 = زه 
يمكن التعبير عن صيغة الفرق المركزية المعطاة فى الصيغة 5.4) لتقريب (0<)// بصيغة خطأ 
بالصيغة 
EGR E FA = 1‏ رود ورد اممو سك دين 
0ت اوو - 0 1م (xo f (xo‏ لامج = f (xo)‏ 
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وبما أن صيغة الخطأ هذه تحوي قوى / الزوجية فقطء فإن الاستكمال الخارجي يكون أكثر كفاءة 
EEE‏ في بداية النقاش. 
فى هذه الحالة يكون لدينا التقريب من الرتبة (0)۸ 
n? n^ 7‏ 
Tg (o) ess (15.4)‏ - )چ — (xo) = Nı(h)‏ ”ل 


حيث 


1 
h)]‏ -ممار = ل« + مدار ]سج = Nı(h) = N(R)‏ 
وإن تعويض ۸/2 بدلا من ۸ في هذه الصيغة ينتج التقريب 

h n? n^ 
f (xo) = Nı ($) ب‎ 2q )30( - TEY O) a 
/")20( وبطرح الصيغة (15.4) من 4 أمثال هذه الصيغة نتخلص من الحد (0)۸ الذي يحتوي‎ 
ويعطي‎ 
2 
وبالقسمة على 3 نحصل على صيغة من الرتبة 0)۸ بالصيغة‎ 
h^ 

f (xo) = N2(h) + 380 (o) 4. 

ah h 5 ام‎  Nı(R/2) - Nı(R) حي‎ 
N+(h) = 3 (4 06 5 اناه‎ | = Nı (5) 9 بح م‎ 

وباستمرار هذه العملية يعطى لكل ...,3 ,2 = ز صيغة تقريب من الرتبة (/0)82 بالصيغة 


اراك لصت ]موود ار 


3'(xo) = 4N, (E) - رو قار سك + وريد‎ + 
f’ (xo) = 4N! | > J = N1 + T50 1 


4-1-1 
لاح ظ أن مقام الكسر هو 1 -1-/4 بدلا من 1 -7-/2؛ لأننا في هذه الحالة نتخلص من قوى 
*" بدلا من قوی ۸. ١‏ 7 
وبما أن ۸/4 = ”(۸/2) فإن عوامل الضرب المستخدمة للتخلص من قوى ۸ هى قوى 4 بدلا 
من قوى 2. 1 


افترض أن 0.2 = ۸ ,2.0 دود و xe“‏ کا فإن 

Nı(0.2) = N(0.2) = gf (2.2) - £(1.8)] = 0‏ 
N,(0.05) = N(0.05) - 4‏ و ,22.228786 = Nı(0.1) = N(0.1)‏ 
إن جدول الاستكمال الخارجى لهذه البيانات يظهر فى جدول 6.4). 
إن القيمة الصحيحة للمشتقة م + خم = (<)”/ عند 2.0 = 0 مقربة إلى ست خانات عشرية 
هي 22.167168» ومن ثم فإن أعداد (0.2) 1۷ جميعها صحيحة على الرغم من أن أفضل تقريب أصلي 
(21)0.05 يحوي منزلة عشرية واحدة دقيقة. ل 
ولا حصلنا على كل عمود بعد العمود الأول فى جدول (6.4) بطريقة إيجاد أوساط بسيطة › فإنها 
قد تؤدي إلى تقريبات عالية الرتبة» باستخدام الحد الأدنى من التكلفة الحسابية. وعمومًا كلما 
ازدادت 6» ازداد خطأً التدوير فى (*۸,)۸/2؛ لآن عدم استقرار الاشتقاق العددي مرتبط بحجم 
الخطوة *۸/2. 3 
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جدول 6.4 


Nر(0.2)‎ = 22.414160 
N,(0.1) - N,(0.2) 


Nı(0.1) = 22.228786‏ كلت + )0.1( = N(0.2)‏ 
5 = 
4 - (2/1)0.05 الا + )0.05( N+(0.2) = N»2(0.1) + 0 N+(0.1) = N,‏ 
7 = 68 = 
لقد ناقشنا في الفصل (1.4) طريقتي في الثلاث a E E E‏ 
متعددة ة للدالة ر, وقد تم اشتقاق طريقة الثلاثة ثة نقاط عن طريق تمييز كثيرة حدود لاجرانج للدالة 


.f‏ ويمكن الحصول على طرائق الخمس نقاط بطريقة سائلة ‏ ولكن الاشتقاق مضن. ويمكن 
انتخدام الاستكمال الخارجي لاشتقاق هذه الصيغ بسهولة أكثر. 
افترض أننا كتبنا مفكوك الدالة f‏ في كثيرة حدود تايلور الرابعة حول 30. إذن 


f(x) = f(xo) + f(xo)(x = xo) + 2 f"(xol( x - x0) + > f(x - x0 
1 1 
+ 3q (xo(x - x0) + o × = ×0( 
.×0 لعدد ما € بين × و‎ 
إن إيجاد قيمة / عند / +20 و ۸ -0* يعطى‎ 


f(x 06.4‏ + تاهما "1 اسار + مار = وا خسار 
5 )5( و 4 )4( 1 
(xo)h” + 20 (€6,)h‏ 7 ¥ 


/ 1 كه ا‎ 3 U 
f(xo- h) = f(xo) - f (xo)h + 51 (xo)h — چ‎ (xo)h 


1 1 
كط ا ےچ 
(xo) 120 (€2)‏ 2 
حيث ۸ +ود > رع > مد > 00 ون وبطرح الصيغة (17.4) من الصيغة (16.4) ينتج 


f(xo + h) - f(xo- h) = 2hf'(xo) + f (xo) + رعس ل‎ + £)€(] 184 


إذا كانت أ متصلة على [۸ e‏ » فإن مبرهنة القيمة الوسطية تضمن وجود عدد €٤‏ 


فى (۸ + ×٥‏ ,۸ -0<) بحيث 
£27 + ]4 = )^£ 


ونتيجة لهذا يمكن حل الصيغة (4.18) لإيجاد (م×)/ والحصول على التقريب من الرتبة (0)۸ 
h^ 3‏ 084 1 
R1] >f" (xo) - AG (19.4)‏ - مداع - h)‏ + مدا لاسو = f (xo)‏ 
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وعلى الرغم من اق التقريب في الصيغة (19.4) هو التقريب نفسه المعطى في صيغة الثلاث نقاط 
54 إلا أن نقطة التقييم الآن تحدث في Rp‏ 
إن الاستكمال الخارجي يستفيد من هذا بوجود 2۸ بدلا من / في الصيغة (19.4) ليعطي الصيغة 
الجديدة 1 
4h‏ 1 
f"(xo) - “2g () 204‏ - الله f'(xo) = grlf(xo+ 2) - f(xo-‏ 
xo + E‏ 
بضرب الصيغة 19.4) في أربعة وطرح الصيغة (20.4) ينتج 
1 2 
h)]- gr (xo+ 2h) - f(xo ¬ 2)]‏ و - 3f'(xo) = e h)‏ 


)9م 2 + )ر 1 

إذا كان ۶9 متصلا على [2۸ + × ,2۸ - ê o:‏ 0 استخدام طرق بديلة لبرهنة أنه يمكن 
الاستعاضة عن (197)6/ و(17)5/ بقيمة مشتركة (2705/. استخدام هذه النتيجة والقسمة على 3 
تنتج صيغم ت الخمس نقاط 

)ر 1 +2001 + ——[f(xo = 2F) - 8f(xo— h) + 8f(xo + h) - f(xo‏ 
التى هى صيغة الخمس نقاط المعطاة فى صيغة (6.4). 
وبطريقة مماثلة يمكن اشتقاق الصيغ الأخرى للمشتقة الأولى والمشتقات العلياء وستناقش بعض 
هذه الصيغ في التمارين. 
وستستخدم طريقة الاستكمال الخارجي على مدى هذا الكتاب. وإن التطبيقات الأكثر شهرة 


تظهر في تقريب التكاملات في الفصل 5.4)» وتلك التي تعطي الحلول التقريبية ية لحل الصيغ 
التفاضلية في الفصل 8.4. 2 


f (xo) ك‎ 





مجموعة التمارين 24 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم عملية الاستكمال الخارجي الموصوفة في المثال (1) لتحديد التقريب (3)7 للقيمة 
(0*)/ لكل من الدّوال الآتية وحجم الخطوة: 1 
أت 0.4 = ,1.0 = f(x) = nx, xo‏ ب. 0.4 = ,0.0 = f(x) = x + e“, xo‏ 
جب 0.4 = f(x) = 2* sinx, xo = 1.05, h‏ ف 0.4 = f(x) = x cosx, xo = 2.3,h‏ 


2. أضف سطرًا آخر إلى جدول الاستكمال فى التمرين (1) للحصول على التقريب (۸4)۸. 
3. كرّر تمرين (1) مستخدمًا حساب التدوير لأربعة أرقام. 
4. كرّر تمرين 2) مستخدمًا حساب التدوير لأربعة أرقام. 
5. البيانات الآتية تعطي تقريبات للتكامل به برمزه "| -/1 

N, ($) = 1.896119, Nı (0) = 1.974232, N ()= 1.99350‏ ,1.570796 = (طارلة 
على فرض أن (0)۸ + N)۸( + ۸۸ + ۸۸“ + ۸۸۶ + K۸‏ = 1 اكتب جدول استكمال 
لتحديد (۸4)۸. 
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6. يمكن استخدام البيانات الآتية لتقريب التكامل :42 همه |٠"‏ = 1 


Nı(h) = 2.356194, Nı (5 ---- 7 


Nı () = - 0.8815732, N () = -= 7‏ 
افترض أنه يوجد صيغة من النوع نفسه في التمرين 5» وحدّد (2/)7. 
7. أثبت أن تطبيق صيغة الخمس نقط (6.4) على الذالة ×٤"‏ = ()/ على النقطة 2.0 = 30 يعطى 
٨)02‏ في جدول 6.4) عندما 0.1 = ۸» ويعطي (۸2)0.1 عندما .0.05 = ۸. 
8. من الممكن تمثيل صيغة الفرق إلى ا ا 
))0 + )0" - امم" f(xo)1]-—‏ لم + = لحكل 
استخدم الاستكمال لاشتقاق صيغة من رتبة 1 O)‏ للقيمة (0<)'/. 
9. افترض أن (2)7 تقريب للمقدار 24 لكل 0 < ۸»› وأن 
M = N) + Kıh + Kah? + Kah? +‏ لبعض الثوابت K3,...‏ ,وك ,كل 
استخدم قيم (۸/3) ,(۸) و ۷)٨/9(‏ لإيجاد تقريب من رتبة (0)۸ للمقدار 1 
0. افترض أن (7/)7 تقريب للمقدار 14 لكل 0 < ۸» وأن 
Ko + Ko +.‏ جار + M = N))‏ لبعض الثوابت K3,...‏ ,وكا Kı,‏ 
استخدم قيم N)۸/9(‏ و (۷)۸/3 ,(۷)۸ لإيجاد تقريب من رتبة (0)/۴ للمقدار 14 
1. تعلمنا في حساب التفاضل والتكامل أن *"(۸ +1)وديسنا = ء 
أ. أوجد تقريبات ء المقابلة لاستخدام 0.02 ,0.04 = ۸ و 0.01 
ا . استخدم الاستكمال على التقريبات مفترضًا وجود ثوابت ...۸2,۰ ,كا 
و e =)1+ ("+ K+ K+ K+‏ لإيجاد تقريب من رتبة (0)۸ للقيمة ©»» حيث 
h= 0.04‏ 
ج. هل تعتقد أن الافتراض في (ب) صحيح؟ 


2. أ. أثبت أ 
+ اتيك إن 1/h‏ 
=e‏ )جر 
h‏ -2١01م‏ 


ب. احسب تقريبات للعدد © باستخدام الصيغة 
“ام +2 
3 ( د 


ج. افترض أن ...+۸ + ر۸ +« + (1/)8 =ء استخدم الاستكمال الخارجي بدرجة دقة 
لغاية 16 عددًا على الأقل لتحسب تقريبًا من رتبة (0)۸ للقيمة » مستخدمًا 0.04 = ۸ هل تعتقد 
أن الافتراض صحيح؟ 
د. أثبت أن N)۸(‏ = (۸-)۸. 
ه. استخدم الفقرة (د) لإثبات أن 0 =۰۰٠=‏ ء٤‏ = يكز في الصيغة 

e= N(R) + ترزيكز + رز‎ + Kh + K,h + Kh + 








والأعداد 0.02 ,0.04 = ۸ و 0.01 
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وعليه تختزل | لصيغة لت 
e= N(R) + Koh? + Kh + KchS +‏ 
و.استخدم نتائج الفقرة (ه) والاستيفاء لتحسب تقريبًا من رتبة 0)۸9 للعدد ء باستخدام 0.04 h=‏ 
3. افترض أن جدول للاستكمال الآتي قد بني لتقريب العدد 14 المعطى في الصيغة 
Kh‏ + خرزيكل + M = N,(h) + Kh?‏ 


Nı(R) 
2:00 2) 
N(R) NM () 5) 


أ. أثبت أن كثيرة الحدود للاستكمال الداخلى الخطى (1)8ج المار بالنقطتين N,)۸(‏ ,”۸) 
و N,)۸/2(‏ ,2/4) يحقق (2:)0 = (8,)0 وبطريقة مماثلة» أثبت أن (2/«)يلا = (0)يرط. 
ب. أثبت أن كثيرة الحدود للاستيفاء الداخلى الخطى (02)0 المار بالنقطتين N)۸(‏ ,*م) 
و 2/مارلة ,16/“) يحقق (()رلا = (0)و5. ˆ : 
14 . افترض أن N)۸(‏ صيغة چ تتريبات من الرتبة 0070 لتقريب 01 وأن 
M = N(R) + Kh + Kh? +‏ 

لمنظومة من الثوابت الموجبة ...,۴2 ۸٠١‏ لذلك فإن N)۸/2(, N,)۸/4(,...‏ ,(۸1)۸ تكون جميعها 
حدودًا دنيا للمقدار 34. ماذا يمكن أن نقول عن التقريبات الاستكمالية N)۸(,...‏ ,(۸2)۸؟ 
5. استخدمت أنصاف محيطات أكبر المضلعات المنتظمة ذات » من الأضلاع التي ترسم داخل 
دائرة الوحدة» وأنصاف محيطات المضلعات المنتظمة ذات (غ22] من الأضلاع التي ترسم خارج 
دائرة الوحدة» وتكون مماسة لها من قبل أرخميدس 85 لتقریب +7 نصف محيط دائرة 
الوحدة» وكان ذلك قبل 200 قبل الميلاد. 
يمكن استخدام الهندسة لإثبات أن متتاليات أنصاف المحيطات الداخلية والخارجية (كما هو 
أعلام {pr}‏ ۾ {pe‏ على التوالي تحقق تحقق 

P= ممع‎ (Z ) و‎ ksin (Z) 
.)< 4 و5 >7 > )م لكل‎ 


أ. أثبت أن 2۷2 = مم و 4 = ,۶ 


ب. أثبت أنه عند 4 < + فإن المتتاليات تحقق العلاقات الرجعية 
عم 
PrP. P=‏ = 
Pak PrP 3 Pox DEE E‏ 


ج قرب + ضمن 10-4 بحساب 72 و ۲۸ حتی يكون 10-4 > يم -يط. 
د. استخدم متتالية تايلور لإثبات أن 


14 كج 3/112 
+ | )س - | )س + r=‏ 
ل( !5 0( ET‏ 
3 5 2 3 
E‏ مف E‏ 
أ 15 (E‏ 3 


ه. استخدم لاستكمال الخارجي 1/۸ = ۸. 
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Elements of Numerical Integration  يددعلا مبادئ التكامل‎ 4 e 


غالبا ما نحتاج إلى إيجاد قيمة التكامل المحدود لدالّة ليس لها دالة أصلية صريحة أو 


أن دالته ت يصعب الحصول چ إن الطريقة الرئيسة فى تقريب ×4 (*)/ ١ل‏ تسمى 
الطريقة العددية numerical quadrature‏ وتستخدم الجمع 


run 
5 0-0-0 
إن الطرائق العددية فى هذا الفصل ترتكز على كثيرات الحدود للاستكمال التى بحث فيها‎ 
في الفصل الثالث.‎ 
نختار أو مجموعة من النقاط المتميزة [بند ,...,30] من الفترة [ط ,ه]» ثم تكامل كثيرة حدود‎ 
لاجرانج للاستكمال الداخلي‎ 


P(x) = رج‎ f(xi)Li(») 
i=0 
تكامل خطأ الق [ط ,4] لنحصل‎ 
و لقطع على على‎ 
b bn (n+1) 
/ f0) ax = | J مسار‎ ax + f [l= ا لبد‎ 7 


i=0 8 0 


= 3 و لے‎ ۳ (n+1) 
= afl) + 7 - [[e- xı) f "*(&(x)) dx 
× حيث (×)6 فى [4,5] لكل‎ 


3 
22 0 ” به لكل‎ - | Li(x) dx 


a 


إن صيغة التكامل العددي 9020184018 تكون 


b n 
| fax= Daf 
8 i=0 ويكون الخطأ معطى بالصيغة‎ 


E(/) = ل‎ tel [e = x's dx 


وقبل شرح الحالة العامة لصيغ التكامل العددي» دعنا نبحث في الصيغ التي نحصل عليها 
باستخدام كثيرات حدود لاجران نج الأولى والثانية ونقاط متساوية التباعد. 

إن هذا يعطى قاعدة شبه الل #انا؟ 6201081م718 وقاعدة سمبسون هانا؟ 508'5م517 اللتين 
تُقدّمان فى مقررات التفاضل والتكامل» ولاشتقاق قاعدة شبه المنحرف لتقريب »ك (»)۴ ل 
افترض © -5 = ۸ ,ط = × ,ه = مد واستخدم و حدود لاجرانج الخطية 


0 لتكت‎ fe 1 لد‎ xı) 


(xo = i 
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عندئذ 
لك = Em)‏ انه 
(xo) + |] 21.4‏ أ = dx‏ 
)214( (سالري سي + ال ري ]ا 0 1 1 


عند استخدام مصطلح شبه 
النحرف. فإننا نقصد أي شكل 
رباغي فيه ضلعان متوازيان على 
الأقل. إن الصطلح الأوروبي 
لهذا شكل هو"ماناا2عم18". 
ولزيادة الأمر تعقيدًا؛ فإن الكلمة 
الأوروبية "trapezoid"‏ تشير 
إلى أي شكل رباعي ليس فيه 
أي ضلعين او والكلمة 
الأمريكية المقابلة لهذا شكل هي 


"نا 2عم 8 


شكل 3.4 


5 
+ |" FEC = xox = xı) dx 
x0 


وبما أن (::-20()8-*) لا تتغير إشارتها فى الفترة [30,1] فإنه يمكن تطبيق مبرهنة القيمة 
الوسطية الموزونة للتكامل على حد التكامل لتعطى لقيمة ما € ضمن (+,0:) 
xı x‏ 
F(E()(x - xo)(x = xı) dx = f"(€) EEE‏ 
x0 x<0‏ 





(xı + xo) 2 8 
2 


x“ + Xo0X1X 


×3 
= f") 5- 


x0 
h3 
0چ کا‎ 
ومن ثم فإن الصيغة (21.4) تعطي‎ 


0 - 
x0)‏ 0 ني 4 x1)‏ لقي عدم 


h3‏ ك 
ا" - السام + م ا ل 


وبما أن 0د - د = ۸ فلدينا القاعدة الآتية. 


كر 
e], - 2719‏ 


قاعدة شبه المنحرف Trapezoidal Rule‏ 
h h3‏ 0 
f(x) dx = g1/(xo) + f(x)]— 1217‏ 
وتسمى هذه بقاعدة شبه المنحرف؛ لأن / عندما تكون دالة قيمتها موجبة فإن ×4 (:5)/ + يكون 
مقرّبًا بمساحة شبه المنحرف. كما يظهر فى شكل 8.4). 


J4 
(«ب رع ر‎ 


مارم عداو 





a ودع‎ XxX =b x 
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شكل 4.4 
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وبما أن حد الخطأ في قاعدة شبه المنحرف ت تحتوي على "21 فإن القاعدة تعطي النتائج الدقيقة بقة 
عندما تطبق على أي دالّة مشتقتها الثانية مطابقة للصفرء أي لأي كثيرة حدود من الرتبة 1 أو 
أقل. 

إن قاعدة سمبسون تنتج من تكامل كثيرة حدود لاجرانج من الرتبة الثانية على الفترة [ط ,© 
باستخدام 5 = 22 ,4ه = 20 و ۸ +4 = × حيث 2 /(ه - 5) = ۸ (انظر شكل 4.4) 


74 


دار ع نر 





a= xo X1 x =b x 











لذلك فا 
3 م (x - x0) - x2‏ و :)ره حم ا 7 
)1 ا کے + م ا | عععهم | 
a xo‏ 


(xo ¬ x1)(xo د‎ x2) (xı - xo)(x1ı - x2) 


مالع = (x‏ 
| )وم 31 (x2 ¬ x0) x2 - x‏ 
(E) dx‏ (2× = کال (x = xo)(x‏ 1 
30 5 
وعلى كل حال فإن اشتقاق قاعدة سمبسون بهذه الطريقة يعطى فقط خطأ من رتبة (0)۸ محتويًا 
۵. 0 


وبمحاولة حل المسألة بطريقة أخرى» يمكننا اشتقاق حد ذي رتبة أعلى تحتوي 19/. ولشرح 
هذه الصيغة البديلة ؛ نفترض £ مفكوكا بكثيرة حدود تايلور من الرتبة الثالثة حول ×. عندئذ 
كل × فى [30,32] يوجد العدد (×)6 فى (2× 0×) بحيث 


)4( 7 
کرپ 0 مدر ب ل بر م 2 اتلك + f(xD+ f(x(x=‏ = مار 


ار 3 A‏ الشف 


اهن 


9 f(x) dx = [7x ا ر ر‎ 


لت كي 


x2 
24 )((مد)ع) قار 1 58 ]1 د‎ x — xı) دك‎ )22.4( 
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وبما أن 4( - ») لا يكون سالًا أبدًا فى [0,*2<]» فإن مبرهنة القيمة الوسطية الموزونة تعطى 





7 (4) (4) x2 
8 )ززين)ع) قار‎ = xı) dx = لك‎ E a 0 "ا‎ 


لعدد ما €1 فق (xo, x2)‏ 
على كل حال» 0× - × = × - 2× = ۸ ولذلك فإن 
0 = *(ر×x )xo-‏ - 04م -يه) = (x2 - × - )xo = x‏ 
2 = (ر× - م×) - (× -22) و 2 = (رx‏ - (x2 - xı) ¬ (xo‏ 


وعليه يمكن كتابة الصيغة 22.4) على الصيغة 


كك ا ل ا ات — + f(x) dx = 2hf(x)‏ 8 


وإذا عوّضنا عن (31)”/ بالقيمة التقريبية المعطاة فى الصيغة 9.4) فى الفصل (1.4) نجد أن 


x2 3(1 2 (4) 
| fear = nfo) + 226 - 2f) + Fr) =e» | ورل لبي‎ E 
x0 12 60 : 
Thomas Simpson 
= مدا‎ + 4f(xı) + f(x2)] - | f(2) - لحت‎ E HE 
قد تعلّمها بنفسه. وكان يعمل‎ 


نسَاجًا لكسب رزقه. كان اهتمامه من الممكن استخدام طرائق بديلة (انظر التمرين 24) لبرهنة أن القيمتين :5 و 62 فى هذا التعبير 


الأساس بمبرهنة الاحتمال: !0 يمكن الاستعاضة عنهما بقيمة مشتركة € فى (0,*2*). إن هذا يعطى قاعدة سمبسون. 
أنه في عام 1750 نشر كتابًا في 

التفاضل والتكامل في مجلدين قاعدة سمبسون Simpson’s Rule‏ 

2 كير h‏ 3 
3 )1 -الصمام + لساره + ax = Ifo)‏ ضار / 


Application of Fluxions. 


وبما أن حد الخطأ فيه المشتقة الرابعة للدالّة f‏ فإن قاعدة سمبسون تعطي نتائج صحيحة لكل 
كثيرة حدود من الرتبة الثالثة او أقل. 
مثال 1 قاعدة شبه المنحرف للدالّة # على الفترة [2 ,0] هى 


2 
12 جهار ععدهام | 
0 
وقاعدة سمبسون للدالة / على الفترة [2 ,0] هى 
1 3 
FAI‏ زليه + f(x) dx < gO‏ !! 
0 


يظهر ملخص النتائج مقربًا إلى ثلاث خانات لبعض الدوال الابتدائية في جدول 7.4). 
لاحظ أن قاعدة سمبسون هى الأفضل فى كل حالة. 
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جدول 74 


تعريف 14 


إن التحسن في الدقة لقاعدة 
سمبسون على قاعدة شبه المنحرف 
يفسّر عفوينًا بحقيقة أن قاعدة 
سمبسون تحتوي على التقييم عند 
نقطة منوسطة تؤدي إلى توازن 
افض إلتقريب 


إن المطلح «مفتوحة ومغلقة 
لطرانق إيجاد التكامل, تعني 
الطرائق الفتوحة تس تخدم لتقييم 
النقاط في الفترة المغتوحة ٠.‏ عند 
إيجساد تقريب للتكاميل 2400 ؛ 
أما الطرائق المغلقة فهي تستخدم 
لتقييم نقطتي النهاية في الفترة 
المغلقة لن.ما. 
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)ا شش )1 + sinx 1+ x 1/(x‏ 3 
القيمة الصحيحة 2.667 6.400 1.099 2.958 1.416 6.389 
به التحرف 4.000 16.000 1.33 3.36 0909 8.389 
مبسون 2.667 6.667 1.111 2.964 1.425 6.421 


إن الاشتقاق العادي تصيغ الخطأ يبنى .على كثيرات الحدود التي تنتج نتائج صحيحة لتطبيق 
هذه الصيغ عليها. . ويستخدم التعريف الآتي نتسهيل شرح هذا ا 

ريد عوط بسي ای ا وي د ا 
الصيغة غير مقرّبة عند “× لكل « ,. 1ب حاو 

ويبين تعريف 1.4) أن قاعدة شبه المنحرف وقاعدة سمبسون لهما درجات دقة واحدة وثلاثة 
على التوالي. 


إن كلا من التكامل والجمع عملية خطيةء أي 


3 3 3 
1 (af(x) + Bg(x)}) dx = a f(x) dx + 6] g(x) dx 


Belx) = a} f(x) +8 3 [ g(x)‏ + سارها جح 
i=0Û‏ مح i=0‏ 


لكل زوج من الدوال القابلة للتكامل ۶ و ع وأي زوج من الثوابت 8 , ». 

وهذا يتضمن (انظر التمرين 25) أن رتبة الدقة لأي صيغة تكامل هى + إذا وفقط إذا كان 
الخطأ 0 = ((×)5)۲ لكثيرات الحدود (*)2 جميعها من الرتبة ” ,...0,1,2 =« ولكن 
0 # ((»)م)8 لكثيرات حدود ما من الرتبة 1 + ۸. 

إن قاعدة شبه المنحرف وقاعدة سمبسون هي أمثلة لعائلة من الطرائق تعرف بصيغ نيوتن - 
كوتس .Newton - Cotes formulas‏ 

هناك نوعان من صيغ نيوتن - كوتس: مفتوحة ومغلقة. 

إن صيغة نيوتن - كوتس المغلقة ذات (1 + #) نقطة تستخدم /1 +« = بالكل 
...1 ,0 = ؛. (انظر شكل 54. 

تسمى هذه الصيغة مغلقة ؛ لأن نقطتي الحدود للفترة المغلقة [ط ]»١‏ متضمنة في نقاط التقييم. 


5 5 تأخذ هذه الصيغة الصورة‎ 
j fara Daren 
2 i=0 


a= Lax = f 1 a 
20 xo lor = “ره‎ 


j#i 
وتصف المبرهنة الآتية تفاصيل تحليل الخطأ المرتبط بصيغ نيوتن - كوتس.‎ 
.]1&, انظر برهان هذه المبرهنة [313 .م‎ 


7 
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شكل 5.4 


مبرهنة 2.4 


J4 


Y= )رم‎ 





و X x‏ ودعده 





افترض أن (:×) # :5/6 هي صيغة نيوتن - كوتس ذات (1 + )١‏ نقطة حيث ط = × ,ه = وير 
و ۸ /(ه -5) = ۸. عندئذ» يوجد عدد (4,5) © € يحقق 


)لعفف عفن 
f(x) dx = a+ E 002! | 0 100 (t= n) dt‏ 1 


إذا كان ۸ عددًا زوجيًا و [ط ٥"),‏ © ۶. أما إذا كان ۸ عددًا فردیًا و[ط ,ه]!*"© © / فإن 


b n n+2 f(n+1) n 
f(x) dx = YJ ai f(x) + - t(t— 1) (t= n) dt 
a i=0 : 0 


لل 
لاحظ أنه عندما يكون ” عددًا صحيحًا زوجيًّاء فإن رتبة الدقة 1 + ” على الرغم من أن كثيرة 
الحدود للاستيفاء الداخلي interpolation‏ هي من رتبة « على الأكثر. 

عندما يكون ۸ عددًا فرديًا فإن رتبة الدقة هي فقط«. 

بعض صيغ نيوتن - كوتس المغلقة الشائعة 1051195 Newton-Cotes‏ 2210960 وحدود الخطأ 
لها هي كما يلي: 

1 = #: قاعدة شبه المنحرف Trapezoidal rule‏ 


1 07 .حيك ر > :6 اود 
(xo) + f(xı)]- 11 (€) (23.4)‏ لاج = f(x) dx‏ 
xo‏ 
2 = #: قاعدة سمبسون Simpson’s rule‏ 


x2 h ك‎ 
×0 > 5 > ×2 حيث‎ 1 fax = f(x) + 4f(x) + f(x21= gg 0 (244 
ا حي‎ 
Simpson’s Three-Eighths rule قاعدة الثلاثة أثمان لسمبسون‎ :» = 3 
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شكل 6.4 
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3 3h 3# 
f(x) dx = g0) + 3f(x) + 3f) + f(3) = و‎ () (254 
x0 


حيث 3× > 5 > 0×. 


:n= 4 
4 2h 8h (6) 
/ f(x) dx = —[7f(xo) + 32 f(x) + 12 (و«)ر 32 + (يد)ر‎ + 7f (x4)]- —— "تر‎ )6( (26.4) 
8 45 945 


حيث 4× > 5 > ود 


إن صيغ نيوتن - كوتس المفتوحة open Newton-Cotes formulas‏ تستخدم لتقييم النقاط 
0+7 = :د لكل ۸ , ...,1 ,0 = i‏ حيث (2 + ^ )/له - 5) = x= a+ hgh‏ , 

إن هذا يعطي ۸ -ط = ×» ولذلك نعدد نقاط النهاية بوضع © = إ-× و 5 = 1+ (كما يظهر 
فى شكل 6.4). 

إن الصيغ المفتوحة تحوي النقاط المستخدمة جميعها في التقريب في الفترة المفتوحة (4,8). 
تصبح الصيغ 


! NES [i roaas= Saf 
a X-1 i=0 


2 b 
أيضا.‎ a= | L¡)×( 02 حيث‎ 
a 
ا‎ 


=» 


Xx Xn‏ د مد وده 








المبرهنة الآتية مماثلة للمبرهنة 2.4)» وبرهانها موجود فى [314 .م .]1K,‏ 
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مبرهنة 3.4 


مثال 2 


جدول 8.4 


افترض أن (:×) f‏ :هى !5 هى صيغة نيوتن - كوتس المفتوحة ذات (1 + ”) نقطة حيث 
- 1ب ,4» = 1< و (2 +م)/(ه -6) = 8. عندئذ» يوجد عدد (4,5) © €٤‏ بحيث 


)€( (2جمام قخمير 


Saro + TE E Bee RNR‏ عه مار 


إذا کان « زوجيًا و [ط ,]0”*2 »ع ثرء وأما إذا کان « فردیًا و [ط ,ه]0"*1 € /. 


p"+*2 f(n+1) 
1 f(x) dx = aft) + ليه‎ 2 0 1). (t= n) dt 
-1 


بعض صيغ نيوتن - كوتس المفتوحة مع حد الخطأ هي 
0 -#: قاعدة النقطة الوسيطية Midpoint rule‏ 


3 8 
)274 0/ج +0 - عه زمار "| حیث × > 6> ده 


:n =1 


3h 3,‏ * 
)284 ”رك f+‏ + لمارا = ax‏ سار 1 حيث 2× > €> 1-× 
ا 
iS2‏ 


8 f(x) dx = %2 fro) - f (x1) + 2f) + اقالطا ل‎ (29.4) 


حيث 3× > 5 > 1-×. 


ES 3 

/ “fax = E1f(xo) + f(x) + لضام‎ + f(x) + n رع هم‎ G04 
ا‎ 24 144 

ET SES حيث د‎ 


إن استخدام صيغ نيوتن - كوتس المفتوحة ولمغلقة المدرجة في الصيغ 26.4)-(23.4) 
و(30.4)-(27.4) لإيجاد تقريب للتكامل 0.29289322 > ۷2/2 -1 = × رهزو 4" يعطى 
النتائج المدؤنة في جدول (8.4. 


4 3 2 1 0 n 
0.29289318 0.29291070 0.29293264 0.27768018 المعادلات المغلقة‎ 
0.00000004 0.00001748 0.00003942 0.01521303 الخطأ‎ 


المعادلات المفتوحة 0.300557 0.29798754 0.2928586 0203 
الخطأ 0.00766565 0.00509432 0.00003456 0.00002399 
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مجموعة التمارين 3.4 EXERCISE SET‏ 
1. أوجد تقريبًا للتكاملات الآتية باستخدام قاعدة شبه المنحرف: 
: 1 2 05 1.5 1 
. 4 9 ج. 3 د. 2x‏ 
x“Inx dx e 2 dx‏ 1 عل x‏ / 


E m4 035 2 16 2» 
حدم‎ sin 2x dx „> x sinx dx و. 2-4 ر‎ 4 55 


2 أوجد تقريبًا للتكاملات الآتية باستخدام قاعدة شبه النحرف 

0 0.25 2 

1 xln(x + 1) dx ب.‎ 1 (cos x) dx 5 
-05 8 


0.25 


e+1 1 1.3 
د‎ dx ۳ ((sinx)? - 2x sinx + 1) dx ج.‎ 
e 0.75 





دماح 
5 أوجد حدًا للخطأ في التمرين (1) باستخدام صيغة الخطأء وقارن ذلك بالخطأ الفعلي. 
. أوجد حدًا للخطأ في التمرين (2) باستخدام صيغة الخطأء وقارن ذلك بالخطأ الفعلي. 
. أعد حل التمرين (1) باستخدام قاعدة سمبسون. 
أعد حل التمرين (2) باستخدام قاعدة سمبسون. 
أعد حل التمرين (3) باستخدام قاعدة سمبسون ونتائج التمرين (5. 
. أعد حل التمرين (4) باستخدام قاعدة سمبسون ونتائج ج التمرين (6). 
. أعد حل التمرين (1) باستخدام قاعدة النقطة الوسيطة. 
0. أعد حل التمرين 2) باستخدام قاعدة النقطة الوسيطية. 
1. أعد حل التمرين (3) باستخدام قاعدة النقطة الوسيطية ونتائج التمرين (9). 
2. أعد حل التمرين 4) باستخدام قاعدة النقطة الوسيطية وتا ج التمرين (10). 
3. إن تطبيق قاعدة شبه المنحرف لإيجاد ×ه (د)/ ير يعطي القّيمة 4» أما قاعدة سمبسون 
فتعطي القيمة 2» فما قيمة (1)/؟ 
4. إن تطبيق قاعدة شبه المنحرف لإيجاد 4 (<)/ 7 يعطى القيمة 5 وقاعدة النقطة الوسيطية 
تعطى القيمة 4: فما القيمة التى تعطيها قاعدة سمبسون؟ ` 
5 .أوجد رتبة الدقة التى تعطيها قاعدة التكامل 


3 3 1 
e).‏ 
6. افترض أن ۸ +ه = ب×,ه = مد,3/(ه -5) =۸ و ۵ = × أوجد رتبة الدقة التي تعطيها 
قاعدة التكايل hf)‏ + رارق = dx‏ صار 1 


7. إن قاعدة التكامل f(x) dx = cof (=1) + cı f(0) + ca f(1)‏ 1 تعطي نتائج صحيحة 
لكثيرات جميعها الحدود من الرتبة الثانية أو أقل. حدّد قيم .٩2,٩1,٩0‏ 

8 إن قاعدة التكامل (2) 2۴ء + f(x) dx = cof (0) + cf(D‏ تعطي نتائج صحيحه ة لكثيرات 
الحدود جميعها من الرتبة الثانية أو أقل .حدّد قيم €1:€0 ,€2. 

9. أوجد الثوابت 0.61.1 بحيث تعطي صيغة التكامل (×)۴ 1 + (1)0ه = ×4 )1 ول أعلى 
رتبة ممكنة من الدقة. 

0 أوجد الثوابت 1 ,0× بحيث تعطي صيغة التكامل f(x) dx = 3 f(xo) + cıf (x)‏ 1 أغلى 
رتبة ممكنة من الدقة. 


0 
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1. أوجد قيمًا تقريبية للتكاملات الآتية باستخدام الصيغ (23.4) حتى 30.4). 
هل درجات الدقة في التقريبات متلائمة مع صيغ الخطأ؟ 
أي الفقرتين (ر) و (ه) يعطي التقريب الأفضل؟ 
0.1 702 1.5 
أ. xdx‏ + [له / 27 (sin x)? dx‏ ج. e" d×‏ 
0 0 1.1 


1 10 1 10 1 5.5 1 
د dx‏ - ھ. «ax a+ | - dx‏ | 
X 55 7 1 x‏ 1 0 
2. لديك قيم الدّالة / على القيم الآتية : 
La oS A I 8‏ 2.6 
هام | 3.12014 | 4.42569 Î‏ 6.04241 | 8.03014 | 10.46675 
أوجد التقريب للتكامل +4 (:)/ 7# باستخدام جميع صيغ التكامل المناسبة التي درست في 
هذا الفصل. 
3. افترض أن في بيانات التمرين (22) أخطاء تدوير كما في جدول الآتي 
3 | 1.8 | 2.0 | 22 2.4 | 2.6 
الخطأ في (×)/ أ 10-6 2x‏ أ 10-6 2- 1 10-6 “0.9 - ا 10-6 2x 1076 | -0.9 x‏ 
احسب الأخطاء الناتجة من التدوير عند حل التمرين (22). 
4. اشتق قاعدة سمبسون مع حد الخطأ باستخدام 
x2‏ 
Î fax = afta + af) + af) + kf ^®‏ 
x0‏ 


أوجد ‰0 , 2ه من حقيقة أن قاعدة سمبسون تكون صحيحة للدالة "× = (×) f‏ عندما 3 ,1,2 = ۸. 
ثم أوجد » بتطبيق صيغة التكامل على *د = (2ا/. ‏ , 

5. برهن العبارة الواردة بعد تعريف «2)1.4 أي برهن أن صيغة التكامل لها رتبة دقة إذا وفقط 
إذا كان حد الخطأ 0 = ()2)2 كثيرات الحدود (×)۲ جميعها من الرتبة ۸ ,...,1 ,0 = * ولكن 
E(P() #0‏ لبعض كثيرات الحدود (7)2 من الرتبة 1 +«. 

6.اشتق قاعدة الثلاثة أثمان لسمبسون» الصيغة (254)» مع حد الخطأ باستخدام المبرهنة 
(2.4). 


7. اشتق الصيغة (28.4) مع حد الخطأ باستخدام المبرهنة (3.4). 
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غالبا ما يكون التقريب المتقطع ذا 
فاغلية, تذكر أن .هذا قد انشكدم إن صيغ نيوتن-كوتس عمومًا تصلح للاستخدام على فترات تكامل كبيرة. هناك حاجة 
فى استيفاء بيزييه 862127. إلى ضيغ ذات رتبه ة عالية» لكن يصعب في هذه الصيغ إيجاد قيمها. بالإضافة إلى ذلك فإن 
ر صيغ نيوتن- كوتس مبنية على كثيرات حدود استكمالية مستخدمة نقاطا متساوية الأبعاد؛ 
وذلك بسبب طبيعة ذبذبة كثيرات الحدود عالية الدرجة. وسنناقش فى هذا الفصل المنحنى 
المتقطع (216000:56) للتكامل العددي باستخدام صيغ نيوتن-كوتس ذات الرتب المتدنية. 
إن هذه هى الطرائق الأكثر استخدامًا. 
افترض إيجاد تقريب للتكامل «4 *ء ُ). إن قاعدة سمبسون على فرض 2 = ۸ تعطى 
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4 
3 

1 e" dx )ع د‎ + 4¢? + e) = 8 

0 


وبما أن الجواب الدقيق فى هذه الحالة هو 53.59815 = ء - 4 » فإن الخطأ يساوي 3.17143 - 
وهو أكثر كثيرًا مما نقبله عادة. 
ولتطبيق تقنية تقنية متقطعة لهذه المسألة؛ قسّم [4 ,0] بين [2 ,0] و [4 ,2] واستخدم قاعدة سمبسون 
مرتين باستخدام AS‏ 
إن هذا يعطيك 

4 

1 e“ dx 
0 


2 4 
| carr | eax (e+ جمد‎ e) + $ (+ 4e + e) 
0 2 3 3 


= 2 (°+ 4e + 2e + 4e3 + e۹) 
== 5 
لقد تقض الخطأ إلى 00 النتائج تدفعنا إلى تة تقسيم الفترتين [2 ,0] و 41 ,2] واستخدام‎ 
قاعدة سمبسون بالقيمة + = ۸ فنحصل على‎ 


4 1 2 3 4 
| «= | a+ | ]جعت‎ e+ | 6 dx 
0 0 1 2 3 


2 (+ 4e2 + e)+ (+ 2ا43‎ + 2 


1 


(م + 4e7?‏ + مم ل زه + 2مھ + )چ + 


= (+ 4e? + 2¢ + تم + ?ل45 + م2 + ?م4‎ + 4e7? + e) 
= 53.61622 
.- 0.01807 ويقدر الخطأ لهذا التقريب بالقيمة‎ 
إلى ۸ من الفترات‎ [a, b] ولتعميم هذه الطريقة؛ سنختار عددًا صحيحًا زوجيًا. قسم الفترة‎ 
(7.4 الجزئية› وطبق قاعدة سمبسون على كل فترتين جزثيتين متتاليتين. «انظر شكل‎ 
خذ ۸ /(4ه -6) = وز + = ز× لكل ”7 2 - 7 فنحصل على‎ 
1/2 
/ f(x) dx = N f(x) dx 


22-2 


کم A‏ 1/2 
|6" رج ۶)21 + 4۴)21 + لمسروس ارا | 2 = 
لبعض ٤‏ حيث ز2× > ز6 > 2-زد× شريطة أن [5,ه]*© € /. 
باستخدام حقيقة أنه لكل 1 - (8/2 ), ...,2 ,1 = ز. يكون (2*) 1 ظاهرًا في الحد المقابل للفترة 
[ر2× ,2-ر2»] وكذلك في الحدٌ المقابل للفترة [2+زد× ,زود]» 
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شكل 7.4 


J4 








فيمكننا تقليص هذا المجموع إلى 


b h (n/2)-1 n/2 كي‎ n/2 
| sma = $ fom +2 بق‎ 1) + 4 fea) + وي -| لمعل‎ 16 


ويكون الخطأ المرتبط بهذا التقريب 
n/2‏ 7 
7 مو = E(f)‏ 
حيث ز2× > ز6 > 2-ز2× لكل ۸/2 ,...,1,2 = ل, 
إذا كان [,4]*© © / فإن مبرهنة القيمة القصوى تتضمن أن ١"‏ يتخذ قيمته العظمى وقيمته 
الصغرى فى الفترة [ط ,4]. 


بما أن )لام in f°) < FE) = max‏ 
فسنحصل على 

3i, f) ر د‎ 3 3 ma ۶ )( 
ر‎ 


2 
(4) = .)4( ع)‎ )4( 
gin, 0 < €) > max £0) 


ومن مبرهنة القيمة الوسطية فإنه يوجد (5,©) © لا بحيث 


2 n/2 
(ر۹€ ۶ رح = = س۶‎ 
عر‎ 
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وهكذا فإن n/2‏ 
E(f) = e = ۵‏ 
أو بما أن /(ه -5) = ۸ فإن 
ر م ر 2 = E(f)‏ 
إن هذه المشاهدات تؤدي إلى النتيجة ا5 
لیکن [,ه]*© © » ۸ عدد زوجي » n‏ /له -5) = h‏ و hز x; = a+‏ لكل ۸" e‏ انك 


فإنه يوجد (5 ,۾) © دم بحيث إن قأعدة سمبسون المركبة يمكن كتابتها مع حد الخطأ a‏ 
۸ من الفترات يوجن الآتية: 


3 71 (n/2)-1 n2 
1 flax = 7 مر‎ +2 3 f(x2j) + 0 f )x2ر-1(‎ + (طار‎ ۶ 
2 دا‎ 
0 
تستخدم الخوارزمية (1.4) قاعدة سمبسون المركبة على ۸ من الفترات الجزئية» وإن هذه‎ 
الخوارزمية هي الأكثر استخدامًا؛ لكونها خوارزمية عرض عام للتكامل.‎ 
Compsite Simpson's Rule قاعدة سمبسون المركبة‎ 
1 - لتقريب التكامل 4 (:)/ م‎ 
المدخلات: نقطتا النهاية م؛ 4: 7 عدد صحيح موجب زوجي.‎ 
.1 المخرجات: تقريب 1× إلى‎ 
الخطوة المضمون‎ 


.h = (bb - a)/ n ضع‎ 1 


X10= f(a) + f(b) ضع‎ 


XI1=0 2‏ (مجموع الدالة (1حي:/ ) 
X12=0‏ (مجموع الدالة (ري:© / ) 
3 | کرر الخطوتین 4 و 5 لکل 1 ¬۸ ,...,1 = /, 


4 ضع X= a+ ih‏ 
| كن م زوجيًا فضع 
f(X)‏ +112 -112 
ولا فضع f)×(‏ + 111 = 111 


‘X1 = h(X10+ 2٠١ X12 + 4. X11)/ 3 ضع‎ 6 


ارجات 19 
2 توقف. 








يمكن تطبيق طريقة التجزئة لأي من صيغ نيوتن- كوتس. 
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شكل 8.4 


مبرهنة 5.4 


شكل 9.4 


مبرهنة 6.4 


إن تعميمات قاعدة شبه المنحرف (انظر شكل 8.4) وقاعدة النقطة الوسيطية أعطيت دون برهان. 


4 


y= f(0) 


پد 


a= اونا‎ e و × ورد‎ b= 











بما أن قاعدة شبه المنحرف تتطلب فترة واحدة لكل تطبيق» فإن العدد الصحيح ۸ يمكن أن 
يكون فرديًا أو زوجيًا. 

لیکن [5,ه]2© € ›»f‏ ۸ /(ه -ط) =۸ و ۸ز +ه = ز× لكل ۸ ,...,0,1 = زر. عندئذ يوجد 
(ظ ,ه) ع م بحيث إن قاعدة شبه المنحرف المركبة يمكن كتابتها مع حد الخطأ لكل « من 
الفترات الجزئية على الصيغة الآتية: 


6 7 1-1 b 
: 0 f(x) ax = > | + 2 [| - 
)9.4 أما قاعدة النقطة الوسيطية المركبة فإن ۸ يجب أن يكون أيضًا زوجيًا. انظر شكل‎ 





E 
F1 


. 


y= f) 


4 4 + 4 > 


x, b= xax x‏ +2 2 32-1 أ & وات 








لیکن [ط ,۾]° € «f‏ 7 عددًا زوجيًاء (2 + م )/(ه - )b‏ = 2 و 1(۸ + ز) a+‏ = رع لكل 
1 +« ,...,0 ,1 - - ز. عندئذ يوجد (ط ,۾) ع / بحيث يمكن كتابة قاعدة النقطة الوسيطية 

















4 ك التكامل العددي المركب 


مثال 1 


201 Composite Numerical Integration 


i SS A‏ + #) من الفترات الجزئية على الصيغة الآتية: 
n/2‏ 


1 f(x) dx = 2h 3. (رضام‎ 
لا‎ 20 


ليكن المطلوب تقريب ×4 +510 مأ بخطأ مطلق أقل من 0.00002 باستخدام قاعدة سمبسون 
المركبة. إن قاعدة سمبسون المركبة تعطي لعدد ما (5,©) © ما الصيغة الآتية: 


r ر‎ 1 n/2 00 
sinx dx = - sin زود‎ + 4 Sin X2j-1 sin 
/ 2 و - | درسهة ر47 +روددة ر‎ 


وبما أن الخطأ المطلق يجب أن يكون أقل من 0.00002 فعلينا أن نستخدم المتراجحة الآتية 





f") 





لتحديد ۸ و ۸: دج rh rh‏ 
0.00002 1 
> ممم ا IRO‏ انر يبن 0ك 
وباستكمال هذه الحسابات نحصل على 18 < . إذا كان 20 = * فإن الناتج هو 7/20 = ۸ 
و 


(2j - Dr 
| ssa | مم = | (عللجك) د +( )ضر‎ 


وللتأكد من رتبة الدقة هذه؛ فإن استخدام قاعدة شبه المنحرف المركبة تستلزم أن 
7 7۳ے rh?‏ 
sinu E73 TÊ © 00002‏ د 
أو أن 360 < ۸. وبما أن هذا يتطلب حسابات أكثر كثيرًا من تلك التي نحتاج إليها لقاعدة 
سمبسون المركبة» فإننا لا نريد استخدام قاعدة شبه المنحرف المركبة لهذه المسألة. 
وبهدف المقارنة» فإن قاعدة شبه المنحرف المركبة باستخدام 20 = ۸ و 7/20 = ۸ تعطي 


19 , 
١ )سرد عد‎ [+ sin 0 + nz |= وات‎ ( | 





0 = 
إن الجواب الصحيح هو 2› لذ فإن قاعدة سمبسون تعطينا جوابًا ضمن الخطأء أما قاعدة 
شبه المنحرف باستخدام 0 = n‏ فمن الواضح أنها لا تعطينا هذا الجواب. لا 


إن معظم برامج 5 تتضمن قاعدة سمبسون المركبة وقاعدة شبه المنحرف المركبة. 
أما في 1/316 فعليك أولا الدخول إلى المكتبة حيث تكون معرفة بالأمر 
>with(student)‏ 
أما طلبات طرائق الحل فهى trapezoid(f,x=a..0,")‏ و simpson(f,x=a..b,n)‏ 
أما مثالنا 


>f:=sin(x) 
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f = sin(x) 
1 0 1 
30" 2 sin ()) 


1.99588594 


>trapezoid(f,x=0..Pi,20) 


>evalf(%) 


>evalf(simpson(f,x=0..Pi,20)) 
2.000006785 
فإن قاعدة النقطة الوسيطية موجودة كذلك في مكتبة ١ا۷ ويمكن الوصول إليها بالأمر‎ 
>evalf(middlesum(f, x=0...Pi,10)) 


التى تعطى التقريب 2.008248408 


ولإيضاح رموز ١ا۷‏ لطريقة النقطة الوسيطية نعرّف ۸ ,5,7 ,4 ,(×) ۴ بالأوامر 
>f:=x->sin(x)‏ 
>a:=0; b:=Pi; n:=18; h:=(b-a)/(n+2)‏ 
ونحتاج أيضًا إلى متغيّر لحساب الجمع الدؤار الذي نضع له القيمة الابتدائية 0. 
>Tot:=0‏ 
وفى هام۷ تعرّف الحلقة المحكمة بالعد كما يلى : 
for loop control variable from initial-value to terminal value do‏ 


statement; 
statement; 


statement; 
od; 
نضع متغير تحكم الحلقة [» الذي يبدأ من 0 وينتهي في 9 = ۸/2 بخطوات متساوية مقدارها‎ 
.1 

كل قيمة 9 1...١‏ ,0 = 7 تستكمل الحلقة» وينجز كل حساب داخل الحلقة حتى نصل إلى 

كلمة 00. أما الكلمات المستخدمة المخزونة فهي ١۳٠۲؟,١٠۵0,۴,٠1,۲٠.‏ انتبه إلى عدم استخدام 
() بعد كلمة 00 

> for j from 0 to n/2 do 

> xj:=a+(2*j+1)*h; 

> Tot:=evalf(Tot+f(xj)) 

>od 
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إن هذا ينتج سلسلة من النتائج تند تنتهي بالجموع 
n/2‏ 


Tot= Y fej S 3 f )x2;( = 2 
j=0 j=0 


J 3‏ 
ثم نضرب في العدد 2۸ لإنهاء طريقة النقطة الوسيطية المركبة 
>Tot:=evalf(2*h*Tot)‏ 
Tot := 2.008248408‏ 
هناك خاصية مهمة تشترك بها طرائق التكامل المركبة جميعها ألا وهى الاستقرار المتعلق بخطأ 
التدوير. ولشرح ا افترض أننا طبقنا قاعدة سمبسون المركبة باستخدام n‏ من الفترات الجزئية 
لتكامل دالة ما / على [ط ,ه]» وجدنا الحد الأعلى لخطأ التدوير. افترض أنه قرّب (:<)/ بالمقدار 
(تدارء وأن : 
F)x( + e‏ = (ردامر لكل 0,1,...,۸ i=‏ 
حيث تعبر © عن خطأ التدوير المصاحب لاستخدام F(x)‏ بصفته تقريبًا للمقدار ()/. وعندئذ فإن 
الخطأ التراكمي (۸)ء باستخدام قاعدة سمبسون المركبة يساوي 


(n/2)-1 n/2 
e(h) = 08 2 2 e2j + 42 نه‎ 1+ 3 
(n/2)-1 n/2 
3 3 + 2 2 le2jl + 4 -نهاب2‎ | 


إذا كانت أخطاء التدوير محدودة تجانسيًا بالقيمة ٤‏ ينتج 





e(h) > [e+ 2 1( + [ء +ء(4)5‎ = Lane = nhe 
.) (۸)ء وهو حدٌ مستقل عن / ( و7‎ > )5 - »(٤ ولذلك‎ "١ = 5 - ولكن ۾‎ 
إن هذا يعني أنه على الرغم من حاجاتنا إلى تقسيم فترة إلى أجزاء عديدة لضمان الدقة» فإن‎ 
اللازم لا يزيد خطأ التدوير.‎ e الحساب‎ 
وهذا ي يعنى أن الطريقة مستقرة عندما تقترب ۸ من الصفر.‎ 
تذكر أن هذ ليس صحيحًا في عمليات الاشتقاق العددي التي بحث فيها في بداية هذا الفصل.‎ 





مجموعة التمارين 4.4 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم قاعدة شبه المنحرف المركبة بقيم # المشار إليها لإيجاد تقريب لكل من التكاملات الآتية : 

أ xmsar. n=4‏ | بل | ۸=4 |e ax.‏ جد 6دم مهي 

د.6 = شعو | هد 8 = sinaxas,‏ | و 8دم qe‏ 
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20/8 
tanx dx, مچ | 8 م‎ n=8 زه‎ 
/ 3 12-4 


2. استخدم قاعدة شبه المنحرف المركبة بقيم + المشار إليها لإيجاد تقريب لكل من التكاملات 





0.5 الآتية: ء‎ 
1 xln(x + 1) dx, n= ب.6‎ 1 cox dx, n=4 5 ع‎ 
-05 0.5 

+2 1 1.75 
dx. RnR د.‎ (sin x - 2x sinx + 1) dx, n= 8. 
0ض‎ 


35 
3. استخدم قاعدة سمبسون المركبة لتقريب التكاملات في التمرين (1). 
4. استخدم قاعدة سمبسون المركبة لتقريب التكاملات في التمرين (2. 
5. استخدم قاعدة النقطة الوسيطية ع NGOS E Er A‏ 
التمرين (1). 
6. استخدم قاعدة النقطة الوسيطية بفترات جزئية» عددها (2 +2) لإيجاد تقريب للتكاملات 
في التمرين (2). 

ج أوجد تقريبًا للتكامل ×4 (1 + 1۸)۸7 2+ و مستخدمًا 0.25 = ۸. 
استخدم أ .قاعدة شبه المنحرف المركبة. 

ب.قاعدة سمبسون المركبة. 

ج.قاعدة النقطة الوسيطية المركبة. 
8. قرّب التكامل عر * 2× 2) مستخدمًا 0.25 = ۸ 
استخدم 1 .قاعدة شبه المنحرف المركبة. 

ب.قاعدة سمبسون المركبة. 

ج.قاعدة النقطة الوسيطية المركبة. 
9 ليكن 2 = (1)ر ,2.5 = (0.5)£ ,1 = (۶)0 و » = (0.75) = (0.25)/, أوجد » إذا كانت 
قاعدة شبه المنحرف المركبة باستخدام 4 = « تعطي القيمة 1.75 للتكامل ×ه (2)/ 0/. 
10 . تعطي قاعدة النقطة الوسيطية القيمة 12؛ لكوتها تقريبًا للتكامل ×ه ()/ ,'» وتعطي قاعدة 
النقطة الوسيطية المركبة باستخدام 2 = + القيمة 5» وتعطي قاعدة سمبسون المركبة القيمة 6. 
استخدم الحقائق (1)£ = (1-)/ و1 - (0.5)/ = (0.5-)/ لإيجاد قيم لل حاير f(0) «f(-0.5)‏ 
(0.5) و (1)1, 
11 ا قيم ۸ و ۸ اللازمة لتقريب × +3 مزه 62 01 ضمن 10-4. 
استخدم 1 .قاعدة شبه المنحرف المركبة. 

ب.قاعدة سمبسون المركبة. 
ج.قاعدة النقطة الوسيطية المركبة. 

12 . کرر تمرين (11) للتكامل عد :دوم ”× و/. 
13 أوجد قيم 7 و ۸ اللازمة لتقريب 1ه 
استخدم أ. قاعدة شبه المنحرف المركبة. ^** 

ب.قاعدة سمبسون المركبة. 

ج.قاعدة النقطة الوسيطية المركبة. 
14 . كرر التمرين 13 للتكامل عه دما ل 
5. لیکن 7 معرفاً بما يلي: 

x +1, Osx s0.1, 
f(x) = 4 1.001 + 0.03(x - 0.1) + 0.3)x - 0.1(2 + 2)x - 0.1(7, 0.1 > x > 2 
1.009 + 0.15)x - 0.2( + 0.9)x - 0.22 + 2)x - 0.23, 0.2 > x > 3 





ل ] ضين 0ں واحسب قيمة التقريب. 
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ا . ادرس الاتصال لمشتقات 1. 
ب. استخدم قاعدة شبه المنحرف لتقريب +4 ()/ ”ر مستخدمًا 6 = 2# وقدّر الخطأ باستخدام 


حدٌ الخطأ. 7 
ج.استخدم قاعدة سمبسون المركبة مستخدمًا 6 = ۸ لتقريب 00 1 النتائج أو اهنا 
هي في (ب)؟ 


6. أثبت أن الخطأ (2)7 لقاعدة سمبسون المركبة يمكن تقريبه بالمقدار 
01" - ا" _- 
لإضاءة: (20)(رع) 29 30 هي مجموع ريمان للتكامل بره ()9/ ,] 
7._. اشتق تة تقديرًا للخطأ (/)5 في قاعدة شبه المنحرف المركبة مستخدمًا الطريقة في التمرين (16). 
ب.كرّر الفقرة (أ) لقاعدة النقطة الوسيطية المركبة. 
8 . استخدم تقدير الخطأ في التمرينين (19) و (17) لتقدير الأخطاء في فى التمرين 12). 
19 . استخدم تقدير الخطأ في التمرينين (16) و (17) لتقدير الأخطاء فى التمرين 14). 
0. يبرهن في حساب التفاضل والتكامل متعدد المتغيرات» وفي مقررات الإحصاء أن 


1 2 
¢7 )1⁄2()x/0( dx=1 
1 يك‎ 


ee‏ 11س 
إن الدّالة e‏ 
والانحراف المعياري 0. 
إن احتمال وقوع أي قيمة مختارة عشوائيًا خاضعة لهذا التوزيع في الفترة [ط ,ه] هو ×4 (:د)1 يل 
أعط التقريب ضمن 10-5 لاحتمال أن أي قيمة مختارة عشوائيًا وخاضعة لهذا التوزيع ستقع في 
كل فترة مما يلي: 
أ. [وره-] ب. [26,26-] ج. [36,36-] 
1. أوجد ضمن 106 طول منحنى القطع الناقص الذي معادلته 36 = 7ر9 + × 4. 
2 تقطع سيارة طريق السباق في 4 ثانية» وتحدّد سرعة ة السيارة في كل فترة مدتها 6 ثوان 
باستخدام مسدس رادار» ويعطى مع بداية السباق بالقدم/ ثانية كما في جدول الآتي 


عع 1 تسمى دالة الكثافة الاحتمالية الطبيعية ذات المعدل 0 = ا 


الوقت | 0| 6] 12| 18| 24| 30| 6| 42 48 |54 | 60| 66| 72 | 78 | 84 
السرعة| 124 | 134 | 148 | 156 | 147| 133 | 121 |109 وو | 85 | 78 | 89 | 104 116 1231 
ما طول طريق السباق؟ 
3. جسيم كتلته 7 يتحرك في سائل» ويخضع لقاومة لزوجة ۸ التي هي دالة في السرعة ۷ 
تعطى العلاقة بين المقاومة ۸ والسرعة »١‏ والزمن + بالصيغة الآتية: 
وی 0 

سم 5 

7 RO) 
افترض أن لن - = (8)0 لسائل ماء حيث وحدة ة۸ نيوتن والسرعة متر/ الثانية‎ 
فأوجد تقريبًا للزمن اللازم للجسيم ليتباطأً وتصل سرعته‎ «(0) = 10 m/s«m = 10 kg إذا كان‎ 
إلى ولص 5 = ن.‎ 
لتوليد محاكاة خصائص قرص الكوابح (انظر شكل الآتي) » احتاج سيكرست وهورنبك‎ .4 
لإيجاد تقريب عددي القيمة «الحرارة الداخلية معذلة‎ D.A. Secrist and R.W. Hornbeck [SH] 
بحسب المساحة» 7» إلى لبادة الكابح المعطاة بالصيغة‎ 
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5 J T(r)r@p dr 
J rO, dr 

حيث تمثل ١‏ نصف القطر التى تبدأ عندها ملامسة لبادة القرص» وتمثل 70 نصف القطر 
الخارجي للبادة القرص» أما ,0 فتمثل قياس الزاوية المقابلة لقطاع لبادة الكابح و()7 رتبة 
الحرارة على كل نقطة من اللبادة التى تحسب عدديًا من تحليل صيغة الحرارة. (انظر الفصل 
2.12( | 
افترض ۲؟ 0.478 -70؛ ۴۲ 0.308 ,7 0.7051 =,0رادين» ودرجات الحرارة كما في الجدول 
الآتىي حيث حسبت على نقاط متعددة على القرص. أوجد تقريبًا لقيمة 1. 


0 E 
r (f) T(r P) 

(e 7 0.308 640 

5-2-5 0.325 794 

0.342 885 

7 0.359 943 

0.376 1034 

0.393 1064 

0.410 1114 

0.427 1152 

0.444 1204 

0.461 1222 

0.478 29 


5. أوجد تقريبًا ضمن “10 لقيمة التكامل الآتي الذي نوقش في بداية الفصل الأول 


2 1 + (cosx)? dx 
× يمكن حل الصيغة الآتية لإيجاد‎ .6 


5 
2ے‎ 1-3 
0 V2n 


باستخدام طريقة نيوتن مع 0 
اق کے ت 
f= 1 E dt - 5‏ 


و لوسر 1 3 
2 = لاسر 
ولتقييم ۴ عند التقريب ۲١‏ نحتاج إلى صيغة تربيعية لتقريب 


Pk 1 2 
—— e dt 
V2n 


أ. أوجد حلا دقيقًا ل0 = /)١(‏ لغاية *-10 مستخدمًا طريقة نيوتن مع 0.5 = رم وقاعدة سمبسون 
المركبة. 


ب. أقذ الفغرة (أ) مستخدمًا قاغدة شبه التحرف امركية بذلا من قاعذة:سميسون: الركبة. 


4 ه تكامل رومبرج 


Romberg Integration 


Romberg Integration تكامل رومبرج‎ 4 EE 


قدّم ويرنر رومبرج (1909-2003) هذه 
الطريقة عام 1955 لتحسين دقة قاعدة 
شبه المنحرف عن طريق حذف الحدود 
المتتالية في التو لتوسع التقار اربي. 


يستخدم تگال رور قاعده فيه اجرف المركبة لإيجاد تقريبات ابتدائية » ثم يطبق عملية 
استكمال ريتشاردسون لتحسين التقريبات. تذكر من الفصل «2.4) أن استكمال ريتشاردسون يمكن 
تطبيقه على أي عملية تقريب على الصيغة 

M - N(R) = Kıh + Kah +...+ K,h" 

OT‏ .ء K1, 2.٠‏ ثوابت و (۸) ۷ هو تقريب للقيمة غير المعلومة 14. إن خطأ القطع في 
هذه الصيغة محدود بالقيمة 17 عندما تكون 7 صغيرة» ولذلك فإن هذه الصيغة تعطي تقر 
من نوع .O(h)‏ . يستخدم استكمال ريتشاردسون تقنية ere‏ سيق لانت فا قط بز 
0 

لقد راينا في الفصل «2.4) كيفية استخدام ذلك للحصول على تقريبات المشتقة. 
سنستخدم في هذا الفصل طريقة الاستكمال الخارجى لتقريب التكاملات المحدودة. 
للبدء بشرح طريقة تكامل رومبرج» تذكر أن طريقة شبه المنحرف لتقريب تكامل دالة ما / على 
الفترة [ط ,4] باستخدام ” فترة جزئية هى 





b h m-1 (b- 1‏ 
)4( اك جنا - | ر ره + f(b)‏ + 0 > دعه ال / 
حيث ”7 a > > b,h = )5- a)/‏ 9 طز a+‏ = ر× لكل من ۴ ,...,0,1 = ز٭ 


لیکن ۸ عددًا صحيحًا موجيًا. وإن ن أول خطوة في عملية التوصل إلى تقريبات قاعدة 
شبه المنحرف بأخذ. .. ,4 = M3‏ ,2 ديم ,1 = mı‏ و 2-1 = 
إن حجم الخطوة »۸ المقابلة ل غ71 هي 24-1 (b— a)/‏ ديم 1 کن = hk‏ باستخدام هذه 
وود المنحرف 

2-1-1 0 
هدم سم كلظ 5 | (مسحمر 2 )2 + [ras‏ 9 سمدم | 





0 ما فى (ط ,4). 
فإذا استخدمنا الرمز 761 ليعبّر عن جزء الصيغة 31.4) المستخدم للتقريب بقاعدة شبه المنحرف 
كن a)‏ -م) h‏ 

f(a) + f(1‏ د رمام + f(a)‏ درم 


h 
Raz, = 1£) + f(b) + 2f (a + h2)] 


E) 272 rea + f00) + 2f (a+ هع‎ 


1 
Ru + hı f(a + h2)] 


1 
R1 = 3 Rzı + hal f(a + hs) + f(a + 3h3)} 


207 


208 الباب 4 " الاشتقاق والتكامل العدديان 


شكل 104 


y= 7 


- 





مثال 1 


Y4 


۷ =) 


١‏ را 


Numerical Differentiation and Integration 


f)×(‏ = ر 


Y4 




















وعمومًا (انظر شكل 10.4) يكون 
)32.4( 


2k-2 


1 
Reı = > [Ren + hk-1 2f a+ (2i -— 10| 


i=1 
.)14.15 لكل « ,...,3 ,2 = 4 (انظر التمرينين‎ 
إن استخدام قاعدة شبه المنحرف المركبة لتنفيذ الخطوة الأولى من طريقة تكامل رومبرج لتقريب‎ 
9 ول بأخذ 6 - ” يؤدي إلى:‎ 8+ 4* 

Ry > glsin0 + sinr] = 0 


1 N 
Raı = 5 |] + 7 sin 2 = 3 


(in _ + sin (| - 0‏ ع 1 | روه 


1 3 5 7 
R1 = ع + | د‎ 0 ۳ ¥ sin + sin 3 + sin (| = 0 


1.99357034 


Rs,1 
m çı = 1.99839336 و‎ 
وبما أن القيمة الصحيحة للتكامل في المثال (1) هي 2» فإن التقارب بطيء. سنستخدم استكمال‎ 
ريتشاردسون الخارجي لتسريع التقارب.‎ 
f © ©“ يمكن برهنة -ولو أن ذلك ليس بسهولة- (انظر [136-138 .هم ,۸۸]) أنه إذا كان [ط ,ه]‎ 
فإنه يمكن كتابة قاعدة شبه المنحرف المركبة ذات حد خطأ بديل على الصيغة‎ 
b َه‎ o 
دع مار‎ Ru = JJ Kihf = Kıhî + ايد زج‎ 
a i=1 i 


i=2 


(33.4) 


حيث كل ۸ مستقلة عن +/ ومعتمدة على (ع)(2-1/ و (ط)(۴-1/. 


4 ه تكامل رومبرج 


جدول 9.4 


28160١ 
ارزمية‎ 
24 
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ومن قاعدة شبه المنحرف على هذه الصيغة» يمكننا حذف الحد المحتوي على 2/ بدمج هذه 
الصيغة مع تلك المقابلة لهاء وبوضع ۸/2 = ١‏ بع/ بدلا من */ لنحصل على 

5 SRR KRE KRE 

` شا‎ 0 1k E 
| fas میم یک ر ب غ ۔ ی رر - ر خب‎ 


وبطرح الصيغة (33.4) من 4 أمثال الصيغة (34.4) وبالتبسيط نحصل على الصيغة بدرجة (0)۸. 


hî i‏ ( ىك اع ف 
[Rees + - | 3 3 (i -17(‏ - :03( 0 1 


ثم يمكن تطبيق الاستكمال الخارجي على هذه الصيغة للحصول على نتيجة من الرتبة (0)۸ 
وهكذا. ولتبسيط الرموز نعرف 
Rk,ı = Rk-1,1‏ 
3 
لكل ۸ , ...,3 ,2 = 4 ونطبق استكمال ريتشاردسون الخارجي لهذه القيم. 
وبالاستمرار في هذه الرموز» ولكل ١‏ ,...,2,3,4 -+ وغ ,...,2 دز نحصل على صيغة 
تقريب من الرتبة ( 0)۸ معرّفة على الصورة 


Rk,j-1 > Re-1,j-1 
Rj = Rq, j_1 + خشاك‎ TT . (35.4) 


تظهر النتائج التي نتجت من هذه الصيغ في جدول 9.4). 


Rk2 = Rk, + 


Ruı 

R22 Raz 

R33 R2 Rx 

R4,4 R43 Ra,2 Ra, 

Rn,n 256 Rn,4 Rn,3 Ra,2 Rn,ı 


إن طريقة رومبرج تحظى بميزة إضافية مرغوب فيها ألا وهي إمكانية حساب صف جديد كامل 
في جدول عن طريق تطبيق قاعدة شبه المنحرف مرة إضافية واحدة فقط» وبعد ذلك تستخدم 
لإيجاد بقية مدخلات الصف. 

إن الطريقة المستخدمة لإنشاء جدول من هذا النوع تحسب المدخلات صقًا صق أي على الترتيب 
بحل رمال مروال رواكل cR3,3 cRs,2‏ الخ. 

تصف الخوارزمية (2.4) هذه الطريقة. 

Romberg رومبرج‎ 

لتقريب التكامل × ()/ 2 = [؛ اختر عددًا صحيخًا 0 < ۸. 
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المدخلات: نقاط النهاية 0 و86 و ۸ عدد صحيح. 
المخرجات: مصفوفة ۸ ( احسب ۸ وفق الصفوف» يُحفظ آخر صفين فقط). 
الخطوة المضمون 
ف h= b-a;‏ 


R,,ı = h/2( f(a) + f(b)) 


2 الخرجات «R1,‏ 
83 إعند7 ,...,2 = آ» طيّق الخطوات 4 - 8. 


ضع | (:/(5 .0 -4) Ras } [Ru +h SZ, f(a+‏ 
( تقريب من طريقة شبه المنحرف). 


2 


عند أ ,...,2 = قر 
8 | في ج ر = ر رم ( استيفاه خارجي). 
6 |الخرجات ( ز۸2 عند 1 , ...,2 ,1 = ز ). 
7 ضع 1/2 = .h‏ 
8 | عند ة , ...,2 ,1 = تر ضع ز۸2 > ,۸1 ( تحديث الصف الأول من ۴۸). 





9 توقف. 


مثال 2 في المثال (1)» حسبت القيم ۸:1 حتى ۴6١‏ لإيجاد التقريب للتكامل ×4 × "اك ول. نشاهد مع 


جدول 10.4 


الخوارزمية 2.4) جدول رومبرج في جدول (10.4). 
وعلى الرغم من وجود 1 من المدخلات في هذا الجدول؛ إلا أن الستة في العمود الأول فقط 
تتطلب إيجاد قيم دالة ؛ لأن هذه القيم فقط هي التي تذ تنتج باستخدام قاعدة شبه المنحرف المركبة. 
ونجد المدخلات الأخرى باستخدام طريقة المعدل. 
لاحظ أن القيم الناتجة جميعها بالاستكمال الخارجي عدا الأولى (في الصف الأول للعمود 
الثاني) هي أدق من أحسن تقريب ناتج من قاعدة شبه المنحرف المركبة (في الصف الأخير 
للعمود الأول). 

0 
2.09439511 1.5707963 
1.99857073 2.00455976 1.89611890 
2.00000555 1.99998313 2.00026917 +0 


1.99999999 2.00000001 1.99999975 2.00001659 1.99357034 
2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000103 1.99839336 


تتطلب الخوارزمية (2.4) عددًا صحيحًا 7 يُحدّد عقا وذلك لتحديد عدد الصفوف التى يجب 
توليدها. ويمكننا أيضا تحديد الخطأ المقبول للتقريب» ومن ثم توليد ١‏ ضمن حد أعلى» إلى أن 
تقع المدخلات القطرية المتتالية ,»۴ و:,,: ,8 ضمن حد الخطأ المقبول. 





























54 و تكامل رومبرج 


إن الصفة وuوااںهء‏ ی الممتخدية 
فى طريقة عددية ما تظهر أن فحصا 
يستخدم لتحديد ما إذا كانت 
فرضيات الاتصال من المحتمل أن 


e تكون‎ 
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ولكي نضمن عدم تساوي أي قيمتين متتاليتين في صف واحد دون تطابقهما مع قيمة التكامل 
الجاري تقريبها؛ فقد جرت العادة بتوليد تقريبات حتى لا يكون |۴۸۸ - ١1-م.-8|‏ فقط ضمن 
حد الخطأ المقبول. بل ينطبق ذلك أيضًا على عمد سرك مودو | 

وعلى الرغم من أن هذا ليس احتياطا عاليًاء إلا أنه يضمن أن مجموعتين من التقريب تولدتا بطريقتين 
مختلفتين قد تطابقتا ضمن حد الخطأ القبول قبل قبول م۸ يوصفها قيمة صحيحة بدرجة كافية. إن 
تطبيق تكامل رومبرج على / المعرّف على [4,7] يعتمد على افتراض أن لقاعدة شبه المنحرف المركبة 
حد خطأ يمكن التعبير عنه بصيغة الصيغة 1438 بمعنى وجوب توليد [6 ,7**2]6© © / للصف 
رتبة :4. خوارزمية الغرض العام باستخدام تكامل رومبرج تتضمن تدقيقا عند كل خطوة لضمان تحقق 
هذا الافتراض. هذه الطرائق معروفة جاسم cuutious Romberg algorithms‏ وهي موضحة في [100]. 
وهذا المصدر يوضح أيضا طرائق لاستخدام أسلوب رومبرج بصفتها عملية متبناةء مثلما الحال مع قاعدة 
سمبسون التى سنتناولها فى الفصل 64). 





مجموعة التمارين 5.4 


EXERCISE SET 
للتكاملات الآتية:‎ ۸١ استخدم تكامل رومبرج لحساب‎ .1 
لجل‎ 


75 1 2 035 
أ xXnxdx‏ ب. dx‏ “متي ا[ جب md‏ 1 
x -4 0 1‏ 6م 


16 عرد‎ 2/4 7/4 
1 dx و‎ / e* sin 2x dx هم‎ xîsinx dx د‎ 
0 4 0 0 


2ر 
n/4 7‏ 
ز. عه ده حج. (cos x) dy‏ 
Vx? - 4‏ 3 1 


2. استخدم تكامل رومبرج لحساب د للتكاملات الآتية : 








075 1 
1 xine + Ddx ب.‎ / (cos x) dx 7 
-5 -1 

2 71 2 
EE dx 0 / ((sinx)? — 2x sinx + 1) ج. عل‎ 


3. احسب ۴٠4‏ للتكاملات فى التمرين (1). 
4. احسب 5424 للتکاملات فى التمرين (12. 
5. استخدم تكامل رومبرج لتقريب التكاملات في التمرين (1) ضمن *10. احسب جدول رومبرج 
حتى يصبح 0° > | < ميد | أو 0 = ۸ قارن نتائجك بالقيم الصحيحة للتكاملات. 
6 استخدم تكامل رومبرج لتقريب التكاملات في التمرين (2) ضمن 10-6. احسب جدول رومبرج 
حتى يصبح “-10 > امج - ,۸| أو 10 = ۸. قارن نتائجك بالقيم الصحيحة للتكاملات. 
7. استخدم البيانات الآتية لتقريب *4(*)/ "ل لأكبر دقة ممكنة: 

مكنا 1| 2| 3| 4| 5 

(عار | 2.4142 | 2674 أ 2.8974 1 3.0976 3204 


8. استخدم تكامل رومبرج لتقريب ا 
وبتك ا[ 
14 0 


إذا كان 0.250 = ر و 0.2315 = يوم أوجد Ro‏ 
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9 استخدم تكامل رومبرج لتقريب f(x) dx‏ 96 
إذا كان 0.43687 = رج ,0.36788 = (3)/ ,0.51342 = (2)/ و 0.43662 = 8 فجد (2.5)/. 


10 . يعطي تكامل رومبرج لتقريب × (<)/ | ما يلي: 4 دنم و5 ‘R=‏ أوجد (؛ 

11 . يعطي تكامل رومبرج لتقريب +4 (٭) ۶ يا ما يلي كا = يزه ,8 = نه وغ = ريم أوجد 51 

2 استخدم تكامل رومبرج لحساب التقريبات الآتية لتكامل يرك 2( وم») +1 0 

[ملحوظة : إن نتائج هذا التمرين مهمة جدًا إذا ما استخدمت طريقة حساب ما بين سبع وتسع 
منازك]. 

1 . احسب «R1,‏ رول CRs,‏ بي ¢Rsı g‏ واستخدم هذه التقريبات للتنبؤ بقيمة التكامل. 

ب. احسب 2,2« «R33‏ 4,4 و 5و1 وعدّل تنبؤك. 

ج. احسب نوكل يكل دول Res‏ و Res‏ وعدّل تنبؤك. 

7 احسب رول وول Ro,‏ و مو وأعط التنبؤ النهائي. 

اه وصح لماذا يسبب هذا التكامل صعوبة لدى استخدام تكامل رومبرج » واشرح كيف يمكن 

إعادة صياغته لتحديد تقريب دقيق بسهولة. 

3. برهن أن التقريب الناتج من 8:2 هو التقريب نفسه الذي نحصل عليه باستخدام قاعدة 

سمبسون 56 التي شرحت في المبرهنة (4.4) بأخذ »۸ = ۸. 


2-2-1 26-2 لعج 


3 (+ i (= (e+ (i- iS 2 f(a + ليث‎ 


15 استخدم نتيجة تمرين 14 للتحقق من صيغة «32.4)؛ أي برهن ما الم Ê‏ 


24-2 
1 ا hı f (a+ (i-‏ ¥ سم تويك 
6. فى التمرين 24 من الفصل (1.1)» ظهر تكامل متسلسلة ماكلورين لتقريب (۲۴)1ء» حيث 


(1ه دالة الخطأ في التوزيع الطبيعي المعرفة في الصيغة ي م |= ERS‏ 
ي ي ي > 
قرب (11)1© ضمن 10-7. : 





64 
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إن الصيغ المركبة تتطلب استخدام نقاط تجزيئية متساوية المسافات. وهذا ليس مناسبًا عند 
تكامل دالة على فترة ت تحتوي على منطقتين: يكون على إحداهما تغير دالي کبیر» وعلى 
الأخرى تغير دالى صغير. وفى حالة اشتراط أن يكون خطأ التقريب موزعًا بالتجانس» فإن 
المسافة بين نقاط التجزئة يجب أن تكون أصغر على مناطق التغير الكبير منها على مناطق التغير 
الصغير. إن الطريقة الفاعلة لهذا النوع من المسائل يجب أن تنبئ عن كمية التغيير الدالي وتكيف 
حجم الخطوة (المسافة في التجزئة) للمتطلبات المتغيرة. 6 
تسمى هذه الطرائق طرائق التكامل التكيفية. 
إن الطرائق العددية التكيفية مرغوب فيها خصوصًا لإدخالها في الحقائب التخصصية الناعمة» 
وذلك ليس لكونها فاعلة فقط بل لأنها ا المحدّد والمسموح 
به . سنبحث في هذا الفصل طريقة تكامل ت تكيفية ونرى كيف يمكن استخدامهاء ف 


4 ©« طرائق التكامل التكيّفية 


شكل 11.4 
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لتقليل خطأ التدوير» ولكن للتنبؤ أيضًا بتقدير الخطأ في التقريب الذي لا يعتمد على معرفة 
المشتقات العليا للدالة. 
إن الطريقة التى نبحث فيها تعتمد على قاعدة سمبسون المركبة» ولكن هذه الطريقة يمكن 
تكييفها بسهولة لاستخدامها طرائق مركبة أخرى. 
افترض أننا نريد تقريب f(x) dx‏ ذل ضمن خطأ محدد مسموح 0 < ع. 
الخطوة الأولى في العملية هي تطبيق قاعدة سمبسون بحجم خطوة 2 /(» - 5) = ۸ انظر شكل 
4 تنتج الصيغة 

كط b‏ 
o )( (36.4‏ - (ط f(x) dx = S(a,‏ 1 
للقيمة ١‏ فى الفترة (ط ,ه). 
وحيث نعبر عن التقريب بقاعدة سمبسون على [ط ,4] بالرمز 

S(a, b) = f(a) + 4f(a + h) + f()] 


Y4 











فإن الخطوة التالية لإيجاد تقريب للدقة لا يتطلب (7)0/.. ولعمل هذا؛ نطبق قاعدة سمبسون 
لمركبة بأخذ 4 = ۸» وحجم الخطوة ۸/2 = 4 /(ه - ط)» وهذا يعطي 


3 
/ f(x) dx = يه + هار ]ع‎ (a+ (+ 21)6+ (+ 4f (a+ £) + هار‎ | 


)37.4( (( ۴4۵“ ك (b-‏ ) ( 2 
لقيمة ما ا فى الفترة (ط ,4). 
ولتبسيط الرموز؛ ضع 


5) , - مار‎ + 4f (a+ 5)» f+ | 


a+b h 3h 
5) 2 (= far + 4f (a+ (+ دار‎ | 
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شكل 12.4 


22 





09 ,غ( 3 ريه به )د 


y = ()ر‎ 


2 





دام 








عندئذ يمكن كتابة الصيغة (37.4) (انظر شكل 12.4) على الصيغة 


5 6 
38.4( ۶۹۵ )%5( 3 - (ه 5 ).5 + 3 2 06 دوق لجا 1 


يشتق تقدير الخطأ بافتراض أن لآ >< لا أو على نحو أدق بوضع (ت )۵ < ()۴. وان نجاح 
الطريقة يعتمد على دقة هذا الافتراض» وإذا كان ذلك دقيقً فإن مساواة التكاملين في )36.4( 


و(38.4) يعطى 


a+b a+b 1 5 2 
06 2 (+) ,5(- و‎ 5 (û) xz S(a, b) 90 () 


| (گخ)ء -( غ .)د - [Sem‏ 1 > )0 2 

إن استخدام هذا التقدير في الصيغة 38.4) ينتج تقدير الخطأ 
| (ہ مخ ) ء - رشي .)و -عوصم ۲ 
|( ہگ  )‏ - رفخ )د - ۵ ےہ 


وهذه اد متي أل 2101 ,2 /(ط + 5)4 + (2 /(ط + 5)4,)4 يعطي تقر يبا للتكامل :4 (*) / :ل 
أفضل بنحو 15 مرّة» مما يتفق مع القيمة المعلومة (5)©,5. 


وهكذا إذا كان 
a+b a+b‏ 
الام - S(a, b) - S (a,‏ 
) 5 )5 ) 7 2( ) | 











ومن ثم 
































> 15e )39.4( 
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مثال 1 
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فإننا نتوقع الحصول على 
b‏ 
(« شخ ) -( غ .) مهم | 
ومن المفترض أن يكون 5 0 
(5. + ج( 


تقريبًا دقيقًا على نحو كاف للتكامل × (2)/ ”. 


لفحص دقة خطأ التقدير في المعادلتين 394) و (404) افترض تطبيقه على التكامل 
sinx dx = 1‏ 2 في هذه الحالة 
2 ا r RAT.‏ 
sin | = 2 2112+ 1( = -78‏ + & موه +0مف] > = )2 ,0 








E (40.4) 














8 3 
ا‎ [sino+ 4sin 2 + 2sin + 4sin و دم + ل‎ 


ص 
کے 
2 
واج 
سل 
+ 
م 
يمحم 
واج 
ود ادم 
سل 
1 


2 1.000134585 
ومن ثم 


|3 (o. 2) - 8 (0, 2 35 ان‎ 5) = = | 1.002279878 - 1.000134585| - 3 


إن تقدير الخطأ الحاصل من استخدام 
(ط ,(ط +ه))5 + ((ط +»),ه)5 لتقريب التكامل :«4 (:)/ # يكون بالنتيجة 


0 = أل 6 5 د (o 2) 56 (o‏ 0 ج 


2 4 4 
الذى يقرّب الخطأ الفعلى جيدًا 
ي لقي م 5/2 
sinx dx - 1.000134585 = 0.00185‏ 1 
0 





وعلى الرغم من أن هزه = رهزو 24 يغير تغيرًا كبيرًا ذ فى الفترة (2 /0,2). لا 
فإنه عندما تختلف التقريبات في الصيغة OR oR‏ نطق قاعدة سميسون فرديًا على 
الفترات الجزئية [ط ,2 /(ط +ه)] و [2 /( +»),ه]ء بعد ذلك تحدم عملية تقدير الخطأ في 
تحديد ما إذا كان التقريب للتكامل على كل فترة جزئية ضمن الخطأ المسموح 2 أو لا. فإذا 
كان الأمر كذلك فإننا نجمع التقريبين لنحصل على تقريب للتكامل ×4 (:د)/ ًإ ضمن الخطأ 
اسي اپ ١‏ 

إذا لم ر التقريب على إحدى الفقرتين الجزئيتين ضمن الخطأ المسموح 2/» فعندئذ نقسم تلك 
الفترة الجزئية إلى فترتين» ويُعاد تطبيق القاعدة على تلك الفترتين لتحديد ما إذا كان التقريب 
على كل فترة جزئية ضمن 8/44 أو لا. تستمر عملية التصنيف هذه حتى يكون كل جزء ضمن 
الخطأ المحدد المسموح به. 
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استخدم هامش أمان عند استحالة وعلى الرغم من أنه بالإمكان إنشاء مسائل لا يمكن الحصول فيها على الخطأ المسموح » إلا أن الطريقة 
التحقق من افتراضات الدقة, عادة ما تكون ناجحة؛ لأن كل تجزئة تزيد عادة من دقة التقريب بعامل 16. حيث يكون المطلوب 
زيادة عامل الدقة باثنين فقط. 
تعطي الخوارزمية (3.4) تغاصيل عملية التكامل التكيفية لقاعدة سميسون» على الرغم من ظهور بعض 
الصعوبات التقنية التي تتطلب تخلف التنفيذ قليلًا عقا شرح سابقًا. فعلى سبيل المثال في الخطوة 
الأولىء اختبر الخطأ المسموح ليكون 106 بدلا من العدد ع15 في المتراجحة (39.4). 
لقد اختير هذا الحد اختيازا محافظا للتعويض عن الخطأ في الأفتراض (قم)#ار بع Ew;‏ 
وفي المسائل التي يكون فيها / ذا تغير واسع » فعليك أن تخفض هذا الحد على نحو 
إن الطريقة المذكورة في الخوارزمية تقرب أولا التكامل على الفترة الجزئية في أقصى 0 ار التجزثة. 
ويتطلب هذا طريقة فاعلة في حفظ القيم الدالية المحسوبة على نقاط التجزئة في النصف الأيمن 
للفترات الجزئية واسترجاع تلك القيم. 

تحتوي الخطوات 23 4 و 5 على عملية تخزين مع مؤشر يسمح بتتبع البيانات المطلوبة لحساب 
التقريب على الغترة الجزئية المجاورة مياشرة على يه يمين الغترة الجزئية التي تولد التقريب عليها. إن 
تنفيذ الطريقة يكون أسهل على حاسوب يستخدم لغة برمجة استرجاعية (ع/اأ8)لا160). 
التكامل التكيفي Adaptive Quadrature‏ 
عملية التكامل التكيفية لتقريب التكامل ×4 (:)/ “ل =1 ضمن حد خطأ مسموح به. 
المدخلات: نقاط النهاية bya‏ »حد الخطأ المسموح .701 حدّد N‏ بعدد المستويات. 
المخرجات: التقريب 457 أو تقرير أن ۷ قد تم تخطيها. 
الخطوة المضمون 


3 


APP = 0 
La 
TOL; = 10 TOL 
ره‎ = 4: 
hı = -م)‎ a)/ 2 
FA = f(a); 
FC; = f(a+ hi) 
FB, = f(D); 

(تقريب من طريقة سمبسون لكامل الفترة) 3 Si = hı( EA; + 4FC, + F8;)/‏ 

Li = 1 ا‎ 


2 عند 0 < #طيّق الخطوات 8 - 5. 





f(a; + hi/2)‏ - دار 

FE= f(a + (2ابناة‎ 

(تقريب من طريقة سمبسون لنصف أجزاء الفترة) 7/6 + 4۳0 + ,۸)۴۸ = $1 
S2 = hı(FC; + 4FE + FB// 6‏ 

(خزن المعلومات في هذا المستوى) ,» = ره 
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ضع | - دق 
4 3 . 
(احذف المستوى.» 
إذا كان ونا > إبي - $2 + 1ى| فضم (52 +51) + APP = APP‏ 
وغير ذلك. إذا كان (/4 < ۷8) فإن 
اللخرجات LEVEL EXCEEDED’)‏ ) (العملية فشلت). 
توقف. 
غير ذلك (أضف مستوى واحذا). 
ضع 1 + ١‏ = : (البيانات لنصف القترة اليمذ 
ع + = : (البيانات لنصف القترة اليمنى) aE‏ 
FA; = V3‏ 
FC; = FE‏ 
FB; = V4‏ 
hi = 2/6/2 5‏ 
TOL; - 2‏ 
52 = رد 
Li= Vvg+1‏ 
ذ # = ؛ (البيانات لنصف الفترة 
ضع 1 + = ا (البي لفترة اليسرى) e‏ 
FA; = V+‏ 
FC; = FD‏ 
وما = = FB,‏ 
دم = hi‏ 
١-نا10‏ = TOL:‏ 
51 = بک 
Li= Li-|‏ 
الخرجات (۸۲۶) ( 41 تقرب 1 بحدود /70[1). 
6 توقف. 
لا 
مثال 2 شكل (134) يعرض رسم منحنى الدّائة (/100/12(510)10) = ()ر لقيم × في الفترة [3 ,!]. 


باستخدام خوارزمية التكامل التكيفية (34) ضمن حد الخطأ السموح 10-4 الإيجاد تقريب 
للتكامل 4 (*)1 إل تعطي 1.426014 - ١‏ وهي نتيجة دقيقة بحد 10-5 1.1. 

لقد تطلب التقريب استخدام قاعدة سمبسون بأخذ 4 = ۸ على 23 فترة جزئية عرضت نقاط 
النهاية لها على المحور الأفقى فى شكل (134). إن عدد التقييمات الدالية المطلوبة لهذا التقريب 
يساوي 93. 0 

إن أكبر قيمة للعدد # الطلوبة لكي تنتج قاعدة سمبسون المركبة إجابة ضمن دقة 10-4 هي 
بج = #. إن هذا التطبيق يتطلب 177 تقييمًا داليّاء أي ما يعادل ضعف العدد المطلوب تقريبًا 
في عملية التكامل التكيفية. لا 
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شكل 13.4 


مجموعة التمارين 6.4 


J4 


-10 + 


20 = 


-40 + 


-50 + 





-60 - 














EXERCISE SET 
احسب تقريبات قاعدة سمبسون (2/(ط + 35)©8,)4 ,(ط ,5)4 و (5(//2,5 + »))5 للتكاملات‎ .1 
: الآتية؛ وتحقق من التقدير المعطى في صيغة التقريب‎ 
2/4 0.35 15 
2 × ت‎ 1 
x“sinx dx جل 7 2 / د.‎ 1 dx x ده‎ dx 


3.5 2/4 
له e* sin 2x dx‏ و. d×‏ س TTT‏ ج ز. a:‏ س >—. (cos x)? dx‏ 
ام طريقة التكامل التكيفية لإيجاد تقريبات ضمن 1-3 للتكاملات فى التمرين 1 ولا 


تستخدم برنامجًا حاسوبيًا لتوليد هذه النتائج. 
3.استخدم طريقة التكامل التكيفية لتقريب التكاملات الآتية ضمن 10-5: 








3 e* sin 2x dx يام‎ 1 e*™ sin 3x dx 1 
1 1 


5 5 
/ (4x c0s)2x( - )x - 22 dı ذ.‎ / (2x c0s)2x) = )x- 27) dx چ‘‎ 
0 0 








4 © طرائق التكامل التكيّفية 
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4. استخدم طريقة التكامل التكيفية لتقريب التكاملات الآتية ضمن 10-5: 


2 7 
/ (x + sin 4x) dx پت‎ (sinx + cosx) dx 0 
1 0 


| Geos + 4sin 6x)e“ dx د.‎ 1 x sin 4x dx ج.‎ 

5. استخدم سمبسون المركبة باستخدام ...,8 ,6 ,4 = ”إلى أن تتفق التقريبات المتتالية للتكاملات 
الآتية ضمن 10» حدّد عدد الرؤوس (نقاط التقسيم) المطلوبة. 
استخدم خوارزمية التكامل التكيفية لتقريب التكامل 10» واحسب عدد الرؤوس» هل أدت 
عملية التكامل التكيفية إلى أي تحسين؟ 


7 7 
2 2 : 
/ x sinx” dx ت‎ x cos x dx 3 


7 7 
3 2 
/ x“ sinx dx 3 x“ دوم‎ dx 


6. ارسم منحنيات (×/1) هذه و (×/1)ءهء على [2 ,0.1]. 
استخدم طريقة التكامل التكيفية لتقريب التكاملات الآتية ضمن 10-5: 


1 2 0 2 
os ax 3‏ | ت sna‏ | 
7. تصف الصيغة التفاضلية اس ومء 0 = ())ي + () "u"‏ نظام الزنبرك والكتلة» حيث « الكتلة 
م ثابت الزنبرك دون تخميد (159م080)؛ ويصف الحد ؛سءهء م۴ قوة خارجية دورية تطبق على 
النظام. 
إن حل هذه الصيغة عندما يبدأ النظام فى حالة سكون (0 = (0)» = (0)») هو 
ا 5 3 53 
ROR) SS cos wot)‏ = (1)1 حيث » E‏ دوه 


ارسم منحنى u‏ عندما 2 = 1,0 = ۴ ,9 = ,1 -” و ]0,27 € .t‏ 
أوجد التقريب للتكامل ٩۲‏ (1)» ”ر ضمن 10-4. 
8. إذا أضيف الحد (١)»ء‏ إلى الطرف الأيسر من صيغة الحركة في التمرين (7)» فإن الصيغة 
التفاضلية الناتجة تصف نظام الزنبرك والكتلة الذي خضع لتخميد بثابت تخميد 0 # ©. 
إن حل هذه الصيغة عندما يبدأ النظام في حالة سكون هو 
Fo‏ 

2( - )2 + ترم 02 


- c+ e - تسمه‎ -c- e - حيث تسروم‎ 


2m‏ ي اوت 


2m 
./)0( = ”)0( = 0 و 2 = س فأوجد © و 2> لیکون‎ c= 10 ۴ = 1 2# = 9 أ. لیکن 1 = سس‎ 
.10-4 ب. ارسم المنحنى ()» لكل [25 ,0] € ۲ وقرّب 4۲ (0)» ر ضمن‎ 
التطبيق المنفرد والتطبيق الثنائى لقاعدة‎ 7)4,)١ + 5/2(( + 7))» + 5/2(, ليكن (ط ,)1 و (ط‎ .9 
1 ./” ۶)١ شبه المنحرف للتكامل به‎ 


u(t) = ce" + ce? + ستو مم‎ wt + m (wj - w”) cos wt) 
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ra, - 7 (a, ^) - 7) «( 
b 
(|) ° 


0. إن دراسة الحيود الضوثى على فتحة مستطيلة يحتوي على تكاملات فرزنل 
„(Fresnel integrals)‏ 7 53 
ب لل c)(= 1 cos‏ و sin Tw? dw‏ ا = si)‏ 
2 0 2 0 


أنضئ جدولا لقيم (1)ء و (): التي تكون دقيقة ضمن *-0| للقيم 1.0 ,...,0.1,0.2 =1. 














4 طرائق جاوس للتكامل Gaussian Quadrature‏ 
لقد اشتقت صيغ نيوتن - كوتس في الفصل (3.4) عن طريق تكامل كثيرات حدود الاستكمال 
الداخلى. وبما أن حد الخطأ فى كثيرة حدود الاستيفاء الداخلى من الرتبة ‏ يحتوي على المشتقة 
ذات العدد (1 + *) للدالّة الجاري تقريبهاء فإن صيغة نيوتن - كوتس لتقريب تكامل أي كثيرة 
حدود ذات رتبة أقل من ۸ أو تساويها صحيحة تمامًا. 
إن صيغ نيوتن - كوتس جميعها تستخدم قينا للدالة على نقاط متساوية البعد. إن هذا 
التحديد ملائم عندما تدمج هذه الصيغ لتكوين القواعد المركبة التي شرحت في الفصل 4.4) 
ولكن من الممكن أن تقلل من رتبة التقريب على نحو ملحوظ. فعلى سبيل المثالء لاحظ قاعدة 
شكل 144 شبه المنحرف عند تطبيقها لإيجاد تكاملات الدّوال الوضحة في شكل 14.4). 


27 4 Y4 


y = /)(‏ زع ر 
y= /0)‏ 

















إن قاعدة شبه المنحرف تقرّب تكامل الدّالة عن طريق تكامل الدّالة الخطي الذي يصل 
نقطتي النهاية لمنحنى الدالّة: وليس بالضرورة أن يكون هذا أفضل خط لتقريب التكامل؛ 
إذ من المحتمل أن تعطي الخطوط الموضحة في شكل (154) تقريبات أفضل بكثير في معظم 
الأحيان. 
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شكل 15.4 





شرج جارس 5ؤدادة طريقته 
فى التكامل العددي فى بحث 
لله إلى 3 
عام 1814 .Gtingen Society‏ لقد 
وضع الرؤوس ومعاملات انتقييمات 
الدالةية بوصفها معلمات فى معادلة 
الجمع . ووجد أفضل الأماكن لوضع 
الرؤوس. ولقد اعطى جولدستاين 
وصقاممتغا لتطوير الطريقة 
Goldstine [Golds].pp. 224-232‏ 





Gaussian Quadrature 


4 0 4 


ax, xb 1 ده‎ 








xb x ax, 





إن طريقة جاوس للتكامل تختار نقاط التقييم بطريقة ت تعظيمية بدلا من طريقة تساوي الأبعاد. 
تختار الرؤوس »× ,...,2* ,1 في الفترة [ط,ه] › والعاملات © ,2۰۰۰ ٩1‏ بحيث تجعل 
الخطأ المتوقع في التقريب أصغر ما يمكن. 

0 n 
j far Deaf 
2 =| 


ولقياس هذه الدقة ؛ افترض أن أفضل اختيار لهذه القيم يعطي القيمة الصحيحة لأكبر مجموعة 
من كثيرات الحدودء أي أنه الاختيار الذي يعطى الرتبة الأعلى من الدقة. 


إن المعاملات .© ...01,62 فى صيغة التقريب حرّة (يمكن اختيارها كيفما اتفق)» والرؤوس 
مد , ...2× ,1 عليها تحديد واحد ألا وهو وجوب وقوعها فى الفترة [5 ١»]ء‏ وهى فترة التكامل. 


إن هذا يعطينا 2۸ من المتغيرات التى يجب اختيارها. 
إذا ما افترضت معاملات كثيرة الحدود على أنها معلمات» فإن مجموعة كثيرات الحدود التى 
أعلى قيمة لرتبتها 1 - 2۸ تحتوي على 28 من الوسيطات. 
إذن فمن المنطق أن تكون هذه أكبر مجموعة من كثيرات الحدود التي صيغتها صحيحة بالضيط. 
وباختيار القيم والثوابت اختيارًا مناسبًا فإن الضبط على هذه المجموعة يكون ممكنًا 
ولشرح طريقة اختيار المتغيرات المناسبة؛ ؟ سنوضح كيف نختار المعامللات والنقاط في حالة 
00 وفئرة التكامل [1 ,1 -]ء ثم سنناقش الوضع العام لاختيار النقاط والمتغيرات كيفما اتفق؛ 
ونبرهن كيفية تطوير الطريقة عند التكامل على أي فترة. 
افترض أن أننا نرغب فى تحديد 1 2× و ٥2 ٥1‏ بحيث تعطى صيغة التكامل 

f(x) dx = ن‎ f(x + c2 f (x2) 


القيمة الصحيحة. حيث (*)/ كثيرة حدود من الرتبة 3 = 1 - (2)2 أو أقل من 3ء أي عندما 
وه + ديه + × + وه = (*)/ لمجموعة من الثوايت دت اه جه و :©. 
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كثيرات الحدود الوحودية 6أم0م 
يكون فيها المعامل الأول 1. 


أدريان - ماري ليجندر (1752-1833) 
عرف هذه المجموعة من كثيرات 
الحدود عام 1785 

وكان له منازعات مع جاوس خصوصًا 
أن جاوس في بداية اكتشافه قد فشل 
فى نشر الكثير من نتائجه الأصلية. 


مبرهنة 7.4 


بما أن 
عه 3د | ax + ax? + ax?) dx = a | 14+ a | xax+ a | a+ a‏ +| 
فإن هذا يكافئ برهنة أن الصيغة تعطي نتائج صحيحة عندما (*)/ يكون × ,”× ,× ,1 بحيث 


1 1 
a+ حونو‎ | xd =0 cal+el= | 1a =2 
2 -1 


1 1 3 
2 3 2 
د + کے‎ = ] x dx=0 و‎ e+ e2 = | 2 = 3 

E = 


باستخدام بعض العمليات الجبرية فإن لنظام الصيغ هذا الحل الوحيد 
1621 دق قل كوو 


الذي يعطي صيغة التقريب 
e (41.4)‏ قل -)/ ax f‏ | 


إن رتبة دقة هذه الصيغة هى 3» أي أنها تعطى النتيجة الصحيحة لكل كثيرة حدود من الرتبة 
3 أو أقل. 
ويمكن استخدام هذه الطريقة لتحديد النقاط والمعاملات لصيغ تعطي نتائج صحيحة لكثيرات 
حدود من رتبة أعلى» ولكن هناك طريقة بديلة تحصل عليها بسهولة أكثر. 
سندرس فى الفصل (2.8) والفصل (3.8) تجمعات متعددة من كثيرات الحدود المتعامدة» وهى دوال 
لها الخاصية: أي تكامل محدود لحاصل ضرب أي اثنين منها يساوي 0. إن المجموعة ذات 
العلاقة بمسألتنا هي مجموعة كثيرات حدود ليجندر Polynomials‏ )21696006 وهى المجموعة 
( ,... )ر ,... ,)۶ ,(:3)و] التي تحقق الخواص الآتية: 1 

اکل 6 ()2 كثيرة حدود وحدانية ذات رتبة «. 

f, P(x) P(x) dx = 0.2‏ لأي كثيرة حدود ٨)×(‏ ذات رتبة أقل من 2. 
لديك قليل من كثيرات حدود ليجندر وهي : 

P(x) = x? = ‡ Ala و‎ ROR 
P(x) = x*- $2 + و چ‎ P(x) = = x 

إن جذور كثيرات الحدود هذه متميّزة بعضها من بعض» وتقع في الفترة (1,1-) ومتماثلة 
بالنسبة إلى المركزء والأهم من ذلك كله هو الاختيار الصحيح لتحديد المتغيرات التي تحل 
مسألتنا. 
النقاط ,د ,...,1,*2:* المطلوبة لإنتاج صيغة تقريب تكامل» التي تعطي نتائج صحيحة لأي 
كثيرة حدود ذات رتبة ة أقل من 27 جذور كثيرة حدود ليجندر من الرتبة . 
برهن ذلك من خلال النتيجة الآتية 


لتكن 2 ,...,72 ,1× جذور كثيرة حدود ليجندر (0)3؛2 من الرتبة 7. وأنه لكل ۸ ,...,1,2 =1 


نعرّف © بالصيغة 
O‏ 1 
a‏ دن 
ز× 88 1سز 1- 
j#i‏ 
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إذا كانت (<)27 كثيرة حدود ذات درجة أصغر من ”2 فإن 


1 n 
نام‎ 44-5 


7 i=1 
البرهان لنأخذ أولا الحالة التى فيها ()2 كثيرة حدود ذات رتبة أقل من «. أعد كتابة (:د)ط‎ 
على صيغة كثيرة حدود ليجندر من الرتبة (1 - ”) برؤوس على جذور كثيرة حدود ليجندر‎ 
من الرتبة #. إن هذا التمثيل لكثيرة حدود (<)2 صحيح بالضبط» لأن حد الخطأ يحتوي‎ ٨.)×( 
على مشتقة 7 من الرتبة «» وأن مشتقة 7 من الرتبة # تساوي صفرًا. إذن‎ 


Pz) = IE - ل‎ 


i=1 j=] 





j#i و‎ 
1 1 n n 0 
| ]ا | | عممم‎ Px) | ax 
1 ALT= 
ji 
> س1‎ 3 ax | لمعا »دل = زعام‎ 
1 : 


تحقق النتيجة لكثيرات الحدود ذات الرتبة الأقل من «. 
إذا قسمنا كثيرة الحدود ٨)×(‏ من الرتبة « على الأقل ولكن أقل من 2۸ على كثيرة حدود ليجندر 
(2,)3» نحصل على كثيرات حدود ذات رتبة أقل من #. 
P(x) = 0)( P(x) + R(x)‏ 
لاحظ أنه بما أن :× جذر ل لكل ” ,...,1,2 = » فإننا نحصل على 
R(x) = Q(x:)* 0+ R(x;) = R(x;)‏ + (ندارظ P(x) = Q(x)‏ 
والآن ندخل القوة الوحيدة لكثيرات حدود ليجندر. 
أولا: رتبة كثيرة الحدود (*)2 أقل من «» ولذلك تكون (خاصية ليجندر الثانية) 
1 
O(x) P(x) dx = 0‏ 1 
1= 
وبما أن (×)۸ كثيرة حدود ذات رتبة أقل من 27 فإن المناقشة الأولى تعطى 


1 0 
1 R(x) dx = 3J cıR(x:) 
4 


i=1 
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جدول 11.4 


مثال 1 


بوضع هذه الحقائق معًا يتحقق أن الصيغة صحيحة تمامًا لكثيرة الحدود (×)۲ 


1 1 1 
P(x) dx = 2 R(x)] dx = R(x) dx = iR(x;) = 1 P(x 
1 (x) dx | e (x) + R(x)] dx (x) dx 2 (x) 24 (x) 
mmm 


يمكن توليد الثوابت © التي نحتاج إليها لقاعدة التكامل من الصيغة فى المبرهنة (7.4)» ولكن كلا 
من هذه الثوابت وجذور كثيرات حدود ليجندر قد تم جدولتا على نحو واسع . 

يعرض جدول (11.4) هذه القيم لكل من 5 ,2,3,4 = 2 

القيم الأخرى موجودة في [5]5]. 


7 الجذور :7 المعاملات :© 
2 0.57735022 1.0000000000 
0.573522 - 1.0000000000 
3 0.7745966692 0.555555556 
0.000000000 0.8888888889 
0.77459662 ¬ 0.555555556 
4 0.8611363116 0.483548451 
0.339981046 0.6521451549 
6 =-_— 0.6521451549 
0.8611363116-— 0.478548451 
5 0.906179849 0.2369260 
5*1 5 شظ*0')2) 
0.000000000 0.5688888889 
1 = 0.478628675 
1-9 0.2369268850 


Xx 55‏ 1 00 
قرب *4 208 ٩‏ -ل باستخدام صيغة تكامل جاوس بأخذ 3 = «. 
من جدول (11.4) نحصل على 


1 
/ e“ cos x dx x 0,5 00774596692 cos 0.774596692 
-1 


0.5e 9.774596692 cos(- 0.774596692)‏ + 0 وون 0.8 + 
4 = 
يمكن إيجاد القيمة الحقيقية باستخدام التكامل بالأجزاء لتكون 1.9334214 وبذلك يكون الخطأ 
المطلق أقل من 10-5 × 3.2. 
إن التكامل 4 (3)/ ول على أي فترة [4,5] يمكن تحويله إلى تكامل على الفترة [1 ,1 -] 
باستخدام تحويل المتغيرات. (انظر شكل 16.4) 
x= b= at + a+ 0‏ ب-2 = 


يسمح هذا بتطبيق صيغة تكامل جاوس على أي فترة [ط ,ه]؛ لأن 


5 : (b— a)t + (b+ a)\ (b ¬ a) 
| rmax= | بے 2 كع )ر‎ (42.4) 


1 





4 ه طرائق جاوس للتكامل 


شكل 16.4 


مثال 2 


جدول 124 


225 Gaussian Quadrature 


(b, 1 














لديك مسألة لإيجاد تقريبات للتكامل ×4 ٠”‏ ”٠ل.‏ 
يعطى جدول (12.4) القيم لصيغ نيوتن - كوتس المعطاة فى الفصل 3.4). إن القيمة الصحيحة 
للتكامل إلى أقرب سبع خانات عشرية هي 0.1093643. 


4 3 2 1 0 n 
0.1093643 0.1093404 0.1093104 0.1183197 المعادلات المغلقة‎ 
0.1093971 0.1094116 0.1063473 0.1048057 المعادلات المفتوحة‎ 


إن تطبيق عملية جاوس على هذه المسألة يتطلب أولا تحويل التكامل إلى مسألة فيها فترة 
التكامل [1 ,1-]. 
باستخدام الصيغة (42.4) نجد أن 


1 15 
gr‏ 2/16 لوجاحاى 7 پر کے 
e‏ 1 


إن القيم في جدول «11.4) تعطي تقريبات تكامل جاوس لهذه المسألة 
i= 2:‏ 


15 
3 2 1 2 
3 = [5-0.5773502692°/16) ى لي 16/ ل ا دول لامع 1 
1 


n= 3: 


u 


1 1.5 
16 م )0.8888888889( بي 071745066801016 ذاه (21)0:5555353556 35 ا 
1 


+ )0,5555555556(6- (5-0.7745966692)/ 16 
0.1093642 
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جدول 13.4 


وللمقارنة الإضافية ؛ نعرض القيم التي حصلنا عليها باستخدام عملية ية رومبرج بأخذ 4 = « في 


جدول 13.4). ل 
0.1183197 

0.1093104 0.11157 

0.1093643 0.1093610 +4 

0.1093643 0.1093643 0.1093641 0.1095009 





مجموعة التمارين 7.4 


EXERCISE SET 
أوجد تقريب التكاملات الآتية باستخدام طريقة جاوس و 2 =«» ثم قارن نتائجك بالقيم‎ .1 
الصحيحة للتكاملات:‎ 


n/4 0.35 1.5‏ 
e 3‏ ب. ب( * xe‏ 1 ج. x sinx dx .» dx‏ / 
i 1 3 1.6‏ 
sin 2x dx 6‏ "3م 7 و اك / 3 + كب 0 ب (cosx)? dx‏ 
2 كرر التمرين (1) بأخذ 3 -«. 
3. كرر التمرين (1) بأخذ 4 = ۸. 
4. كرر التمرين (1) بأخذ 5 = «. 
5 حدّد الثوابت © » ط » » و 4 التي تعطي صيغة التكامل 
(1) “رك + aft 1) + bf(1) + cf'(-1)‏ عه صا | 
التى رتبة الدقة فيها 3. 
6. حدّد الثوابت © » ط » © و4 التى تعطى صيغة التكامل 
1 
f(x) dx = af(-1) + bf(O) + cf(1) + df'(=1) + ef'(D‏ 1 
4 





التي رتبة الدقة فيها 4. 
7. تحقق من القيم في بزل (11.4) المقابلة للقيم 223 = ۰۸ بإيجاد الجذور لكثيرات حدود 
د المناسبة . استخدم | غ المذكورة قبل هذا جدول لإيجاد المعاملات المرتبطة بهذه ا 


8. برهن أنه لا يمكن في الصيرة (#دام» ,< = (205 أن تكون رتبة دقتها أكثر من 1 - ”2 
مهما كان اختيار ,© ...© ومد Rist‏ 
[إضاءة: أنشئ كثيرة حدود ذات جذر مضاعف على كل ×]. 
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يمكن تطوير الطرائق التى قدمت فى البنود السابقة مباشرة لاستخدامها فى إيجاد تقريب 
للتكاملات المتعددة. خذ التكامل الثنائى 


| y) dA 
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شكل 17.4 
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حيث إd‏ > بر > eR = {(x,y) | a > x > b,c‏ منطقة مستطيلة في الستوى؛ وحيث 
©» 5 » » و 4 ثوابت. (انظر شكل 17.4) 











سنستخدم قاعدة سمبسون المركبة لشرح طريقة التقريب على الرغم قن أنه يمكن استخدام أي 

صيغة مركبة بدلا منها. 

لتطبيق قاعدة سمبسون المركبة؛ نقسم المنطقة ۸ عن طريق ت تجزئة [ط ,ه] و [4 ,©] إلى عدد زوجي 
من الفترات الجزئية. ولتبسيط الرموز؛ نختار أعدادًا صحيحة زوجية 7# و« ونجزئ [ط ,ه] 

و[4 ,ء] باستخدام نقاط الشبكة المتساوية الأبعاد فيما بينها وهى ,× Ym X0, X11۰۰7‏ رالا Yor‏ 


على التوالي. تحدد هذه التقسيمات الجزئية حجمي الخطوتين » /(ء -4) = .h= (b- alngk‏ 
وبكتابة التكامل الثنائي على شكل تكامل متتالٍ 


ff عمدصهر‎ ]' (f 1.a) a 
R 3 


نستخدم أولا قاعدة سمبسون المركبة لتقريب 

24 
rena‏ | 
مفترضين أن × عدد ثابت. 
ضع ۸ز +© نز لكل 7 ,ع1 ,0 75 إذن 


4 k (m/2)-1 7/2 
| دعر‎ 3 0 yol + 2 J عام‎ aj) + 43 يعار‎ jD + f(x, ا«‎ 


j=1‏ 1در 
c)k* a" f(x, u)‏ -4( _ 
ERE‏ 180 
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لعدد ما بر فى (4,©). وبذلك 


(m/2)-1 


b d k b 8 
حسسصمس ل‎ $| | f(x, yo) dx + 2 3 1 f(x, y2) dx 


m/2 


b b 
+42 | جع ارود تام‎ | ft لمر‎ 4x] 
j=] 64 a 


_(4- c)k “f(x, pu) 5 
180 هل‎ ۵ر٣‎ 


والآن تطبق قاعدة سمبسون المركبة على التكاملات فى هذه الصيغة. افترض 1# + © = :× لكل 
ا 7 


عندئذ لكل ۳ ,...,0,1 = ز نحصل على 
b h (n/2)-1 n/2‏ 
yy) + 4Y f (xat Yj) + f (n 1‏ ,بسار D3}‏ 2+ (رر [7e‏ > - عه (رر ,نمال 


i=l i=l 


(b- a)h“ af 
O Dya Yj), 


لعدد ما 52 في (4,0) التقريب الناتج له الصيغة 


b 4م‎ hk (n/2)-1 
| | ات ع عد وهار‎ yo) + 2 8١ f(r 
a 6 i=1 


n/2 
+ 4 3 7 وسار‎ Yol + بار‎ | 


i=1 


(m/2)-1 (m/2)-1 (n/2)-1 
+ 2 3) fxr) + 2 J} 3 سام‎ ya) 
21 =1 121 


(m/2)-1 2 


(m/2)-1 
+ 4 3 2 1 »سنت‎ 2j) + 2 Fr «| 
FY E 2 


17/2 m/2 (n/2)-1 
+ 4| رز ند ر <2 + (1-رور سارل‎ 
=1 j=1 1 
m/2 nl2 m12 
# 43 7 f (x2i-1, Y2j-1) + f لديو‎ 
j=1 1-1 j=1 


(n/2)-1 n/2 
4 ] مسار‎ Jn) + 2 3 f(xair Ym) + 43 ,د نومار‎ Ym) 


i=1 i=1 


+ f (xn || 
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مثال 1 
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ويعطي حد الخطأً ‏ على الصيغة 





27-0 1 9°62 ر ر ر2 نع ث3" , 0 -k(b- ah | 3^ f(Eo,‏ _ 
ا سر E‏ ر | “اماف و 
j=‏ کي 
f(xy)‏ ف كيك =4( _ | fen,‏ 
4 4ر 180 1 0x4‏ 


إذا كان 34//314 متصلاء يمكن تطبيق مبرهنة القيمة الوسطية على نحو متكرر لبرهنة أنه يمكن 
الاستعاضة عن تقييم المشتقات الجزئية بالنسبة إلى × بقيمة مشتركة» وأن 


4ج مم 4نم - 4 4 9 5 
4 ا rm | - E‏ للك k(b‏ ا 


ر۵ 180 540 
لنقطة ما (5,11) في ۸. 
وأيضًا إذا كان “(3//' متصلا فإن مبرهنة القيمة الوسطية الموزونة للتكاملات تعطى 
34 34 م 
E a AE 5‏ / 
84 


لنقطة ما (ثا,ة) فى ۸. 
بما أن ۸ /(» -4) = ” فإن حد الخطأ له الصيغة 


_ -k(b- كاله‎ E E )4- ميل‎ a) ,0*f 
کہ کے‎ EPAL و 2 | م‎ 
أو‎ 
44 )لهاع‎ 6-:8( Ê ا‎ 7 
E=- ڪڪ‎ 2 3 ar ELEK ۵| 
eR 


إن تطبيق قاعدة سمبسون المركبة لتقريب التكامل 


2.0 15م‎ 
9 3 In(x + 2y) dy dx 
1.4 0ل‎ 


بأخذ 4 = 7 و 2 = 7 يستخدم حجوم الخطوة 0.25 = 6 و0.15 = ۸. 
في شكل «18.4) تظهر منطقة التكامل ۸ مع نقاط النقاط (ر( ,:3), حيث 0,1,2,3,4 = 1 
و0,1,2 = ز. وتظهر أيضا المعاملات :۷ للدالة 2y:(‏ + :)م1 = (زر )£ في حاصل الجمع 
الذي يعطي تقريب قاعدة سمبسون المركبة للتكامل. 
التقريب هو 
4-3 20 
0„ 
In(x + 2y) dy dx Wi, j In(x; + 2‏ 
رود + واوا ر تر ر عع کل - مړ ره ررد .عا ۱| | 


= 7 
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شكل 18.4 


مثال 2 














J4 
1 4 2 1 1 
1.50 
1.25 - 
1.00 + 
+ + E > 
1.40 1.55 170 185 20 * 
بما أن‎ 
af -6 عق‎ -96 
E اله‎ FEET 3 2y gy (ر‎ = e 2y) 


والقيم العظمى للقيم المطلقة لهذه المشتقات الجزئية تتحقق على ۸ عندما 1.4 = × و 1.0 = 
فإن الخطأ يكون محدودًا ب 
96 5 6 7 (0.5()0.6) 
حك 025 + مد 225-15 E|>‏ 
EE I E ETE‏ ان | TT‏ 
10-6 472% 5 
إن القيمة الفعلية للتكامل إلى أقرب عشر خانات عشرية هى 


5 تح In(x + 2y) dy dx‏ ور 
ولذلك فإن التقريب دقيق ضمن 10-6 × 2.1. ل 
يمكن استخدام الطرائق نفسها لتقريب التكامل الثلاثي والتكاملات الأعلى للدوال في أكثر من 
ثلاثة متغيرات. وإن العدد التام للتقييمات الدالية المطلوبة للتقريب هو حاصل ضرب أعداد 
التقييمات الدالية المطلوبة عندما تطبّق الطريقة على كل متغير. 
ولتخفيض عدد التقييمات الدالية؛ يمكن استخدام طرائق أكثر فاعلية من صيغ نيوتن - 
كوتس » ومن هذه الطرائق: صيغة جاوس للتكامل» تكامل رومبرج» أو صيغ التكامل التكيفية. 
يبين المثال الآتي استخدام طريقة جاوس للتكامل الذي عايناه في المثال (1). 
لديك التكامل الثنائى الذي ذكر فى المثال (1). 
قبل استخدام طريقة جاوس للتكامل لإيجاد تقريب لهذا التكامل نجري تحويلًا منطقة التكامل 
(1.5 كبر > 1.0 ,2.0 < R={(x, y) | 1.4 > x‏ 
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إلى 
R={(u,v) |-1sus1,-1s<v < 1}‏ 
والتحويلات الخطية التى تنجز هذا التحويل هى 


1 
۷= ل-‎ _)2y(-1.0-1.5(, و‎ u»u= 


T5 T0 جهير2)‎ 1.4-2:0( 


6ك 
4 -2.0 
أو على نحو مكافئ 7 x = 0.3u+‏ و1.25 +0.250 دنر 

يمكن باستخدام هذا التحويل للمتغيرات الذي يعطي تكاملا أن نطبق عليه قاعدة جاوس 


2.0 1.5 1 1 
1 / In(x + 2y) dy dx = o05 | 1 In(0.3u« + 0.5v + 4.2) dv du 
1.4 مك‎ 2 E 


إن صيغة جاوس للتكامل باستخدام 3 = 7 في كلَّ من 1 و ۷ تتطلب منا استخدام النقاط 


2- = ۲3,1 = ولا = ونا و 0 = 3,2 = رلا = 1 و 0.7745966692 = وروم = ولا = ينا 
والأوزان المرتبطة بهذا هى 8 = وريه و 0.5 = ووه = ر (هذه القيم موجودة فى جدول 11.4) 
وبذلك 
8 53 15م 20 
DIHELE In(0.3r3,; + 0.5r3,; + 4.2)‏ 5 ع In(x + 2y) dy dx‏ / 1 
J1.0‏ 14 


i=1 =1 
= 3 

على الرغم ان هذه النتيجة تتطلب (9) تقييمات دالية فقط مقارنة ب 15 في قاعدة سمبسون المركبة 

المستخدمة فى المثال (1)» إلا أن النتيجة دقيقة ضمن 10-9 ×4.8 مقارنة بالدقة 10-6 ×2.1 فى 


المثال (1). ل 


إن طرائق التقريبات للتكاملات الثنائية ليست مقصورة على التكاملات ذات مناطق التكامل المستطيلة. 
يمكن تطوير الطرائق التي شرحت سابقا لتستخدم في تقريب التكاملات الثنائية على الصيغ 


d(x) 
1 f(x, y) dy dx (43.4) 
a («اء ل‎ 
أ‎ 
4 مط)y(‎ 2 
1 Fl, adxdy. (44.4) 
¢ aly) 


في الحقيقة» يمكننا أيضا تقريب التكاملات على المناطق من غير هذا النوع عن طريق تجزئات 
مناسبة للمنطقة. (انظر تمرين 10) 
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Numerical Differentiation and Integration 


لوصف الطريقة المستخدمة في تقريب التكامل من النوع 


d(x) 
FN 


سنستخدم قاعدة سمبسون الرئيسة للتكامل بالنسبة إلى كلا المتغيرين. 
حجم الخطوة للمتغير × هو 2 /( - 5) = ۸» ولكن حجم الخطوة بالنسبة إلى المتغير ( يتغير 
مع تغير ٠×‏ (انظر شكل 19.4) ويكتب على الصيغة 


d(x) - c(x) 


k(x) = 2 


k(x) 
f(x, c(x)) + 4f(x, c(x) + k(x)) + f(x, d(x))] dx 


u 


)هم م 
[f fenavas‏ 
a Jc(x)‏ 


u 


$ (ira, c(a)) + 4f(a, c(a) + k(a)) + f(a, d(a))] 


Û f(a + h, e(a + B)) + 4f(a + h, c(a + B)‏ ك ۽ 


¥ h)) + f(a + h, d(a + h))] 


K(B) + f(b, a1)‏ + طاك tb, c(h) + 4f,‏ ®& ا 





3 
da) y = )ل‎ 
d(b) 
k(a) 
3 ! kb) 
c(b) 1 
0 y=) | 
k(a + h) ١ ا‎ 
يجا 1 1 | رط‎ 
e a a+h b 3 
* حبر‎ 0 
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Multiple Integrals 


تطبق الخوارزمية (4.4) قاعدة سمبسون المركبة على تكامل على صيغة الصيغة (43.4). 
وبالطبع يمكن معالجة التكاملات على صيغة الصيغة (44.4) بطريقة مماثلة. 


Simpson's Double Integral تكامل سمبسون الثنائي‎ 
م‎ pd(x) 4 75 
1= | f(x,y) dy dx لكي نقرّب التكامل‎ 


ex) 


المدخلات: نقطتا النهاية © وb:‏ أعداد صحيحة موجبة زوجية + ,71. 
المخرجات: التقريب ل للتكامل 1. 


الخطوة المضمون 
h= )(- a)/n‏ 
ضع 0 - إل (حدود النهاية ) 
1 5 0 = #2 (الحدود الزوجية ) 


0 > وك (الحدود الفردية) 
2 لكل 7 , ...,1 ,0 = اء طبّق الخطوات 3 - 8 


3 عع :: + ى = × ( بطريقة سمبسون المركبة للمتغير ») 
HX = (d(x) - c(x))/ m‏ 
d)x((‏ ,عار + f/)x,c)x((‏ = × (حدود النهاية). 
K2 = 0‏ (الحدود الزوجية) 
دك (الحدود الفردية) 


0 


4 لكل 1 - "” , ...,2 ,1 = أز؛ طبّق الخطوتين 5 و 6. 


م أضع j‏ + ماه y=‏ 
(ر f(x‏ =0 


۾ | إذا كان ر موجبا فضع © + K2 = K2‏ 
وإلا فضع © Kı= K+‏ 


1 


L = (Kı + ج21‎ + 4K3)IHX/3 ضع‎ 7 


a) 

|[ بطريقة سمبسون لمركبة y) dy‏ ,ندر / =( 
ex)‏ 

/ 


8 إذا كان 0 =1 أو - 3 فضع 1 + إل = إل 
غير ذلك إذا كان ؛ زوجيا ضع 1 + رل = رل 
غير ذلك ضع 1 + ول = ول 

9 إضع 3/(ول4 + h(Jı + 2J)‏ دل 


الخرجات (7) 








10 توقف. 





إن تطبيق صيغة تكامل جاوس للتكامل الثنائي 


d(x) 
f(x, y) dy dx 


c(x) 
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ملحوظة: إن تخفيض عدد عمليات 
الحساب يجعل تطبيق عملية تكامل 
جاوس ذا جدوى على نحو عام بدلا 
من تطبيق إحدى طرائق سمبسون 


عند تقريب التكاملات الثنائية. 





يتطلب أولاء لكل × فى الفترة [ط ,ه]» تحويل المتغير « فى الفترة [(»)4 ,(«)ء] إلى المتغير ؛ فى 
الفترة [1 ,1 -]. إن هذا التحويل الخطى يعطى 

إل + (d(x) - c(x)) + d(x)‏ م( A SFE)‏ 
بعدثذ لكل × في الفترة [ ١,‏ نطبق طريقة جاوس للتكامل على التكامل الناتج 


d(x) 1 5-5 
1 = 1 ( (d(x) - c(x)) d(x) + و القند‎ 
c(x! -1 


d(x) . c)x)‏ الزن 


لينتج 


8 d(x) 
1 ار‎ 
a 3 


(x) 


6 d(x) - c(x) ل‎ (d(x) - c(x)rn,; + d(x) + c(x) 
=| اء + اه د رماع ع ير) وري ر اعا اه‎ ( 


حيث كما في السابق» تأتي الجذور ن" وا معاملات *“ من جدول 11.4). 
والآن تحولت [ط ,ه] إلى [1 ,1 -]» ويمكن تطبيق طريقة جاوس للتكامل لإيجاد تقريب للتكامل 
على الجانب الأيمن فى الصيغة. 
تعطى التفاصيل فى الخوارزمية (4.5). 
تكامل جاوس الثنائي Gaussian Double Integral‏ 
b prd(x) 8‏ 
لتقريب التكامل f(x, y) dy dx‏ 
)c(xلd a‏ 


المدخلات: نقطتا النهاية طره؛ أعداد صحيحة موجبة ۸ ,". 
(الجذور ز,:” والمعاملات زj>‏ بحاجة إلى تعيين للعدد (: ,:]حهم =1 ول أ كز >1 جميعًا» 
المخرجات: التقريب 7 للتكامل 1. 


الخطوة | المضمون 
RSG &‏ 
ha = (b+ a)/2 1‏ 
F< |‏ 
2 لكل 2 , ...,2 ,1 = 8 طبق الخطوات 3 - 5. ا 

JX=0 

xX = hırm,i + h2 

dı = d(x) 3 

(«اء ده 

kı = (dı - 2 

ko = (dı + cı)/2 
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a= 65:78 لكل‎ 
y = kırn,j + ka ضع‎ 
0= f(x,y) 
JX = JX + cajO 
ضع × لإ زىء + ل = ل‎ 


ضع لر = ل. 








الخرجات (7). 
م | توقف. 5 
مثال 3 , 01 ا ا ا 
يقرب حجم الجسم في شكل (20.4) باستخدام خوارزمية تكامل سمبسون الثنائي باخذ 
0 - م = م على التكامل فوع 3 
e»l* dy dx‏ 1 ! 
3ل 0.1 
إن هذا يتطلب 121 تقييمًا للدالّة ٠"‏ = (3,*)/ وينتج 00333054 وهو ما يقرب حجم 
الجسم في شكل 20.4) إلى 7 خانات عشرية تقريبًا. إن تطبيق خوارزمية جاوس للتكامل 
باستخدام 5 = 7 = ” يتطلب 25 تقييمًا داليًا فقط ويعطي التقريب 0.03330556611» وهو 
دقيق لإحدى عشرة منزلة عشرية. ل 
شكل 20.4 
24 





(0.5, 0.25, e5) 









1  (0.1,0.01, e01) 
٠. 


(0.1, 0.001, e91) 


سے 


(025ع ,25 





(0.5, 0.25, 0( 


(0.5, 0.125, 0) 
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إن تخفيض الحسابات يجعل 
تطبيق طريقة جاوس للتكامل عموما 
أفضل من استخدام طريقة سمبسون 
للتكامل عندما نود تقريب التكامل 
الثنائي. 


شكل 214 





يمكن تقريب التكاملات الثلاثية على الصيغة 


0 d(x) 8x, y) 
Fy: 2 42 توك‎ dx 
a في‎ a(t.y) 


بطريقة مماثلة. «انظر شكل 21.4). 











وبسبب عدد الحسابات المطلوبة فإن الاختيار يقع على طريقة جاوس للتكامل. 
تنفن الخوارزمية (6.4) هذه العملية. 


Gausian Triple Integral تكامل جاوس الثلاثي‎ 


3 تة للتكا 
إيجاد تقريب مل ra) rf(x.y)‏ ان 
f(x,y.tdzdy dx‏ / / 1 
لجيه لك a Jc(x})‏ 


المدخلات: نقطتا النهاية © و م8 أعداد صحيحة موجبة ۸ › ۸ء و 7. 
(الجذور ر:, والمعاملات ررء يجب أن تكون متاحة للعدد (م ,م ,»)هدم - : ولكل: > ز 5 1. 
المخرجات: التقريب ل للتكامل 7.) 

الخطوة | المضمون 


ضع 2 - ما 
b+ 2 1‏ 


ا 


ا © 
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۲ 


.8-3 طبق الخطوات‎ » = E لكل 71 و‎ 2 
JX=0 ضع‎ ١ 
x = hirmî + h2 ٠. 
dı = d(x) 
(ماء ده‎ 3 


kı = (dı — 2 
ka = (dı + 2 


3 لكل ۸ , ...,2 ,1 = رء طبق الخطوات 5 -7. 


ضع 
5 0 د لال 
kırn,j + ka‏ در 
Bı = B(x, ») 5‏ 
a(x, »)‏ = ره 
2 -رم) = 1 
(Bı + 2‏ = را 
لكل مر ,...,2 ,1 <غ» 
6 ضع دا + z2 = lırp,k‏ 


O= f(x, 2,2 
JY = JY+ معن‎ 


و أضع لاقرازيى + ×ل -ئال 
م أضع J+ ek ı7×‏ دل 


9 ضع لطا = J‏ 
المخرجات (/) 


10 توقف. 














يتطلب المثال الآتي تقييم أربعة تكاملات ثلاثية. 
مثال 4 يقع مركز كتلة الجسم 2 ذي دالة كثافة 6 على النقطة 








ملا Mss‏ يرلا 
M' M'M‏ 


«= f xXO(x, y, 2( dV, m= ff Yyo(x, y, z) dV 
D م‎ 


M,y = م‎ 26), y, 2( dV 
D 


(x, y, 2) = ( 


ھی العزوم حول المستويات الإحداثية› والكتلة هى 


»- J| O0(x, y, 2( dV 
D 
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في شكل 22.4) يظهر مجسم محدود بالسطح العلوي للمخروط ر + ”× = ”ج والمستوى 
z= 2‏ 
افترض أن كثافة المجسم ممثلة بالدّالة 2ر + ۸2ل = (2 ,ر ,×)06. 

شكل 22.4 





إن تطبيق خوارزمية تكامل جاوس الثلاثي 6.4) باستخدام 5 = م = " = م يتطلب 125 تقييمًا 
داليًا لكل تكامل ويعطى التقريبات الآتية 


4-2 
M= م‎ 1 x2 + y2 dz وك‎ dx 
/4-×2 2ر جتنمل ل‎ 


2 2م 4-2 م‎ 
= 4| 11 1, x2? + y? dz dy dx >= ٠-6 
ل‎ 37 3 


4-2 
و | / ا‎ , x2 + y2 dz dy dx x - 5.55111512 x 107 
۷ چ‎ 38 + 


4-2 
Ma= | / yx? + y2 جك‎ dy dx x - 8.01513675 x 10-17 
0 ×2 e 


6 تمت y2 dz dy dx‏ يريبير حير f‏ =" 
4-2 
إن هذا يعني أن الموقع التقريبي لوقع الكتلة هو 
y, 2) = (0, 0, 1.60003701)‏ ,¥( 


يمكن إيجاد قيم هذه التكاملات مباشرة وبسهولة. وإذا ما أجريت ذلك تجد أن مركز الكتلة يقع 
بالضبط على (1.6 ,0 ,0). ل 
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مجموعة التمارين 8.4 


EXERCISE SET 
لتقريب التكاملات الثنائية الآتية» وقارن النتائج‎  - ” = 4 استخدم الخوارزمية 4.4) بأخذ‎ .1 


0.5 14م 25 05م‎ ٤ 
/ / “لم‎ dy dx ب‎ / xy? dy dx 4 
0 Jo 2 


15 x 2.2 2x 
(x + Jy) dy dx د.‎ / 1 )x” + (ثر‎ dy d× ج.‎ 
1 0 2 x 


2. أوجد أصغر قيمة للأعداد : = ” بحيث يمكن استخدام الخوارزمية (4.4) لإيجاد تقريب 
للتكاملات فى تمرين (1) ضمن 10-6 من القيمة الفعلية. 

3. استخدم الخوارزمية (4.4) مستخدمًا 6 = « = »م n = 4, m = 8, (ii) n = 8, m = 4, (iii)‏ 
لإيجاد تقريب للتكاملات الثنائية الآتية» وقارن الإجابات بالإجابات الصحيحة : 


e px 7/4 peosx 
Inxy dy dx ب.‎ 1 1 (2y sinx + cos? x) dy dx 3 
1 عمول 0 لك‎ 
1 م 1 م‎ 
| j + Mayas | | + aya جم‎ 
0 1 
/ 1 cos y dy dx و.‎ cosx dy dx 5 
0 Jo 0 Jo 


3/2 27م‎ 7/4 rsinx 1 

5 د E‏ / / ج“ (ysinx + xcos y) dy dx‏ 1 1 
4. أوجد أصغر قيمة للأعداد : -» بحيث يمكن استخدام الخوارزمية 4.4) لإيجاد تقريب 
للتكاملات فى التمرين (3) ضمن 106 من القيمة الفعلية. 
5. استخدم الخوارزمية 5.4) بأخذ 2 = ” = « لإيجاد تقريب للتكاملات في التمرين (1)» 
وقارن نتائجك بتلك التى حصلت عليها فى التمرين (1). 
6. أوجد أصغر قيمة للأعداد : = ” بحيث يمكن استخدام الخوارزمية 5.4) لإيجاد تقريب 
للتكاملات فى التمرين (1) ضمن ؟10-6. لا تستمر فى أكثر من 5 = ” = ” . قارن عدد التقييمات 
الدالية اللازمة بالعدد فى التمرين 2). ١‏ 
7. استخدم الخوارزمية 5.4) مستخدمًا 

4 دم (iv) n=‏ ,3 = م ,4 = (iin‏ ,4 = «ر3 = (Dn = m = 3, (in‏ 
لإيجاد تقريب للتكاملات فى التمرين 3. 
8. استخدم الخوارزمية 5.4 بأخذ 5 = « = « لإيجاد تقريب للتكاملات في التمرين (3). قارن 
عدد التقييمات الافتراضية اللازمة بالعدد اللازم في التمرين 4). 
9. استخدم الخوارزمية (44) بأخذ 14 = : = « والخوارزمية 5.4) بأخذ 4 = ” = ” لتقريب 


التكامل مدن f‏ 


R 
2 ۷۴ للمنطقة ۸ فى المستوى والمحدودة با لمنحنيات ”× = « و‎ 
استخدم الخوارزمية (4.4) لإيجاد تقريب للتكامل‎ .0 
أ[‎ xy + 22 4 


R 
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GT بار‎ N PO مم صم‎ E لج‎ ET 
ولا اقسم ۸ إلى منطقتين :۸ و 12 بحيث يمكن تطبيق الخوارزمية (4.4) على كل منهما.‎ 
.82 استخدم 6 = » = + على كلتا المنطقتين ۸۱ و‎ 

lamina .1‏ اللامنة المستوية هي صفيحة رقيقة كتلتها موزَّعة على نحو متصل. إذا كان » الذّالة 
التي تصف كثافة لامنة مع شكل منطقة ۸ من المستوى ت فإن مركز الكتلة لتلك اللامنة هو 
(0,) حيث 


JJ xo(x, y) dA JJ yo(x, y) dA 
58 8 


5 ل‎ 0.044 7 [Jos sa4 
استخدم الخوارزمية 44) بأخذ 14 = ” = » لإيجاد مركز الكتلة للامنة المصرفة بالمنطقة‎ 
قارن التقريب‎ ٠)×, «( = ٠“*” كثافة‎ ET =), y( |0 > x» > 1,0 > ر‎ > 1-7 
بالنتيجة الصحيحة.‎ 
.۸ = «= 5 كرر التمرين (11) باستخدام الخوارزمية 54) و‎ .2 
مساحة السطح المعرّف بالدالة (,*)/ = لكل ((*) في ۸ هي‎ .3 


y)]? + 4‏ ,دا ] +2012 Jj ue.‏ 
استخدم الخوارزمية (4.4) و8 = ” = + لإيجاد تقريب اة السطح لنصف الكرة 
0 < 9,2 >2 +2( + ”× التي تقع فوق المنطقة في المستوى المعرف من خلال 

11>نز 1,0 > >0|(زع))دم 
14 . كرّر تمرين (13) باستخدام الخوارزمية 5.4) و4 دمحم 
5. استخدم الخوارزمية 6.4) بأخذ 2 = م = ” = ” لتقريب كل من التكاملات الثلاثية الآتية 
وقارن إجابتك بالإجابات الصحيحة: 


1 05م 2م 1 رم ام‎ 5 
1 1 yz dz dy dx تخدختي / ا / ب.‎ dzdy dx 1 
0 J» ول‎ 0 Jı ول‎ 
1 x x+y 1 1 x+y 
zdzdy dx د.‎ ydzdy dx ج.‎ 
0 ريل نيل 6 ريل نيل‎ 
قم لقم !د‎ f عم‎ Y1 j 
1 / 1 e“*Y dzdydx و.‎ - sin = dz dy dx ه.‎ 
0 برل ول‎ 6 Jo Jo 17 3 


6. كرّر تمرين (15) باستخدام 3 = م =" = 2 
7. كرّر تمرين (15) باستخدام 4 > م <۳ <۳ و5 - م m=‏ 23 
8 . استخدم الخوارزمية (6.4) بأخذ 4 = م = ” = ” لتقريب 


اا 


حيتك تمثل 5 محَسما محدودًا بالمستويات الإحداثية” والمستويات .75/3 = 2 ,7/2 = ,7 = × 
قارن هذا التقريب بالإجابة الصحيحة. 
9. است ستخدم الخوارزمية )6.4( بأخذ 5 = م =" = م لتقريب 


fj rer 


0 ع‎ ٤ 
7 + حيث ؟ هى المنطقة فى الثمن الأول المحدود بالأسطوانة 4 = ”ر + ×» والكرة 4 = ”2+ ”ر‎ 
والمستوى 8 - ج +ير +2. كم تقنية دالية لازمة لهذا التقريب؟‎ 
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9.4 


شكل 23.4 


Improper Integrals التكاملات المعتلة‎ 


تظهر التكاملات المعتلة عندما نعمم مفهوم التكامل: إما إلى فترة تكامل تكون عليها الذّالة 
غير محدودة؛ وإما إلى فترة يكون أحد طرفيها أو كلاهما لانهائيًا. وفى أي من هاتين الحالتين 
فإنه يجب تعديل طرائق تقريب التكامل العادية. ١‏ 
سنقوم أولَا بمعاينة الحالة التي تكون فيها الذالة المتكاملة غير محدودة على نقطة النهاية 
الصغرى لفترة التكامل؛: نكما يظهر في شكل 223.4 


4ل 


۷ (x) 











فى هذه الحالة نقول: إن 4 له نقطة شذوذ ٣مم‏ 109,دابو512 على نقطة النهاية ه. سنبرهن أن 
التكاملات المعتلة الأخرى يمكن تحويلها إلى مسائل من هذا النوع. 
يبين حساب التفاضل والتكامل أن التكامل المعتل بنقطة شاذة على نقطة النهاية اليسرى 














1 dx 
a (x = a)? 
يتقارب إذا وفقط إذا كان 1 > م >0 وفى هذه الحالة نعرّف‎ 
1 1 (x- a)” مع‎ ae 
d= لش ا د‎ 
a )x = م -1 | 7 من‎ 
إذا كانت /. دالة يمكن كتابتها على الصيغة‎ 
_ لداع‎ 
E (x = a)? 


حيث 1 > م >0 و ۾ متصل على [6,5]. فإن التكامل المعتل ×4 (۶)۸ 2 موجود. 
سنقرّب هذا التكامل باستخدام قاعدة سمبسون المركبة» شريطة أن [ط ,ه]"© © م. 
نستطيع في تلك الحالة إنشاء كثيرة حدود تايلور من الرتبة الرابعة (*)0/ إلى يم حول © 
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مثال 1 








7 8" (4) 
P4(x) = g(a) + g'(a)(x - a) + ع‎ (x — a)? + E - (+ £ - 4ه‎ 
تكتب‎ 
1 f(*) dx = 1 E E ولا‎ 
a i RP 6 )8- (۶ , 


وبما أن (2)7 كثيرة حدود» فإنه يمكننا أن نحدد بالضبط قيمة 


b 4 b (kK) 4 (Kk) 
س‎ 5 : 0 eS 2 k!(k + RT ê - محاخا(م‎ 
(46.4 
8)*( إن هذا هو الجزء المسيطر في التقريب» وخصوصًا عندما تتفق كثيرة حدود تايلور[:):7 مع‎ 
.]4, على نحو كبير على كل الفترة [ط‎ 
ولتقريب تكامل /؛ يجب أن نضيف هذه القيمة لتقريب التكامل‎ 
/ً لجاع‎ - P4 بن‎ 


7ه -ع) 








a 


ولتحديد هذا؛ نعرّف أولا 


| إذا كان 5 > × > ۾ 
x — a)P OG)‏ 
0 


إذا كان م = × 
بما أن1 > م >0 و (ه) ۶ يتفق مع (4) ع لكل 2,3,4 ,1 ,0 = ۸» نحصل على [ط ,ه]*© ع 6 
هذا يعني إمكانية تطبيق قاعدة سمبسون المركبة لتقريب تكامل © علي [4,5]. إن جمع هذا 
التقريب إلى القيمة في الصيغة (46.4) يعطي التقريب للتكامل المعتل للدالة / على [ط ,4]» ضمن 
دقة التقريب بقاعدة سمبسون المركبة. 
سنستخدم قاعدة سمبسون المركبة بأخذ لس حي يع لصيل المعتل 


1 a 


بما أن كثيرة حدود تايلور الرابعة للدالة © حول 0 = × هو 





2 3 2 
BIO STER د‎ 
سيان‎ gE Eo 
1r x ry 5 
يكون‎ 10 )٩/ ۷*( 4* فإن جزءًا من التقريب للتكامل‎ 
1 تأيه‎ , : -2 1/2 1 3/2 1 5/2 1 7/2 
= + + = + = + d 
0 EL = | ( 2 6 24 م‎ 


1 1/2, 23/2, 1 5/2, 1 2 1 2و‎ 
= lim |2" “+ ×" “+ =×“ + × “+ —X× 
11 0+ 3 5 21 108 57 
E 6 1 0 
55 21 108 


4 ه التكاملات المعتلة 


جدول 144 
G(x) 3%‏ 
0.00 0 
025 0.0000170 
0.50 0.0004013 
0.5 0.0026026 
1.00 0.0099485 
شكل 24.4 
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ولإيجاد الجزء الآخر لتقريب التكامل :«4 (7/: /*6) 0 نحتاج إلى تقريب ×4 (<)6 ر حيث‎ 


1 
((×)۶4 - )= إذا كان 1 > + >0 
x = 6(«(‏ 0 

0 إذا كان 0 = × 
ويعرض جدول (14.4) القيم اللازمة لتطبيق قاعدة سمبسون المركبة لهذا التقريب. 
إن استخدام هذه البيانات وقاعدة سمبسون المركبة يعطي 
G(x) dx x 25+ 4(0.0000170) + 2(0.0004013) + 4(0.0026026( + 0.0099485]‏ 1 

0.01 = 
لذلك ينت 
ولاك ياج 
1 = 0.0017691 + 2.9235450 > 2 
x‏ 0 
إن هذه النتيجة دقيقة ضمن دقة قاعدة سمبسون المركبة فى التقريب للدالة 6. 
بما أن1 > |(<)0)9| على [1 ,0]» فإن الخطأ يكون محدودًا بالعدد 
ممم I=‏ 

“g0 )0.25( = 0.000217‏ لا 
لتقريب التكامل المعتل بنقطة شاذة على نقطة النهاية |اليمنى؟ ذ نطبق الطريقة التي استخدمناها 
سابقاء ولكن نتوسع بدلالة نقطة النهاية اليمنى 8 بدلا من نقطة النهاية اليسرى ©. وبدلً من 
ذلك نستخدم التعويض ×4 - = 42 ,× - = > لتغيير التكامل المعتل على الصيغة 

6 =a 
| rmax= ] ار ب‎ 474) 
a > 


الذي له نقطة شاذة على نقطة النهاية اليسرى. (انظر شكل 244) 


J4 لكل - = چ‎ J4 





1 
1 
1 
1 
١ 
1 
1 
١ 
1 
1 
ا‎ 
١ 
1 
١ 
1 
1 
1 
+ 





کے حت ته کک خخ ند ملك في 


x -b -a 


مم 
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مثال 2 


يعامل شكل المعتل الذي له نقطة شاذة على © بحيث تُعدٌ م > © > » مجموعة لتكاملين معتلين 
ذات نقاط شاذة على نقاط النهاية؛ لأن 


b 2 b 
fax = | fo ax+ ] f(x) dx 
ويحتوي النوع الآخر من التكاملات المعتلة على نهايات تكامل لانهائية. يكون التكامل الأساس‎ 
3 من هذا النوع على الصيغة‎ 
/ و‎ 
a xP 


للعدد 1 < م. ويمكن تحويل هذا إلى تكامل بنقطة شاذة يسرى على 0 باستخدام التعويض 


التكاملي 


لذلك 


ول dt=- x?‏ اردع 


24 - د عل x‏ - د dx‏ 


1/a 1‏ م 0 1 - 
dt‏ هيبا | = | =4 1 
PF 0‏ يول 37 ۾ 


وبطريقة مماثلة» فإن تحويل المتغير ١-.ر‏ = , يغير التكامل المعتل ×4 ()/ ”ل إلى تكامل ذي 
نقطة شاذة على النهاية اليسرى هي الصفر 


0 1/a 
/ f(x) dx = 2f (0 dt (48.4) 
a 0 


والآن يمكن تقريب هذا التكامل باستخدام صيغة تكامل من النوع الذي نوقش سابقًا. 


ومن ثم 


لتقريب قيمة التكامل المعتل 
1 2 
sin — dx‏ 3/2-ير I=‏ 
x‏ 1 


نستخدم تحويل ال متغير أ × = /. 
بها أن +4 2+ - = ۲ فستحصل على ب يل - = وف فد - = ب 


1 1 1-2 / 0= 1 د 
I= x73? sin = dx = / 0 sinf (ka) = 72 sinî dt‏ 
x=1 x =1 \f 0‏ 


إن كثيرة حدود تايلور الرابعة ()۶4 للدالّة :هذه حول 0 هو اج -4 = ٨4)‏ » ولذلك 


ثم +1 - sint‏ إذا كان 1 > + >0 
G()‏ = 11/2 


إذا كان 0 = ٤‏ 
يكون في [1 ,04]0 
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1/3 +ع ووو 1 1 1 
##ومحنقلتطتتت [إر بل * لقيو م[ 
112 0 6 4 


5 ل +ع - sint‏ 3 3 2 1 _ 22 
ê 2‏ 06 2 3 
113 +ع — 1sint‏ 
172 
باستخدام قاعدة سمبسون المركبة و 16 = « للتكامل الباقي تكون النتيجة 0.0014890097. 
إن هذا يعطي التقريب النهائي للتكامل وهو 
0.620561 = 0.61904761 + 0.0014890097 = 1 


= 0.61904761 + 1 dt 
0 





وهو دقيق ضمن 10-5 4.0. 5 
EXERCISE SET TTT‏ 
1. استخدم قاعدة سمبسون المركبة وقيم ” ا معطاة لتجد تقريب التكاملات المعتلة الآتية : 
1 4 دم مع عمف “3 أل ب | 6= e.‏ | 
كم دم كم SE‏ تر 


2. استخدم قاعدة سمبسون المركبة وقيم # المعطاة لتجد تقريب التكاملات المعتلة الآتية: 


أ كم 


ب 8= 


/ ا‎ dx 1 ا‎ dx 
0 7-12 ` 0 VI-x ` 
المعطاة» لتقرب التكاملات المعتلة‎ ١ استخدم التحويل "× = ۲» ثم قاعدة سمبسون المركبة وقيم‎ .3 





الآتية: ا 71 0 
يه أ 4کم dy,‏ 7 لمكا 
E O - Eg n‏ / 
جد 2868م يدك عت / د. 26م x “sinxdx,‏ / 
IT‏ 1 


4. التكامل المعتل 4 (*)4 10 لا يمكن تحويله إلى تكامل بنهايات محدودة عن طريق 
التعويض +/1 = ١؛‏ لأن النهاية «صفر» تصبح لانهائية. يمكن حل الإشكال بأن نكتب أولًا 
dx‏ («)/ 7| +4 (٭)۴ و = 4 ()م/ ”م طبّق هذه الطريقة لتقرب التكاملات المعتلة الآتية ضمن 
ا 


أ ل س 

/ يم بويج‎ / Tg 

5. افترض أن جسمًا كتلته « يتحرك إلى أعلى عموديًا ومبتدنًا من على سطح الأرض. فإذا ما أهملت 
أي مقاومة عدا الجاذبية فإن سرعة الهروب 0 تعطى بالصيغة 


z= حب عنييك‎ 2R | z7? dz 
1 


x 
R 
نصف قطر الأرض ويساوي 3960 ميلاء و ”وص 0.00609 = ع هي قوة الجاذبية على سطح الأرض.‎ ۸ 

قرب سرعة الهروب 0. 
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6. كثيرات حدود لاغور 501013/5لااه5 #1:8ناوها ( ... ()دط )L0)*(,‏ تكوؤن مجموعة متعامدة على 
(ه ,0[ وتحقق 8 
*L;(x)Lj(x) dx = 0‏ € / 
0 
لكل 1 # أ (انظر فصل 2.8). كثيرة الحدود (*),1 لها « صفر »× ,...,2,::: فى ( ٠‏ ,10. ليكن 


0 
سير 0 

a= | 6 ان‎ j] ar 
0 1 ¬ رد‎ 


j 


برهن أن صيغة التكامل 1 
f(x)e* dx = Sef)‏ / 

ذات رتبة دقة 1 - 2۸. (إضاءة: اتبع الخطوات في برهان المبرهنة 7.4). 

7. كثيرات حدود لاغور 2 + عه - 2د = هاما ,× -1 = (هارط ,1 = Lox»)‏ 

و 6 + ×18 -خيرو + تر = (×)وا, 

شتقت فى تمرين (11) من الفصل (2.8). 

وكما بُرهن في التمرين (6): فإن كثيرات الحدود هذه مفيدة في تقريب تكاملات على الصيغة 
e * f(x) dx = 0‏ 1 

1 . اشتق | صيغة التكامل باستخدام 2 = « وأصفار اد1 " 


ب. اشتق صيغة التكامل n= 3 e‏ ا .L4)×(‏ 

8 استخدم صيغ التكامل التي اشتقت في التمرين (7) لإيجاد تقريب للتكامل 
١ xe * dx‏ 

9 . استخدم صيغ التكامل التي اشتقت ت في تمرين (7) لإيجاد تقريب للتكامل 


په ل 1 
ا 4 مسح الطرائق والبرامج Survey of Methods and Software‏ 


علينا أن نجتهد لاشتقاق طريقة لحل لقد بحثنا في هذا الباب تقريب تكاملات الذوال في متغير واحد أو متغيرين أو ثلاثة وتقريب 
نوغ واحذ.من التكاملاك 'المعتلة: .ولكن ‏ . 
a‏ 0 مشتقات دالّة في متغير واحد حقيقي. ولقد درست قاعدة النقطة الوسيطية» قاعدة شبه المنحرف 
الأخرى ستتبع بكل يسر وقاعدة سمبسون لتقديم الطرائق وتحليل الخطأ فى طرائق ق التكامل. 
قاعدة سمبسون المركبة سهلة الاستخدام وتعطي تقريبًا دقيقاء إلا إذا كانت الدالة تردد في 
فترة جزئية لفترة التكامل. إن طريقة التكامل التكيفية ممكنة الاستخدام إذا كان هناك شك في 
السلوك الترددي للدالة. ولجعل عدد الرؤوس أصغر ما يمكن مع المحافظة على الدقة؛ جربنا 
صيغة جاوس للتكامل. وقد قدّم تكامل رومبرج للاستفادة من مزية سهولة تطبيق قاعدة شبه 
المنحرف والاستكمال الخارجي. 
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معظم البرامج (©:501188) لتكامل دالة في متغير حقيقي واحد مبنية ي الطريقة التكيفية أو على 
صيغ جاوس عالية الدقة . إن تكامل رومبرج الحذر يعد طريقة تكيّفية تحتوي على فحص ؛ للتأكد 

من أن الدّالة المتكاملة ذات سلوك ناعم على الفترات الجزئية لفترة التكامل. فقد استخدمت هذه 
الطريقة بنجاح في مكتبات البرامج. وعمومًا تقرّب التكاملات المتعددة بتعميم طرائق تكيّفية جيدة 
إلى أبعاد أعلى. ويوصى باستخدام صيغ تكامل جاوسية لتخفيض عدد التقييمات الدالية. إن أهم 
الروتين (البرامج النمطية) في مكتبات ۷81| و 0/86 مبني على /808801لا0 وهو 
A Subroutine Package for Automatic‏ برمجية للتكامل التلقائى 10 كتبه R.Piessens‏ 
E. de Doncker-Kapenga, C.W.Uberhuber‏ و D.K.Kahaner‏ ونشرته Springer-Verlag‏ 
عام 1983 [PDUK]‏ والبرامج متاحة للعامة على الموقع .http:/I/www.netlib.org‏ 

إن مكتبة ا۷8١‏ تحتوي الدّالة 0086 وهى عملية تكامل تكيّفية مبنية على قاعدة 
(21-Point Ganssian—Kronorde)‏ باستخدام قاعدة (عانا؟ 68055190 )10-Point‏ لتقدير الخطأ. إن 
قاعدة جاوس تستخدم العشر نقاط 0× ,...,1× والأوزان 0 ... ٠»,‏ لتعطي الصيغة تكامل 
SS, uf (xi)‏ لتقريب التكامل يرك (,)م أ/. ثم تستخدم النقاط الإضافية 21× ,...,11<. والأوزان 
الجديدة روت, ...ورت في صيغة كرونرد (208100)!) ٥ f )x;(‏ ,71< تقارن نتائج المعادلتين لإزالة الخطأ. 

إن ميزة استخدام 10× ٠٠,‏ في كل صيغة هي الحاجة إلى تقييم يم f‏ على 21 نقطة فقط. 
لو تستخدم قواعد جاوس ذات العشر نقاط و21 نقطة مستقلة لظهرت الحاجة إلى استخدام 1 تقييمًا 
داليًا. . تسمح هذه العملية بوجود نقاط شاذة على نقاط النهاية للدالّة الكاملة. 
أما برامج ا81 الأخرى فهي 00865 التي تسمح بوجود نقاط شاذة على نقاط النهاية» ۵0۸6۴٥‏ 
التي تسمح بوجود نقاط شاذة محددة من المستخدم» ا 0046 التي تسمح بدورها بوجود فترات 
تكامل لانهائية و ۵0۸6 وهي عملية غير تكيّفية للدوال الممهدة. البرنامج ۲۷00۵ يستخدم قواعد 
جاوس-كرونرد لتكامل دالة في متغيرين. ويوجد أيضا برنامج ۵۸۸0 لاستخدام صيغة جاوس 
للتكامل فى تكامل الدّوال ذات 7 من المتغيرات على 7 من الفترات على الصيغة [زط ,:ه]. 
إن Library‏ 6 تحوي البرنامج 001۸۷۴ لحساب تكامل / على الفترة [4,5] باستخدام طريقة 
تكيفية مبنية على طريقة جاوس للتكامل بام قواعد Gauss 10-Point‏ و .KrOnrod 21-Points‏ 
أما البرنامج 001811 فيستخدم لتقريب «ك (×)۴ ا باستخدام عائلة من نوع صيغ جاوس مبنية 
على رؤوس عددها 1, 3, 5, 7, 15, 31, 63 127 255. إن هذه القواعد المتداخلة وذات الدقة العالية 
من إنشاء بترسون [180] تستخدم بطريقة تكيفية . إن البرنامج 001067 خاص للتكاملات المتعددة» 
ويقرّب التكامل إذا أعطيت بيانات نقطية (قيمًا) بدلا من صيقة الذالة . إن ١86‏ يحتوي على كثير 

من البرامج الأخرى لتقريب التكاملات. 
إن الأمر الدالىٌ فى مابل ©ام2اا 

>int(f,x=a..b); 

يحسب التكامل المحدود × ()/ ”ل. 
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إن الطريقة العددية تستخدم برامج لمعاملة النقاط الشاذة» ثم تستخدم صيغة كينشو-كيرتس 
للتكامل 01115ا01-/618085031 والموصوفة فى [00]. وإذا فشل هذا بسبب وجود نقاط شاذة فى 
الفترة أو بالقرب منهاء تطبق صيغة تكيّفية أسيّة مضاعفة 2۵ي double-exponential‏ . 
يمكن استخدام صيغة نيوتن- كوتس التكيفية عن طريق تحديد الخيار ©1ل0/١‏ في الأمر الدالي 
فى عامهالا. 

>int(f,x=a..b,digits,_NCrule); 0‏ 
تحاول الطريقة التوصل إلى خطأ نسبي مسموح مقداره (1001-975 ×5. 0» حيث 5إأوا0 هو 
متغير في هام۷3 في الحساب العددي. إن قيمة 15و01 المخزونة في البرنامج هي 210 ولكن 
يمكن تغييرها إلى أي عدد صحيح موجب ١‏ عن طريق الأمر ;١=:كااوا0.‏ 
إن الأمر ۸0ا0 في 1187188 يقرّب التكامل المحدود × (:)/ / باستخدام قاعدة سمبسون 
التكيفية. 
والأمر 900808 يقرّب التكامل المحدود باستخدام قاعدة نيوتن- كوتس التكيفية ذات الثماني 
واجهات .(eight-panel Newton-Cotes rule)‏ 

وعلى الرغم من أن الاشتقاق العددي غير مستقر» إلا أن هناك حاجة إلى تقريب المشتقة 
لتستخدم في الصيغ التفاضلية. 
إن مكتبة ۸۸6 تحتوي على برامج فرعية 20488 للاشتقاق العددي لدالة بمتغير واحد» مع 
إمكانية الاشتقاق للمشتقة 14. 
إن الدّالة 08810 في ا۷8١‏ تستخدم تغييرًا ‏ تكيّفيًا في حجم الخطوة في الفروق المحدودة 
لتقريب المشتقة الأولى والثانية والثالثة للدالة / عند النقطة :د ضمن حد خطأ مسموح به 
تحتوي 1151| أيضًا برمجية فرعية 00088 لحساب المشتقات لدالة معرّفة على مجموعة من 
النقاط باستخدام الاستيفاء الداخلي التربيعي. 
كلتا البرمجيتين تسمحان باشتقاق الشريحة ©56ذام8 الاستكمالي التكعيبية المبنية بالبرامج الفرعية 
المذكورة في (4.3)؛ كما تسمح بتكامله. 
للمزيد عن التكامل العددي» ننصح بالكتب للمؤلفين [E] Engles‏ و Davis and Rabinowitz‏ 
„DRI‏ 
ولعلومات إضافية عن طريقة جاوس؛ انظر [StS] Stroud and Secrest‏ 
يوجد كتب عن التكامل المتعدد› منها كتاب 4لاه581 [5]50] 
والكتاب الحديث لمؤلفيه عهل 300 مهها8 [[95]. 


الباب 


5 


١ اكور‎ 
e 
ے٣‎ 





مسائل القيمة الابتداثية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية 


InitiakValue Problems For 
Ordinary Differential Equations 


مقدمة 
يمكن توضيح فكرة الرقاص المتأرجح وفق شروط تبسيط معينة من خلال المعادلة التفاضلية من 
الرتبة الثانية : 
2 
sin = 0‏ £ + 
| 
1 
ا 
١‏ ا 
قي ١‏ 
1 
e‏ 
0 1 
1 1 
3 | 
N‏ 1 
۹ | 


حيث 1 طول الرقاص» 8/52 32.17 :د ع ثابت الجاذبية الأرضية: 6 هي الزاوية التي يصنعها 
الرقاص مع الخط العمودي. أيضًا إذا حددّنا موقع الرقاص حين بده الحركة 00 = (0)0. وسرعته 
عند تلك النقطة 0 = (90/)40: يكون لدينا ما نسميه "مسألة القيمة الابتدائية «ءأطم«م 106له-لعلافامة". 
وعند القيم الصغيرة ل #: يمكن استخدام التقريب 5180 = 6 لتبسيط هذه المسألة وتحويلها 
إلى مسألة القيمة الابتدائية الخطية 
ê;‏ = )0(0 ,و8 642 ,260+ 46 
7 
هذه السألة يمكن حلها باستخدام أسلوب المعادئة التفاضلية الاعتيادي. ومع قيم أكبر د 
يجب استخدام طرائق التقريب. قد تناوئنا مسألة من هذا النوع في التمرين (8) من الفصل (9.5). 
إن أي كتاب في المعادلات التفاضلية يعطى تفصيلا لطرائق خاصة بإيجاد حلول لمسائل القيمة 
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الابتدائية من الرتبة الأولى. فى المجال التطبيقى على أي حال» قليل من المسائل المستمدة من 
دراسة الظواهر الفيزيائية يمكن حلها بدقة. 
ويتناول الجزء الأول من هذا الفصل تقريب الحل (7)4 للمسألة ذات الصيغة 
f(y»)‏ ك2 لكل 5 > ؛ > ۾ 

على أن الشرط الابتدائى 

y(a) = a 
وسنتعامل فيما بعد ضمن هذه الوحدة مع توسيع هذه الطرائق لتشمل نظامًا للمعادلات التفاضلية‎ 
من الرتبة الأولى على الصورة‎ 


_ الاك 
Yn)‏ رولا بالا ,)لل e‏ 


422 
— = fy Yl, Y2, 
01 fat, Y1, Y2 Yn) 


d 
3 = .رون مال ,)كر‎ Ye) 





ل 5 > : > ه» على أن الشروط الابتدائية 
Yn(a) = an‏ ,... به = y2(a)‏ بره = yı(a)‏ 


كذلك نختبر علاقة نظام من هذا النوع مع مسألة القيمة الابتدائية من الرتبة 77 وفق الصيغة 


TB)‏ وو نومار عقاو 
ل 5 > ۲ > ه» على أن الشروط الابتدائية 


a= a; YF AS‏ يزه -:(ه)نز 





المبرهنة الابتدائية لمسائل القيمة الابتدائية 
Elementary Theory of Initial-Value Problem‏ 

تُستخدم المعادلات التفاضلية لنمذجة مسائل في العلوم والهندسة تتضمن استبدال متغير ما 
بالنسبة إلى الآخر. وتتطلب معظم هذه المسائل حلا لمسألة القيمة الابتدائية» أي حلا لمعادلة 
تفاضلية تحقق شرطا ابتدائيًا محددًا. 

في أغلب الأمور الحياتية الحقيقية» يكون من الصعب إيجاد حل دقيق للمعادلة التفاضلية 
التي تنمذج المسألة» ولهذا نلجأ إلى أحد النهجين لتقريب الحل؛ النهج الأول هو تبسيط 
المعادلة التفاضلية لواحدة يمكن حلها بدقة› ومن ثم استخدام حل المعادلة المبسطة لتقريب حل 
المعادلة الأصلية. أما النهج الآخر الذي سنختبره في هذه الوحدة فيستخدم طرائق لتقريب حل 
المسألة الأصلية. وهذا النهج هو الذي غالبًا ما يؤخذ؛ لأن طرائق التقريب تعطي نتائج أدق 
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تعريف 1.5 


مثال 1 


تعريف 2.5 


مبرهنة 3.5 


ومعلومات عن الخطأ أكثر واقعية. 

الطرائق التى نتناولها ضمن هذه الوحدة لا تعطى تقريبات مستمرة لحل مسالة القيمة 
الابتدائية. ودل من ذلك» فإن التقريبات توجد 55 نقاط معينة محددة» وغاليًا ما تكون 
متساوية التباعد. تستخدم بعض طرائق الاستكمال الداخلي كطريقة هرمايت إذا كان هناك 
حاجة إلى قيم وسطية. 
نحتاج إلى بعض التعريفات والنتائج من مبرهنة المعادلات التفاضلية الاعتيادية قبل تناول طرائق 
تقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية. إن مسائل القيمة الابتدائية تظهر من خلال رصد ظاهرة 
فيزيائية مقاربة لحالة حقيقية عمومّاء لذلك نحتاج إلى معرفة تغييرات صغيرة في مضمون 
المسألة» مما يؤثر قليلًا في الحل. هذا مهم أيضًا بسبب المدخل للخطأ المقرب عندما تُستخدم 


الطرائق العددية. 
يقال للدالة (( ,4)/ إنها تحقق شرط لبسشتز Lipschitz conditi0"‏ في المتغير رر على مجموعة 
أنها تحقق #87 > 7 إذا وجد ثابت 0 < 1 يحقق 


v2|‏ - راط > f(t, y2,)|‏ - زر ,)را 
ما دام 2 € (ودر, ),(رر ,). يسمى الثابت ,1 شرط لبسشتز 000011100 2٤۸٥م‏ اا للدالة  .7‏ « 


إذا كان (4 > بر > 3-,2 > ۲ > 1 | (ز,) - 2 وإرإ|ء = (ر ,)م فإن لكل زوج من النقاط 
( ,#) و (ور ,) في 2 

tly2ll = tlllyıl = | val > 2| = >|‏ = انا | = v2D|‏ ماي - f(r, yD‏ 
وبذلك تحقق / شرط لبسشتز على ( في المتغير ر مع ثابت لبسشتز 2. إن أصغر قيمة محتملة 
لثابت لبسشتز فى هذه المسألة هو 2 = 1؛ لأنه على سبيل المثال 


|0 - 2|1 = |0 - 2 |= |0 ,2م - )1 ,۶2| - 
يقال للمجموعة #8 > 7 بأنها محدبة «©00017 متى انتمت كل من (« ,) و (در ,:؛) إلى 2» وأن 
۸ في [0,1] تكون النقطة (ور3 + رر( -1) ۸٠,‏ + (2 -1)) منتمية أيضًا إلى 0. . 
في الصطلحات الهندسية ينص التعريف (2.5) على أن المجموعة محدبة على أنه مت كانت 
نقطتان تنتميان إلى المجموعة فإن قطعة الخط المستقيم كاملة ما بين النقطتين وت تنتمى أيضًا 


إلى المجموعة. «انظر شكل 1.5) تكون المجموعات التي نتناولها في هذا الفصل ا بال 
( > بر > «ه-رث > + > » | (رر,)) = 2 للثابتين 2 و 5. ومن السهل التحقق انظر 
التمرين 7) من أن هذه المجموعات محدبة. 

افترض أن (ر ,1)/ معرف على مجموعة محدبة ۸ 2. إذا وجد 0 < 1 يحقق 


(f, y) )1.5( 


فإن / يحقق شرط لبسشتز على ( في المتغير لإ مع ثابت لبسشتز 1. . 
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شكل 1.5 


عمل رودلف لبشير (1903 - 1832) 
8001١2‏ في فروع الرياضيات 
المختلفة. بصفتها مبرهنة الكزرادء 
سلسلة فورير. معادلات تفاضلية . 
الميكانيكا التحليلية. والمبرهنة الكامنة 
وهو معروف جذا بتعميمه عمل 
أوغستن- لويس كوشى (1789-1857) 
Ãugustin=Louis Cauchy‏ وجوسب 
بينو (1858-1932) 


Giuseppe Peano 


مبرهنة 4.5 


مثال 2 





محدب غير محدب 


إن برهان مبرهنة (3.5) يناقش فى التمرين (6)» وهو مشابه لبرهان التمهيدية المناظرة لها لدوال 
متغير واحد نوقشت ضمن التمرين (25) من الفصل (1.1). 
وحسبما تبين لنا المبرهنة التالية» فغالبًا ما يتركز الاهتمام على تحديد ما إذا كان الدالة المعني 
في مسألة القيمة الابتدائية يحقق شرط لبسشتز في متغيره الثاني» ومن ثم فإن الشرط (1.5) عمومًا 
أكثر سهولة للتطبيق من التعريف. وعلى أي حال علينا ملاحظة أن المبرهنة (3.5) تعطي فقط 
شروطًا وافية لتحقق شرط لبسشتز. ا قق شرط لبسشتز» لكن المشتقة 
الجزئية بالنسبة إلى ر لا وجود لها عندما يكون 0 
المبرهنة التالية هى صورة جوهرية لحالة وجود ا المبرهنة للمعادلات التفاضلية من الرتبة 
الأولى. وعلى الرغم من أن المبرهنة يمكن برهنتها مع بعض التقليص للفرضية» إلا أن صيغة 
المبرهنة هذه تفي بأغراضنا. 
(يمكن إيجاد برهان المبرهنة بهذه الصيغة تقر يبا في [142-155 [BiR,PP-‏ (. 
افترض أن (© > ر > ١‏ ,ط > ۲ > » | (4,2)) = 2ء وأن (ر ۶)١,‏ متصل على 2. إذا 
كانت / تحقق شرط لبسشتز على 1 فى المتغير [» فإن مسألة القيمة الابتدائية 

yJ(D= f(y), ,6ك كه‎ y(a)= a 
.4 > 1 > 5 لها حل وحيد (1)ر حيث‎ 
افترض مسألة القيمة الابتدائية‎ 

y'= 1+ tsin(ty), Osts2, y(0)=0 
بالإبقاء على + ثابتّاء وبتطبيق مبرهنة القيمة الوسيطية للدالة‎ 

f(t,y) = 1+ tsin(ty) 

نجد أنه عندما 2 > 1» فإن العدد غ ضمن (2 )71١‏ يظهر مع 


(م8)ومه f‏ = ا 5 J(2) - f(D‏ 
زف ا دير 


ومن ثم 
ار = وراك > المقع)دمه لار - 2ر |= الرر ,)ير - y2(‏ ,)1۴ 
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تعريف 5.5 


مبرهنة 6.5 


وتحقق f‏ شرط لبسشتز في المتغير ‏ مع ثابت لبسشتز 4 = 1. وبالإضافة إلى ذلك» حيث 
إن ( ,)۶ متصل عندما 2 > 1 > 0 وه > ر > ©*-», فإن المبرهنة (4.5) توحي بوجود حل 
وحيد لسألة القيمة الابتدائية هذه. ١‏ 0 
فإذا درست مقررًا في المعادلات التفاضلية» فقد تحاول إيجاد الحل الصحيح لهذه المسألة. 
والآن وبعد أن عالجنا -إلى حد ما- التساؤل: ”متى يكون لسائل القيمة الابتدائية حلول 
وحيدة؟” يمكننا الانتقال إلى تساؤل آخر طرح مبكرًا في هذا الفصل وهو 
” كيف يمكننا تحديد ما إذا كانت لسألة معينة سمة كون تغييرات صغيرة (أو تشويش) في 
مضمونها يؤثر قليا في الحل؟” 
وكالمعتاد» فإننا نحتاج أولا إلى إعطاء تعريف عملي لترسيخ هذا المفهوم. 
يقال لمسألة القيمة الابتدائية 
f(t,y), astsb, y(a= a (2.5)‏ 2 
إنها مسألة عرض جيد 67ااه]م 56۵٥م-ااwe‏ إذا تحقق ما يلى: 
٠‏ يوجد حل وحيد (۲)« للمسألة. 
« يوجد ثابتان 0 < مت و 0 < »۸ بحيث إن لكل و 0 < : < مت » ما دامت كانت (0)6 
متصلة و > |(160 لكل ؛ في [ط ,4] »> ومتى كانت > اونا كذلك فإن مسألة القيمة الابتدائية 
f(t,2+ 0), astsb, z(a) = a+ o 050‏ = ج 
لها حل وحيد (2)7 يحقق 

ع > )ر - ()2ا لکل 4 فی [a,b]‏ ل 


إن المسألة المعطاة با لمعادلة (3.5) تسمى المسألة المضطربة :هااه,م 90ط/لا4هم المرتبطة بالمسألة 

الأصلية (2.5). إنها تفترض إمكانية حدوث خطأ (84 المبين ضمن التعبير حول المعادلة التفاضلية» 

وبالإضافة إلى خطأ م8 فقد عرض ضمن الشرط الابتدائي. 

تؤخذ الطرائق العددية دائمًا فی الحسبان عند حل المسألة المضطربة ؛ لأن أي خطأ تدوير يتم 
٤ 3‏ ع : 

تناوله في التعبير يربك المسألة الأصلية؛ وما لم تعرّض المسألة الأصلية جيدًا» فثمة مبرر ضعيف 

لتوقع كون الحل العددي لمسألة مضطربة يقارب الحل للمسألة الأصلية بدقة. 

وتحدد المبرهنة التالية شروطا لضمان عرض واضح لمسألة القيمة الابتدائية. ويمكن إيجاد برهان 

هذه المبرهنة فى [142-147 .مم .]8R,‏ 


افترض أن إ» > بر > - وم > > » | (ر,))) = 2. إذا كانت / متصلة وتحقق شرط 
لبسشتز فى المتغير « على المجموعة 7 فإن مسألة القيمة الابتدائية. 


253 


4 الباب #5 مسائل القيمة الابتدائية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية Initial-Value Problems For Ordinary Differential Equations‏ 


مثال 3 


مابل ۴ا۸3 يحتفظ بالحرف 0 للتعبير 
عن المشتقة 


© بقاع ده م‎ yasa 


جيدة العرض. 0 
ليكن (© > بر > © ,1 >1 > 4),2(|0 = 22 وافترض مسألة القيمة الابتدائية 

41 
(45) 5 = (0)ر ,2 >1 >0 y+,‏ 
وبما أن 


59 
اا‎ 
dy 


فإن المبرهنة (3.5) تؤدي إلى أن ۲+1-ر = (4,2)/ يحقق شرط لبسشتز فى المتغير ( على 
المجموعة 2 مع ثابت لبسشتز 1. ولأن / متصلة على 2 فإن المبرهنة (6.5) تؤدي إلى أن مسألة 
القيمة الابتدائية جيدة العرض. 

وللتحقق من ذلك مباشرة؛ افترض المسألة المضطربة 


22 -ج‎ 2+ 1+8, 0> > 2, 7(0) = 0.5+ Oo )5.5( 


حيث إن 6 و 00 ثابتان. وحل المعادلة (4.5) والمعادلة (5.5) هو على التوالى 

“م05 -1(2 +( = y()‏ و 8 - )0.5 - o‏ +( + )1 +1( = )2(1 
افترض أن ع أي عدد موجب. فإذا كان م > |۵| و ٤‏ > اوثا فإن 

ع(1 + (2e‏ > انا + ole‏ +8 |< ان - “ء(مة +ة) |= ا()ج - )را 


لكل؛. ولذلك فا لمسألة (4.5) تكون جيدة العرض مع 1 +262 = » ولكل 0 < ©6. = 
ويمكن استخدام م لحل العديد من مسائل القيمة الابتدائية. افترض المسألة 
5 0ر ,02 ,1 + y-7‏ 28 
dt‏ 
ولتعريف المعادلة التفاضلية؛ أدخل >deq:=D(y)(t)=y(t)-t*t+1‏ 
والشرط الابتدائى >init:=y(0)=0.5‏ 


وقد اختير المسميان وهه و 1014 من قبل المستخدم. والأمر لحل مسائل القيمة الابتدائية هو ©/اه05ل 
ولذلك >deqsol:=dsolve({deq,init},y(t));‏ 


وتكون الاستجابة 
“1 -ع2 + 1 +1 = deqsol := y(t)‏ 
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ولغرض استخدام الحل لإيجاد قيمة محددة مثل (1.5) بر؛ ندخل 
>q:=rhs(deqsol); evalf(subs(t=1.5,q))‏ 

مع التمهيدية 4.009155465. 

وتستخدم الدالة ۲١‏ (الجانب الأيمن) لتخصيص حل مسألة القيمة الابتدائية للدالة 4 
التي سنقيمها عند 1.5 = . ويمكن أن تفشل الدالة ©0501 إذا ما تعذر إيجاد حل واضح لمسألة 
القيمة الابتدائية. على سبيل المثال» فى مسألة القيمة الابتدائية المعطاة فى مثال (1)» فإن الأمر 
الابتدائية >deqsol2:=dsolve({D(y)(t)=1 +t*sin(t*y(t)),y(0)=0},y(t));‏ 
53 ينجح لتعذر إيجاد حل واضح. في هذه الحالة يجب استخدام طريقة عددية. 





مجموعة التمارين 1.5 


EXERCISE SET 
1.استخدم المبرهنة (4.5) لإثبات أن أيّا من مسائل القيمة الابتدائية الآتية لها حل وحيد» أوجد الحل:‎ 
y= ycost, Ost<1l, y(0) =1. أ‎ 
y= y+ Pe, 15 > 2, ب. 0 = (1)ر‎ 
ج. 1/26 = (1)ر 1282 دع عمو‎ 
t 3 
رن‎ E 


د. 1 > (0)بر ,1 5غ 05 0 


2. استخدم المبرهنة (4.5) لإثبات أن أيّا من مسائل القيمة الابتدائية الآتية لها حل وحيد» أوجد الحل: 
OEE 3)0( 2-1‏ بحو سان 
ب 2= (1)بر ,15152 2ty),‏ -ع2 y= r (sin‏ 
ج 2 = 200 JH, S3‏ حاو 


EAE 
= د. 4 = (2 ,25+54 ,جلت‎ 
2 IFT 2)2( 


3.لكل اختيار إلى (ر ۶)١,‏ المعطاة للأقسام من (أ) - (د): 

(أ) هل يحقق ث/ شرط لبسشتز على (» > ر > ه- ,1 > $D={(t,y)|Os‏ 

(ب) هل يمكن استخدام المبرهنة (6.5) لإثبات أن مسألة القيمة الابتدائية 
2000-1 1ددع دنم f(y)‏ دير 


جيدة العرض؟ 
fry) =Py+1.‏ ب رع = (ر ,)م 
جز -1 =( f),‏ د. + == f)‏ 


4.لكل اختيار إلى (ر ,)۴ المعطاة للأقسام من (أ) - (د): 
أ. هل يحقق f‏ شرط لبسشتز على [» > بر > ,1 > : >0 | (ز,؛))- م؟ 
ب. هل يمكن استخدام المبرهنة (6.5) لإثبات أن مسألة القيمة الابتدائية 

y= f(y) -00نن 2-1 دم‎ 1 
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جيدة العرض؟ 
ار کے ا 8 
RESET,‏ ا 0, ج TS f(t, y) = cos(y)‏ 

5.لكلٌ من مسائل القيمة الابتدائية الآتية» أثبت أن المعادلة المعطاة تتضمن حلا. قرّب إلى (2) بر 

مستخدمًا طريقة نيوتن. 


3 
! و رخف‎ 3 
ا. 2= ر + :1 11:2 152 ابلسسشلتهدا- تت“‎ 
y Gy? Dt 201) 2 3 
t+ 2te 
E E E ha a SUE 0S لمم اموه‎ ST 


sint + fe» + 2 


يرهن المبرهنة ا85 مخ خلال تطبيق مبرهنة القيمة الوسطية ل[د,قارء مبقيًا £ فابتًا. 

7.فى الثابتين » و 8» أثبت أن المجموعة [» > بر > ه-,ط هرون اه محدبة. 
8.افترض الاضطراب ()56 نسبيًا إلى » بمعنى أن & = (66 ثابت ما 6. أثبت مياشرةٌ أن 
مسائل القيمة الابتدائية الآتية جيدة العرض: 

أ 0020بر ,2 055 ,ير -1 دير 

ب. 1 -- (0)0 ,2 5+ 05 ,نز +ع ةير 


2 
SEE, 1IstS2, y(l)=0 چ‘‎ 


دم 


ل. y= y+ e, 1:42 2, j= Pe‏ 
9.طريقة بيكارد لحل مسألة القيمة الابتدائية 
y= f(y) astsb y(a=a‏ 
يكون وفقًا للشرح 0 ليكن » = ()مر لكل 1 ضمن [ط ,4].عرف متتالية الدّوال (1()4 
adt KkK=1,2,.‏ (() ير y(t) = a+ 1 f(T‏ 
أ .اعمل التكامل ((1)ر ,۶)۲ = 'برء واستخدم الشرط الابتدائي تداق طريقة بيكارد. 
ب.اعمل التوليد 2)0« «:)٨(,‏ ,(20)4 و )در لمسألة القيمة الابتدائية 


y=-y+t+1 Os<ts1 y(0 =1 


ج.قارن التمهيدية في الفقرة (ب) مع سلسلة ماكلورين للحل الحقيقي تم t+‏ = )بر 
ا 5 طريقة أويلر Euler's Method‏ 


على الرغم من قلة استخدام طريقة أويلرء إلا أنه لبساطة اشتقاقها يمكن توظيفها في توضيح 
الأساليب المستخدمة فى إنشاء بعض الأساليب الأكثر تعقيدّاء دون اللجوء إلى التعقيدات 
الجبرية المراققة لعملية الأنقاء هذه: 
وتهدف طريقة أويلر إلى إيجاد تقريب لسألة القيمة الابتدائية ذات العرض الجيد 


4 
=a (6.5)‏ هار ,6ع كه fn)‏ = 


5 ه« طريقة أويلر 


بعد ليونارد أويلر (1783 - 1707) 
Leonhard Euler‏ من أكثر 
البدعين الريافيين. وكان أول من 


عرض للمجتمع الرياضي استخدام 
طرق الفرق الابتدائي لتقريب حل 
العادلات التفاضلية 
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في الحقيقة؛ إن تقريبًا متصلًا للحل () لن يظهر؛ وبدلًا من ذلك فإن تقريبات إلى ل ستتولد 
عند قيم مختلفة تدعى نقاط ميش (نقاطًا متناغمة) 01015م 0080 في الفترة [0 ,4]. وبمجرد إيجاد 
الحل التقريبى عند النقاط: فإنه يمكن إيجاد الحل التقريبى عند النقاط الأخرى فى الفترة من 
خلال الاستكمال الداخلى. 1 1 
في البداية نشترط توزع النقاط المتناغمة بالتساوي في الفترة [5 4]: وهذا الشرط مضمون من 
خلال اختيار عدد صحيح موجب N‏ واختيار النقاط المتناغمة "اهم "٠۲‏ لكل من 
a+ i‏ = 4 لكل i= 0,1, 2,..., N‏ 

المسافة الموحدة ما بين النقاط ع - ربع = N‏ /(ي - ط) = ۸ تسمى سعة الخطوة 8126 مهاء. 

سنستخدم مبرهنة تايلور لاشتقاق طريقة أويلر. افترض أن (1)ر الحل الوحيد للمعادلة (65) 
له مشتقتان متصلتان على [ط ,ه]» من ثم فإنه لكل من 1 - N‏ ,...,2 ,0,1 =¡ 


(eı = 7ن‎ 
2 


لعدد ماع ضمن )1+ (f,‏ وحيث ‏ -ي 4ن = ۸ يكون لدینا 


y(t) = y(t) + (tir = Hy (4) + )سر‎ 


h2 
Y(t) = y(t) + hy'(t;) + 77 6( 
ولأن (4) يحقق المعادلة التفاضلية (6.5)؛ فإن‎ 
(ربمار‎ = y(t) + رارم‎ y(f)) + e 0.5) 
ومن خلال حذف الجزء المتبقي فإن‎ : = 1, 2,..., ٨ طريقة أويلر تبني (4) ن بس لكل من‎ 


طريقة أويلر تكون 26 ê‏ 
)85 (إا hf (f,‏ + بساح ir‏ لكل 1 N=‏ نيا ,0 i=‏ 


تسمى المعادلة (8.5) بمعادلة الفرق 84100لاو» 016,406 وهى مرافقة لطريقة أويلر. كذلك وكما 
سنرى مؤْخرًا فى هذا الفصل» فإن المبرهنة وحل معادلات الفرق توازي -بجوائب عدة- المبرهنة 
وحل المعادلات التفاضلية. تنفذ الخوارزمية 5.1) طريقة أويار. 
طريقة أويلر Eulers Method‏ 
لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 
y= f(y), ax<t<b, y(a =a‏ 
عند (1 + 27) من الكرّراد متساوية التباعد فى الفترة [ط ,»]: 
المدخلات: نقاط نهاية ‘bya‏ عدد صحيح N‏ شرط ابتدائي قد 
المخرجات: التقريب س إلى ل عند (1 + )N‏ من القيم لا. 





| 1 أضع N‏ /(ه -ط) = h‏ 
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t=a 
w =a 
,)1, المخرجات (للا‎ 


٠‏ = أ طبق الخطوتين 3 و4. 


ضع (دلا w + ۸f),‏ = ربا ( احسب زس). 
a + ih‏ = 1ر احسب ئ). 


TC 





شكل 2.5 


ولتفسير طريقة أويلر هندسيًا؛ انظر أنه عندما يكون التقريب Wi‏ قريبًا من (:1)ر» فإن افثرض 
كون الغالة جيدة العرض يؤدي إلى 

f (fi, wi) تح‎ y(t) = f (fi, y()) 
انظر الرسم البياني للدالة (#)2 الذي يبرز في شكل (2.5). وإحدى خطوات طريقة أويلر تظهر‎ 
.)3.5( في شكل (أ) (3.5)» وتظهر سلسلة من الخطوات في شكل (ب)‎ 














3 
y(n) = y(b) y' = fe», 
y(a) = a 
Y(t) 
y(t) 
y(1) = a 
+ + + > 
fo=a f hh Iyn=b + 
0 y 
y' = f(y) 
206) y(a) = a y' = f(y»), 
فل‎ URED 1 ya) = a 
1 
1 
١ 
0 
(۾)'ر 1 کد‎ = f), الميل(0‎ 
2 ا ا ا‎ 5 5 1 
0 1 1 1 0 1 
مهم > ۳+ ج‎ + > 
fo =a fı f Ixn=b 1 fo=a fı fyv=b 1 
ف‎ (i) 
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جدول 1.5 


تمهيدية 7.5 
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افترض استخدام طريقة أويلر لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 
›y)0(= 5‏ 2 >>0 2+1 سير دنر 
مع 10 = .N‏ لذا فإن 0.5 = مس ,0.21 = ;1 ,0.2 = h‏ 
2 + 0.008 - ;س1.2 = ]1 + 0.0412 — wirı = wi + h(w; — 1? + 1) = wi + 0.2[w;‏ 


و 
لكل من 9 ,...,1 ,0 = :. الحل الصحيح هو 0.50 -1(2 + ) = (7)ر. يبين جدول (1.5) 
المقارنة ما بين القيم المقربة زا والقيم الحقيقية. ل 
yı = y(t) Wi fi‏ | نس = ly:‏ 


0.0000000 0.5000000 0.5000000 0.0 
0.0292986 0.829286 0.8000000 0.2 


0.0620877 1.214087 1.152000 0.4 
0.0985406 1.6489406 1.5504000 0.6 
0.1387495 2.27725 1.9884800 0.8 


0.1826831 2.6408591 2.4581760 1.0 
0.2301303 3.1994155 2.9498112 1.2 
0.2806266 3.732400 3.451774 1.4 
0.3333557. 8 3.959031281 1.6 
0.3870225 4851763 4.428158 1.8 
0.4396874 50 4.657845 2.0 


انظر أن الخطأ يزداد تدريجيًا كلما ازداد #. وإن نمو هذا الخطأ تحت السيطرة هو تمهيدية 
ثبات طريقة أويلر» التي تؤدي إلى أنه من المتوقع نمو الخطأ على نحو ليس أسوأ من المنحنى 
الخطى. 
وعلى الرغم من أن طريقة أويلر ليست دقيقة كفاية للتحذير من استخدامها عند التطبيق» إلا 
أنها مبدثيًًا وافية لتحليل الخطأ الناتج من تطبيقها. وسنتطرق إلى تحليل الخطأ لطرائق أدق 
في فصول آتية تتبع نفس المنحنى» لكنها أكثر تعقيدًا. 

لاشتقاق حد للخطأ لطريقة أويلر؛ نحتاج إلى نتيجتين حسابيتين. 
لکل 1 - < × ولكل عدد موجب س » لدينا “2 > ”(× + 1) > 0. ل 


البرهان بتطبيق مبرهنة تايلور مع 0 6,0 = (*)/, و1 =« نحصل على 
ير + عر + 1 عدا 
حيث ٤‏ ما بين × وصفر. لذا 
م = م12 + برج 1 > + 1 > 0 


ولكون 0 < × + 1؛ فإن 


mmm 0 < (1+ x)” > (e*)” = ”م‎ 
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تمهيدية 8.5 إذا كان 5 و + عددين حقيقين» وكانت {alo‏ متتالية تحقق 1/۶ - < »۰ وكان 
s)a; + + (9.5(‏ + 1) > رببه لكل ۸-1 و TOD‏ 
فإن 


1 ۳ 1 
aS pF EDS ل + م(‎ -- 
53 5 


البرهان عند عدد صحيح محدد 23 تؤدي المتباينة (9.5) إلى 
+ + ره(ى + 1) > di+ı‏ 


+ +[ + به(ى +1)](, +1( > 


> )1+ s){(1 + s)[(1 + s)aj-2 + [+ + + 


+['(ى +1( +... + 2(ى +1( + s)* lag + [1+ (1+ s)‏ +1) < 
ولكن i‏ 
“و +1)ر ١‏ = الى +1) + ...+ 2و +1( +( +]1) +1 
j=0‏ 
عبارة عن سلسلة هندسية تتناسب مع (ى + 1) ومجموعها 


1-)1+ gs)! 


i‏ ا 
EE} 1‏ (ى +1) -1 


لذا يكون 


5 1+ 1-!*:(ى‎ 1 1 
air > (1 + s)'* lao + ا‎ 1 (1+ gs) (+ - 3 
5 5 5 


وباستخدام التمهيدية (7.5) مع ء x=‏ و 1 +1 =" نحصل على 


1 1 8 ل 
e 6 ( =‏ > ريرج 
U‏ 53 

مبرهنة 9.5 افترض f‏ متصلة وتحقق شرط لبسشتز بثابت 1 على 


D={(t,y)|a > < بر > مصمدبق‎ > oe} 


وافترض وجود ثابت ]1 يحقق 
M‏ > |( »| لکل [a, b]‏ ع t‏ 


ولنفترض أن (4) الحل الوحيد لمسألة القيمة الابتدائية 


y= f(f,y), 5غ كه‎ 5, y(a) = © 
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وأن رس 5 "١‏ ,100 عبارة عن تقريبات مولدة بطريقة أويلر لعدد صحيح موجب .١‏ عندئذ» لكل 
a ES OLAN‏ 


Rs 
ly (e) - wil > متم حي‎ -1[ )10.5( 
.200( = البرهان عندما 0 = : فإن النتائج صحيحة تمامًا؛ لأن » = مس‎ 
24 = 0, 1,..., N - 1 من المعادلة (7.5)» لدينا لكل من‎ 
h2 
y(fi+1) = y(t) + hf (ti, y(f:)) + 27 6( 


ومن المعادلات فى (8.5)» لدينا 
wir = Wi + hf (fi, Wi)‏ 


وبناءً على ذلك» يكون لدينا باستخدام التعبير (:1) = :۷ و (إ+ن)( = 1بر 


n2 

Yil = Wir = Yi — Wi + hf (fi, Yi) — f (fi, wi)] + د‎ ( 
n2 

lYi+ı = ارييس‎ < Yi — wil + If (fi, Yi) — f (ti, wi)| + AG) 


وحيث يحقق / شرط لبسشتز في المتغير الثاني مع الثابت 1 وإن 14 > |()”«|ء يكون لدينا 
2 


h“M 
lYirı = انييس‎ > (1 + hE)|Y; — wi| + aD 


وبالرجوع إلى التمهيدية (8.5) وجعل 1/2 ”۸ = hL,1‏ = ى وازس- | = رم لكل من 
N‏ ,...,1 :0 -ز2 تزی أن 
hM‏ ( 


lYirı - يرن‎ | > e 06 — wol + DRL) DRL 


ولأن 0 = اوس - ماو » - را = م - رين = 1(۸ + )» يكون لدينا 

e-1 -1‏ 2 < انجس - Yi‏ 
لكل هن 1ح ورك ااانا 
وتكمن نقطة الضعف فى المبرهنة (9.5) فى المتطلب المتضمن وجوب معرفة الحد للمشتقة الثانية 
للحل. وعلى الرغم من أن هذا الشرط يمنعنا من إيجاد حد خطأ منطقي» إلا أنه يجب ملاحظة 
إذا كان كل من +3//3 و 3//8 موجودًاء وعندئذ فإن قاعدة السلسلة للتفاضل الجزثي تؤدي إلى 


1 3 00 يز 
)دنر CN)‏ + ورك - FON‏ - و =( 


لذلك فمن المحتمل في بعض الأحيان إيجاد حد خطأ ل (۲)"ر دون معرفة صريحة ل (1)ر. 
ورجوعًا إلى مسألة القيمة الابتدائية 
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مثال 2 


جدول 2.5 
0 02 


5 =(0)ر ,2 >2 >0 ,1 +2 سير در 
نرى من مثال )١‏ أنه ما دام 1 +2, -ر = (ر ,,)مء فلدينا 1 = ر/(3/),2 لکل قيم ‏ 
لذا 1 = 1. الحل الصحيح لهذه المسألة هو + -1(2 +)) = (/)بر لذلك 0.5 -2 = )”بر 
و ,2 - 0.5 > |()”ر| لكل [2 ,0] € 1. 
واستخدام اللامساواة في حد الخطأ لطريقة أويلر مع 1 = 1 ,0.2 = ۸و 2 - ”0.5 = M1‏ 


يعطينا )1 - w;| < 0.1(0.5e2 - 2)(e*‏ = بر 

يعطي جدول (2.5) الخطأ الحقيقي المستخرج في مثال (1) معًا مع حد الخطأ هذا. انظر أنه 
حتى مع استخدام الحد الصحيح للمشتقة الثانية للحل» يتضح أن حد الخطأ أكبر من الخطأ 
الحقيقى. 

20 1.8 1.6 1.4 1.2 1.0 08 06 04 


الخطأ الفعلي ‏ 0.02930 0.06209 0.09854 0.13875 0.18268 0.23013 0.28063 0.33336 0.38702 0.43969 
سن لتقلا 0.03752 0.08334 0.13931 0.20767 0.29117 0.39315 0.51771 0.66985 0.85568 1.08264 


مبرهنة 10.5 


إن أهمية صيغة حد الخطأ المعطاة في المبرهنة (9.5) تكمن في أن الحد يعتمد خطيًا على 
سعة الخطوة 27 وبناءً على ذلك فإن اضمحلال سعة الخطوة يحتم في المقابل إعطاء دقة أكبر 
للتقريبات. 

أ الذي تم تجاهله في تمهيدية المبرهنة (9.5) فهو الأذ ثر الذي يلعبه خطأ التدوير في اختيار 
سعة الخطوة. وكلما كانت ۸ أصغر» فإن حسابات أكثر ستغدو ضرورية وخطأ تدوير أكبر سيكون 


متوقعًا. إذن فإن صيغة معادلة الفرق هى 
wo = a‏ 


i= 0,1,..., N-1 لکل‎ w+ = wi + hf (fi, Wi) 
لا تستخدم لحساب ل التقريب للحل :/ عند نقطة الشبكة. وبدلا من ذلك نستخدم معادلة‎ 
على الصيغة.‎ 

مة جه = uo‏ 

ui = ui + hf(fi, ui) + &+1 (11.5(‏ لكل i= 0,1,..., N-1‏ 
حيث ترمز :8 إلى خطأ التدوير المترافق مع ::. وباستخدام طرائق مشابهة لتلك التي في برهان 
المبرهنة (9.5)» نتمكن من إنتاج حد خطأ لتقريبات إلى :۷ محدودة الخانات ومعطاة من خلال 
طريقة أويلر. 
ليكن (1)ر الحل الوحيد وحيد لمسألة القيمة الابتدائية 


a )02.5(‏ = هابر ,5ك كه y= f(y),‏ 
و ہس ,...,» u,‏ التقريبات التى وُجدت باستخدام المعادلة (11.5). إذا كان 6 > |:6| لكل من 
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۷ ,...,0,1 = : وفرضيات المبرهنة (9.5) متحققة فى المعادلة (12.5)» فإن 
(ه- )س1 ON ra-a‏ 134 1 
y(t) - ui| = 2 (4 + 9 [e - 11+ | ®|e )13.5(‏ 


لكل ن ا باد 35 
إن حد الخطأ (13.5) لم يعد خطيًا في ۸ء ولاق 


im (A + 5) = 

0 (4. 9 2 

فمن المتوقع أن يكون الخطأ كبيرًا مقابل قيم صغيرة نسبيًا ل ۸» ويمكن استخدام التفاضل 

والتكامل لتحديد حد أدنى لسعة الخطوة 7. وبجعل (//8) + (814/2) = (5)8» هذا يؤدي 
إلى )2 /6( - (M/2)‏ = (8)'ظء 


2 26 
إذا کان ل >۸ فإن 0 > (م)"5 و (8)8 يكون متناقصا. 


إذا كان 2 < مر فإن 0 < (م)"5 و (5)0 يكون متزايدًا. 
الحد الأدنى لقيمة (8)7 تظهر عندما 
26 
h= 37 )14.5(‏ 
وتخفيض ۸ عن هذه القيمة يميل نحو زيادة الخطأ التام في التقريب. ومن الطبيعى أن تكون 
قيمة 8 صغيرة نسبيّاء لرتبة أن حد الخطأ هذا ل ۸ لا يؤثر فى عمل طريقة أويلر. 





مجموعة التمارين 2.5 


EXERCISE SET 
استخدم طريقة أويلر لتقريب الحلول لكل من مسائل القيمة الابتدائية الآتية:‎ .1 
۸= 0.5 ر عند‎ =] - 2y, 0>> 1, أ 0= (0)ر‎ 
ب. 1 = (2)( 1-3 ر عة 05 د‎ 
h= 0.25 ج. 2 = (1)ر ,2 >4 >1 ,4/رر +1 = عند‎ 
h = 0.25 5ه = 'ر عند‎ 2: + sin 3, 0> > 1, د. 1= (0)«ر‎ 
: استخدم طريقة أويلر لتقريب الحلول لكل من مسائل القيمة الابتدائية الآتية‎ .2 
h= 0.5 تبر عند‎ = e”, 0> +:> 1, أ. 1 = زمار‎ 
= 05 ,ا - عند‎ 15۲٤2, ب. 2 =(1)ر‎ 
۸= 0.25 ج. 2 = (2)ر ,213 ,رع + ر -= بر عند‎ 
۸ = 0.25 -غ2 هز)2 + = ر عند‎ 2y), 1> +> 2, د. 2= (1)ر‎ 
الحلول الحقيقية لمسائل القيمة الابتدائية فى التمرين (1) معطاة هنا. قارن الخطأ الحقيقى‎ .3 
: 7 بحد الخطأ عند كل خطوة:‎ 
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أ ل + اقول - y() = te"‏ ب )1 -1/1) t+‏ = مار 
ج y(t) = tlnt + 2t‏ د. 4+غ3ومه1 - xX) = }sin2t‏ 
4. الحلول الحقيقية لمسائل القيمة الابتدائية فى التمرين 2) معطاة هنا. قارن الخطأ الحقيقى بحد 
الخطا عند كل خطوة: 1 28 
y() = 2+ 21+ 6-1 7 y() = In(e' + e- 1)‏ 
cos2 — cos2t 2‏ + 4 
ج- 2e3)‏ +2 -1( مار وہ کک داور 


5. استخدم طريقة أويلر لتقريب الحلول ركلٌ من مسائل القيمة الابتدائية الآتية : 
أء 1 2 )ر ,1152 ,0 )y/‏ ع /ر = #رغند 0:1 =۸ 

ب. 0 = (1)ر ,3 > >1 ,(1/ر) + /بر +1 = برعند 0.2 =۸ 

. 2-<-(0)ر ,2 >4 >0 ,(3 +1()2 +( ) - - كز عند 0.2 =۸ 

د. 4 = (0)بر ,1 >+ >0 ,2+ ?5 + Sy‏ - - نز عند 0.1 h=‏ 

6. استخدم طريقة أويلر لتقريب الحلول لكل من مسائل القيمة الابتدائية الآتية: 
2y‏ -2 


2+1’ 
2 


6 


أ 1 د 0ر بقع ءة = “رعند 0.1 =۸ 





2 
ب. ج = (1)ر ,2 25 15 , = ”بر عند 0.1 = ۸ 
l2 * 7‏ 


1+t 
۸= 0.2 ,(نزر + ۲)2 = ر عند‎ 153, y)1( = - 2 ج.‎ 
h= 0.1 ie y= - ty + د. 1 = (0)بر ,51+ >0 ,ابره‎ 
الحلول الحقيقية لمسائل القيمة الابتدائية فى التمرين (5) معطاة هنا. احسب الخطأ الحقيقى‎ .7 
. 0 )5( فى تقريبات التمرين‎ 


1 
y() = ttan(ln/) ب.‎ 00 1 


1 
a Naa في کے = م‎ 
y(t) = 2+ 3 2) 3+ ETT 8 


8. الحلول الحقيقية لمسائل القيمة الابتدائية فى التمرين (6) معطاة هنا. احسب الخطأ الحقيقى 
فى تقريبات التمرين (5): 
0 انك و کے -0)ر ج شد دون د 4-3 د واد 
In(t + 1) 2+1‏ © 127 
9. افترض مسألة القيمة الابتدائية EEE‏ 
TYREE 127222 32590‏ = لر 
مع حل صحيح (م -2)6, -())بر. 
أ. استخدم طريقة أويلر مع 0.1 = / لتقريب الحل» وقارنه بالقيمة الحقيقية ل /ا. 8 
ب. استخدم الجواب الذي نتج في الفقرة () والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب قيم ۷ الاتية» 
وقارنها بالقيم الحقيقية: 1 9 3 
y(1.04) .1‏ 2 (1.55)ر 3. 1.97)ر 
ج. احسب قيمة ۸ الضرورية ل0.1 > |:س - (4)راء مستخدمًا المعادلة (10.5). 
0. افترض مسألة القيمة الابتدائية: 
y()==1‏ ,15152 ,ر = کر 


مع حل صحيح 1/1 - = (1)ر: 





5 ه« طريقة أويلر 
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ا . استخدم طريقة أويلر مع 0.05 = h‏ لتقريت الحل» وقارنه بالقيمة الحقيقية ل لا. 
ب. استخد 0 الذي نتج في الفقرة (أ) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب قيم ۷ الآتية 
وقارنها بالقيم الحقيقية 
1. 1.052)بر 2 (1.555)بر 3 (1.978)ر 
ج.احسب قيمة 7 الضرورية ل 0.05 > |س - (4)ر|ء مستخدمًا المعادلة (10.5). 
1. افترض مسألة القيمة الابتدائية 
y=-y+1t+1l, 05+55, y(0 =1‏ 
:y)1( = E‏ 
أ. اكتب 3 تقريبًا إلى (5) مستخدمًا طريقة أويلر مع 0.1 R=‏ ,02 0:05:38 - إلا + 
ب. حدّد قيمة ۸ المثلى لاستخدامها فى حساب (5)(» مفترضًا 10-6 = 6» وأن المعادلة (14.5) 
2. افترض مسالة القيمة الابتدائية 
1 -(0)«ر 10y, Os1tS2,‏ - 
التي لها حل 1-م = ()ر. ماذا يحدث عند تطبيق طريقة eT‏ المسألة مع 0.1 = h؟‏ 
هل هذا السلوك يخالف المبرهنة (9.5)؟ 
3. استخدم نتائج التمرين (5) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب قيم )2 الآتية» وقارن 
التقريبات الناتجة عالقيم الحقيقية الناتجة من استخدام الدذوال المعطاة في التمرين (7): 
أ. (1.25)ر و (1.93)ر ب. (2.1)« و (2)2.75 
ج (1.4)ر و (1.93)ر د. 0.54)ر و (0.94)ر 
4. استخدم نتائج التمرين (6) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب قيم )2 الآتية» وقارن 
التقريبات الناتجة بالقيم الحقيقية الناتجة من استخدام الدّوال المعطاة في التمرين (8): 
1 . (0.25) و (2)0.93 ب. (1.25)ر و (1.93)ر 
ج. (2.10)« و (2)2.75 د. 0.54)ر و (0.94)ر 
15. لیکن 2 = E(h)‏ 
أ. لمسألة القيمة الابتدائية 0= (0)ر ,1 >7 >0 ,1+ر-در 
احسب قيمة ۸ لتصغير (8)8. افترض *" 10 ×5 =6 لو استخدمت حساب ]7-0191 فى الفقرة 
(ج). 
للقيمة المثلى ل ۸ والمحسوبة في (أ» استخدم المعادلة (13.5) لحساب الخطأ الأدنى الذي 
يمكن إيجاده. 
ج. قارن الخطأ الحقيقي الناتج باستخدام 0.1 =۸ و 0.01 = ۸ بالخطأ الأدنى ف في الفقرة (ب). 
هل بإمكانك تفسير النتائج؟ 
6. فى دائرة كهربائية معرضة لفولتية € لها مقاومة ۸» ومعامل حث 1» وسعة كهربائية © 
في وضع التوازي» فإن التيار : يحقق المعادلة التفاضلية 
di. N. LA 1‏ 
dt aP ` Rat 7‏ 
افترض وعنبمعط 1.7 = ards, R = 1.4 ohms, L‏ 0.3 = » وأن الفولتية معطاة من خلال 


€ (£) = e" sin(2t 5( 
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فإذا كانت 0 = (0): فأوجد التيار : للقيم ز0.1 = ۲ حيث 100 ,...,0,1 = ز. 

7. يعتمد الكتاب [103-110 Looking at History Through Mathematics, Rashevsky [Ra, pp.‏ 
يعتمد على نموذج لسألة تتضمن حدوث التوحد في المجتمع. افترض مجتمعًا بتعداد سكاني 
(1) × عند الزمن م (بالسنوات)» وأن للمتوحّدين كلهم الذين يتزوجون من متوحدين آخرين إنشاءً 
متوحدين أيضاء حيث أن نسبة ثابتة امن جمييع الأإنشاء الآخرين جميعهم متوحدون أيضا. 
فإذا افترضنا أن معدلي الولادات والوفيات للسكان جميعهم هما الثابتان م و 4 على التوالي» 
وإذا تزاوج المتوحدون مع غير المتوخّدين عشوائيّاء فإن المسألة يمكن التعبير عنها بالمعادلات 
التفاضلية : 


_ )ردك 


Er )6 - d)xn(t) + )عاطم‎ - x,()) -ش6) = و‎ 2) 


حيث يمثل 177 عدد المتوحدين في المجتمع عند الزمن 1. 
أ. افترض أن المتغير (1)×/()× = )م مدل نسبة المتوحدين في المجتمع عند الزمن 4. أثبت أن 
هذه المعادلات يمكن دمجها وتبسيطها إلى معادلة تفاضلية واحدة 


4) 
41 


2 _ rb(1- p() 

ب. بفرض 0.015 = 4 ,0.02 = ط ,0.01 = (0)م و 0.1 = + اكتب تقريبًا للحل )م 

من 0 -: إلى 50 =؛ عندما تكون سعة الخطوة 1 = ۸ سنة. 

ج. حل المعادلة التفاضلية ل 2)١0‏ بدقة» وقارن نتيجتك في الفقرة (ب) عندما 50 = ۲ بالقيمة 
الصحيحة عند ذلك الزمن. 





3.5 


تعريف 11.5 


طرائق تايلور من الرتبة الكبيرة 
Higher-Order Taylor Methods‏ 


لما كان هدف الأساليب العددية هو إيجاد تقريبات دقيقة بأقل جهد» فإننا نحتاج إلى وسائل 
لمقارنة كفاءة طرائق التقريب المختلفة. تسمى الأداة الأولى موضع اهتمامنا خطأ القطع المحلي 
truncation error‏ اا للطريقة. إن خطأ القطع المحلي عند خطوة معينة يقيس مقدار الحل 
الصحيح للمعادلة التفاضلية الذي يفشل في تحقيق معادلة الفرق المستخدمة في التقريب. 
طريقة الفرق wo = a‏ 
wir = wi + 8 8), wi)‏ لكل i= 0, 1,..., N-1‏ 
لها خطأ القطع المحلي 


Yi+1 > (Yi 2 hO(ti, Yi) _ Yi = Yi _ (f, yı) 


لكل فن 1 := 01.5 ل 


وبالنسبة إلى طريقة أويلر» فإن خطأ القطع المحلي عند الخطوة : للمسألة 


Ti+ 1(h) = 
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الطرائق في هذا الفصل تستخدم كثيرة 
حدود تايلور ,ورج. وإن المعلومات عن 
الاشتقاق عند نقطة هى لقريب قيمة 
الدالة عند نقطة جديدة. 


y= f(f,y), astsb, y(a) = a 
= 0,1,..., 88-1 هو ہر ,)م - ا = ورين لكل‎ 
حيث تمثّل عادة (4) = :( القيمة الصحيحة للحل عند #. إن هذا الخطأ هو خطأ محلى؛ لأنه‎ 
يقيس دقة الطريقة عند خطوة معينة» مفترضين أن الطريقة كانت صحيحة فى الخطوة السابقة‎ 
وهكذا فإن ذلك يعتمد على المعادلة التفاضلية» وسعة الخطوة» والخطوة بعينها فى التقريب.‎ 
: وبالرجوع إلى المعادلة (7.5) في الفصل السابق» نرى أن طريقة أويلر لها‎ 
(fi, fi+1) لبعض ,ع في‎ ٦ )۸( = 77 )6( 
وعندما تكون (۲)ر معروفة لتُحدّد بالثابت 14 على [6 ,ه]» فسيؤدي ذلك إلى‎ 
[rrı(h)| <s > 
.0)۸( ولهذا فإن خطأ القطع المحلي في طريقة أويلر يكون‎ 
تكون إحدى السبل لاختيار طرائق المعادلة التفاضلية لحل المعادلات التفاضلية الاعتيادية‎ 
بأسلوب له أخطاء تقلص محلي (”0)08 لأكبر قيمة ممكنة ل م, حيث نبقي عدد العمليات‎ 
1 ١ الحسابية للطرائق وتعقيداتها ضمن حدود معقولة.‎ 
ولا اشتقت طريقة أويلر باستخدام مبرهنة تايلور مع 1 = ” لتقريب حل المعادلة التفاضلية‎ 
فإن محاولتنا الأولى لإيجاد طرائق ثق لتحسين سمات التقارب لطرائق الفرق تكمن في توسيع أسلوب‎ 
الاشتقاق هذا لقيم أكبر ل2.‎ 
افترض أن حل (7)4 مسألة القيمة الابتدائية‎ 
y= f(y), astsb, y(a) = a 
له (1 + ۴) من المشتقات المتصلة. فإذا وسّعنا الحل (2)4» بدلالة كثيرة حدود تايلور من الرتبة‎ 
حول ا وكان لضع عند 1+ا» فإننا نحصل على‎ ۸ 
(€)*"ر‎ )15.5( 
.)1:, + 1( ل € ضمن‎ 
إن التفاضل المتتابع للحل (۲)« يعطي‎ 
)ر ,)ر مار = ( )ر وعمومًا (()ر )!للم = ()ر‎ = f, )جز‎ 
وبتعويض هذه النتائج في المعادلة (15.5) نحصل على‎ 


2 
SURE SOE HPO SOE ٠ yU) 4 )16.5( 





ف + y(t) + h E (f) +...+ 0 (0 (f)‏ = (رين) 
(te) = y(t) + hy'(t) + y(t TEA LK ETT‏ 


1 
+ f" (f, y(t) + )رار م سك‎ 
n! + 1)! 


إننا نحصل على طريقة معادلة الفرق للمعادلة (16.5) عن طريق حذف الجزء المتبقي 
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والمتضمن :؟. تسمى هذه الطريقة 
طريقة تايلور من الرتبة م ¬ Taylor method of order‏ 
0 = ولا 
)17.5( (سرع)810 + wi‏ ربس لكل i= 0,1,..., N-1‏ 
خی 


1 م‎ 
T(t) وح‎ (tii) + gf (iui) +١ + E por DC; u) 
n: 


مثال 1 انظر أن طريقة أويلر هي طريقة تايلور من الرتبة واحد. 
لنفترض أننا نريد تطبيق طريقة تايلور من الرتبتين 2 و4 لمسألة القيمة الابتدائية 


5 =(0)ر ,012 ,1+ دنر دير 


التي درست في الفصول السابقة. علينا إيجاد أول ثلاث مشتقات ل1 + 1 - ()ر = (0)ر ,۴) ل 
بالنسبة إلى التغير ٤‏ 


4 
f(t, y() = EO E = دير = ,2 كر‎ ,2+ 1- 2+ 


4 
21-2 دير = (21 -1 +2 ا = y)((‏ ,)كر 
y-2 - 2-1‏ =1-2-2+ 2 دارع 
2 م 2 4 01 
و 1= y=‏ > = ساود FEASTS E‏ 
عندئذ 


h h 
720) زر‎ = f(t) + g3 (iri) = wi — 1? + 1+ 3 i - 2-2 + 1) 


h 
(1+ $) u = + 1) = hf; 


و 
) أ + TA) = f(t) + Lf’ + E a‏ 
i, Ui E i, @i AL i9i‏ ا i, @i‏ ح iU)‏ 
A 5‏ 6 2 
h 2 h? 2‏ 2 
E CR EDD ET A RE)‏ د 
h3‏ 
(wi — 12 — 24- 1(‏ — + 
و 24 
BE: E Ê h Hh?‏ 
ر ا اعد a‏ حنم a‏ 
مم ع +$ +1( 1 (e‏ + + +1( 
h h p3‏ 
- = +1 + 


2 6 4 
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5 وه طرائق تايلور من الرتبة الكبيرة 


بناءً على ذلك فإن طريقة تايلور من الرتبتين 2 و 4 هي 
wo = 0.5,‏ 


h 
Wir] = Ui + (+ 5) = 2+ 1)- | 


wj 3 05;‏ 
م 5 تم احم h‏ 
3 9 +1( -2 - سه( wı + h | (1+ 5 E‏ = بيس 
i i F#‏ 
,اس ا +41 
24 6 2 
لكل 1 - N‏ ,...,0,1 دق 
فإذا كانت 0.2 = ۸ فإن 10 = N‏ و :0.2 = 4 لكل من 2,...,10 ,1 = :. ولذلك فإن الطريقة 
بالرتبة الثانية تصبح 
ر ,0.5 = wo‏ 
"5 5 0.2 
(u: — 0.041“ + 1(- 0.047‏ -- ا 2 + U;‏ = إبزالا 


1.22w; - 0.0088 - 0.0081 + 0.22,‏ = 
وتصبح الطريقة من الرتبة الرابعة 


0.2 0.04 0.008 2 
بزلا‎ = Ui + 02| (1+ 5 E 208 ( 0.04i*) 


8 _ 2944 22 +1 نیون 204١‏ ,2 بز 
E E I E 2-6 24‏ 


= 1.2214; - 0.008856: - 0.00856 + 0.2186, 


يبين جدول (3.5) القيم الحقيقية للحل »0.5 - 1(2 + )) = )بر والنتائج من خلال طرائق 
تايلور من الرتبتين 2 و 4 والأخطاء الحقيقية المرتبطة بهذه الطرائق. وكما هو متوقع › فإن نتائج 
الرتبة 4 متميزة. 

لنفترض أننا بحاجة إلى تحديد تقريب لنقطة وسطية في جدول» على سبيل مثال عند 1.25 f=‏ 
فإذا استخدمنا استكمالا داخليًا فى طريقة تايلور من الرتبة أربعة تقريبات عند 1.22 =۲ 
و1.4 = ۲» فسنحصل على 


0 = 3.7324321 رل 
L412‏ 


1.25 - 4 


( + 3.1799640 الج 


7y)1.25( = ( 
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جدول 3.5 


يتطلب استكمال هرمايت الداخلى كلا 
من قيمة الدالة ومشتقته عند كل نقطة 
ؤهذا يجعل :ينه طريقة ا نارن لی 
طبيعي لتقب بعاذلات:تفاضلية»الآن 
مكو انات جنها فة 


جدول 4.5 


ايلو تالو 
الصحيحة بالرتبة 2 الخطأ بالرتبة 4 الخطأ 
w:| W; l(t) = w:| Wi 260 ti‏ )»| 
0.0 0.5000000 0.5000000 0 0.5000000 0 
0.2 0.8292986 0.8300000 0.0007014 0.8293000 0.0000014 
0.4 1.214087 1.2158000 0.0017123 1.2140910 0.0000034 
0.6 1.6489406 1.6520760 0.0031354 1.6489468 0.0000062 
0.8 2.12725 2.13337 0.0051032 2.12726 0.0000101 
1.0 2.6408591 2.6486459 0.0077868 2.6408744 0.0000153 
1.2 3.1199415 3.119340 0.0114065 3.1.99640 0.0000225 
1.4 3.334000 546 23ظ2 0.0162446 3.7733431 0.0000321 
1.6 4.28334838 4.3061464 0.0226626 4.83355 0.0000447 
1.8 4.8151763 4.8462986 0.0311223 4.815237 0.0000615 
2.0 5.333470 5.47683 0.0422123 5.05554 0.0000834 


ولا كانت القيمة الصحيحة 3.3173285 = (2)1.25» فإن فى هذا التقريب 5 خطأ يعادل 
مقداره 30 مرة معدل أخطاء التقريب عند 1.2 و 14. 

بإمكاننا تحسين التقريب إلى (1.25)ر معنويًا باستخدام استكمال داخلي هرمايت التكعيبي. 
وهذا يتطلب تقريبات إلى (1.2)'ر و (2/)1.4 إلى جانب التقريبات إلى (2)1.2 و (1.4)«. لكن 
تقريبات المشتقات ممكنة من خلال المعادلة التفاضلية؛ لأن ((1)ر ,)/ = ()'«. وفى مثالنا 
2+1 - )بر = زان ومن ثم فإن 1 
0 = 1 + 1.44 - 3.1799640 > 1 + (1.2) - (1.2)بر = (1.2)" 


1 = 1 + 1.96 - 3.7324327 > 1 + (1.4) - (1.4 )ر = (y)1.4ر‏ 


إن عملية الفرق المنقسم في الفصل (3.3) تعطي المعلومات في جدول (4.5). وإن مصدر القيم 
المخططة هي البيانات» أما الأخرى فقد صيغت باستخدام صيغ الفروقات المنقسمة. 


3.1799640 51 


د 2.7399640 
2.1 230 0.1118825 

= 5 2.62345 
0.0504580 3.1324321 41 

2.734321 


3.73343121 4.1 


إن كثيرة حدود هرمايت هي 
35 - غ) + 1.2(2.7399640 -غ) + 3.1799640 y(1) x‏ 
0 16-14 - 
ومن ثم فإن (0,3071225 -)(1.4 - )“(1.2 -ع) + 
71 = 0.0001152 + 0.0002797 + 0.1369982 + 3.1799640 - (2)1.25 
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مبرهنة 12.5 


هي تمهيدية دقيقة ضمن 0.0000286. وهذا يعادل معدل الأخطاء عند 2.1 وعند 4.1 تقريبّاء أو 
يعادل نحو 4% من الخطأ باستخدام استيفاء داخلي خطي. ويبرّر هذا التحسن في الدقة حتمًا 
الحسابات المضافة المطلوبة لطريقة هرمايت. - 
إذا استخدمت طريقة تايلور من الرتبة 7 لتقريب الحل للمسألة 

Sb, y(a =a,‏ كه f(y(D),‏ ع مر 








يعدد ۸ من الخطوات» وأن [ط ,»]0”*1 ع ر» فإن خطأ القطع المحلي هو ("0)۸. 0 
البرهان انظر إلى المعادلة (16.5) حيث يمكن كتابتها 
١ 55 n (ft. Vv; h" (n~). 5 4 (n)‏ . 

(fi, yi) = ge DI (i, Y(5:))‏ ا Yi — hf (fi, Yi) — a YD = e‏ = بزلل 
لبعض قيم :5 ضمن (1 + ,). لذا فإن خطأ القطع المحلي يكون 

1 _ JH لج‎ 5 fa h" (n) 
Ti+1(h) 5 TED E DI (i, Y(5:)) 
رء يكون لدينا ((1)ر ,)۶ = (ن)لأخمابر‎ €٤ لكل من 1 - ۸ , ...,1 ,0 = :. ولان [ط رع]!*”©‎ 
محددًا على [ط ,ه] وأن (0)۸ = > لكل من 27 ,...,1,2 = 1 مه‎ 





مجموعة التمارين 8.5 


EXERCISE SET 


1. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 لتقريب الحلول لكلَّ من مسائل القيمة الابتدائية الآتية : 
أ. 0 = (0)بر ,1 >+ >0 ,بر2 -ث3م, = “بر عند 0.5 =۸ 

ب. 1 =(2)ر ,3 75 >2 ,2(ر-ع) +1 = بر عند 0.5 =۸ 

ج. 2 = )ر ,2 > >1 ,2 +1 - بر عند 0.25 h=‏ 

د. 1= (0)ر ,1 > >0 ,3 sin‏ + :0552© = ر عند 0.25 = h‏ 

2. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 لتقريب الحلول لكل من مسائل القيمة الابتدائية الآتية : 
أ. 1 - y0‏ ,0151 ,7= غد 05 R=‏ 


NOE: 
= 0.5 ب. 2= (1)ر ,2 > >1 ,س = تبر عند‎ 
1+y 0 


ج. 2 = (7)2 ,3 >+ >2 ,رع + ر -= “بر عند 0.25 = ۸ 

Ba O Eye inl, 12+23 FI 

3. من التمرين (1) مستخدمًا طريقة تايلور من الرتبة 4. 

4. من التمرين 2) مستخدمًا طريقة تايلور من الرتبة 4. 

5. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 لتقريب الحلول لكلَّ من مسائل القيمة الابتدائية الآتية : 
أ 1 د )ر ,1112 ,0 /ر) -1/ر = “رعند 0.1 =۸ 

ب. 0 = (0)ر ,1 >+ >0 ,€+ sin‏ = “بر عند 0.5 = 

ج. 2 - = (1)ر ,3 >+ >1 ,2 + 1/4)22 = بر عند 0.5 h=‏ 

د. 1= (0)ر ,0>1>1 4y,‏ + ر -= ر عند 0.25 =۸ 
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6. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 لتقريب الحلول لكلَّ من مسائل القيمة الابتدائية الآتية: 


51Î‏ او دعوو لقح د وبين ودر 
OA 3 aa E NEE‏ 
ب. '-082) == (1 )ر 1٤۲2,‏ ,سک = برعند 0,1 =۸ 


ج 2-=(1)ر ,3 >+ >1 ,4/(ر + 2 ) = 'ر عند 0.2 = 
د. 1= h= 0.1 دieعy'=-ty+ 4t/y, 0> +> 1, y(0)‏ 
7. كرّر التمرين (5) مستخدمًا طريقة تايلور من الرتبة 4. 
8. كرّر التمرين (6) مستخدمًا طريقة تايلور من الرتبة 4. 
9. لنفترض مسألة القيمة الابتدائية 
Pe, 1<t<2, y(1)=0‏ + ر 4 
مع حل صحيح :y)) = (e' - e)‏ 
أ استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 مع 0.1 = م لتقريب الحل» وقارنه بقيم ( الحقيقية. 
ب. استخدم الإجابة في الفقرة (أ) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب ل عند القيم الآتية» 
وقارنه بقيم ( الحقيقية : 
1. (1.04)بر 2 (1.55)ر 3 1.97)بر 
ج. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 4 مع 0.1 = م لتقريب الحل» وقارنه بقيم ( الحقيقية. 
د. استخدم الإجابة في الفقرة (ج) والاستكمال الداخلي لهرمايت التكعيبي المجرَأ لتقريب '( عند 
القيم الآتية» وقارنه بقيم '( الحقيقية : 
y(1.04) .1‏ 2 (1.55)ر 3 1.97)بر 
0. لنفترض مسألة القيمة الابتدائية 00 
TEESE 122 1-2 1‏ اد 
مع حل صحيح 1/1 - = (1)(. 
أ. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 مع 0.05 = م لتقريب الحل» وقارنه بقيم ۷ الحقيقية. 
ب.استخدم الإجابة في الفقرة (أ) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب ۷ عند القيم الآتيةء 
وقارنه بقيم '( الحقيقية : 
1. 1.052)بر 2 (1.555)ر 3 )y(1.978ر‏ 
ج. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 4 مع 0.05 = ۸ لتقريب الحل» وقارنه بقيم ‏ الحقيقية. 
د. استخدم الإجابة في الفقرة (ج) والاستكمال الداخلي لهرمايت التكعيبي المجرَّأ لتقريب ( عند 
القيم الآتية› وقارنه بقيم '( الحقيقية : 
1. 201.052 2 (1555)بر 3 (201.978 1 
1. مقذوف كتلته 0.1118 = ” أطلق عموديًا إلى أعلى بسرعة ابتدائية 5/م: 8 = (0)0 تؤثر عليه 
قوة الجاذبية »ع« - = ,25 وتأثير مقاومة الهواء» |تاتم - - ,۴» حيث ”ل 9.8 = م 
و ص/عk‏ 0.002 -غ. المعادلة التفاضلية للسرعة 7 معطاة وفقا للمعادلة |ت|تط - ع" - = تم 
أ. أوجد السرعة بعد 1.0 ,...,0.2 ,0.1 من الثوانى. 


45 ه طرائق رونج-کوتا 
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ب. إلى أقرب عشر من الثانية. حدّد متى يصل القذوف إلى أعلى ارتفاع ويبدأ السقوط. 
2. استخدم طريقة تايلور من الرتبة 2 مع 0.1 = + لتقريب الحل إلى 


y' = 1+ e sin(ty), 


کک 5 طرائق رونج-كوتا Runge-Kutta Methods‏ 


في أواخر ال 1800استخدم كارل 
روج (1927 - 1856) 

Runge‏ ©0301 طراثق ممائلة لتلك التى 

في هذا البند لاشتقاق صيخ مختلفة 


كتقريب حل مسائل القيمة الأولية. 


المبرهنة 13.5 


في عام 1901. عمل مارتن ولهلم كوتا 
Martin {1867 - 1944)‏ 

Wilhelm Kuta‏ تعمیما للطرائق التي 
طونها روني عام 1886 التكوين نظ 
المعادلاتك التفاضلية من الرتبة الأولى 
هذه التقئيات مماثلة . ولكن ليست 
نفسها بالضبط. لتلك التي تعرفها 
حاليا بطريقة رونج - كوتا 
Runge — Kutta‏ 3 


ما بين ؛ و و وكذلك / ما بين لا و 0( مع 
y)‏ رطام + f(t, y} = Pa(t, y)‏ 


0 
yo) + (7 - to) y - (مر‎ 3 





کے مر - )۳( ()e-‏ 


1 n+ 
)“- 1(٣ ) النا افك كل رور = ر‎ 
0 3 


إن طرائق تايلور المقدمة في الفصول السابقة لها سمة إيجابية تكمن في خطأ القطع المحلي؛ 
لكن الجانب السلبى فيها يتعلق بعملية الحساب والتقييم المطلوبة لاشتقاقات (( ,+)/. وهذه عملية 
معقدة وتستغرق وقتا طويلًا في غالبية المسائل. ولذلك فإن طرائق تايلور نادرًا ما تستخدم في 
التطبيق العملي. ولطرائق رونج-كوتا خطأ تقلص محلي من الرتبة العالية لطرائق تايلور» حيث 
تلغى الحاجة إلى حساب اشتقاقات (« ۶)٠,‏ وتقييمها. وقبل عرض الأفكار المتعلقة باشتقاقها 
نحتاج إلى طرائق مبرهنة تايلور في متغيرين. وبرهان هذه التمهيدية يمكن إيجاده في أي كتاب 
متخصص في التفاضل والتكامل المتقدم. (انظر على سبيل مثال [331 .م بناظ] ). 


افترض أن (ر ,)/ وكل تفاضلاته الجزئية من الرتبة لا تزيد على 1 +« متصلة على 
y 5 4(‏ ع a > t > b,c‏ | (رy))‏ = 2. وليكن 2 © (ونز ,ن؛). ولكل 2 © (7 ,:)؛ يوجد 6 


a a 
P(t, yJ) = f(fo, Yo) + م‎ - 0 yo) + )2- 7 3 
1 oy 





| - 2 
1 


(y= yo)? f 


+ 





R(t, y} = 


تسمى الدالة (ر ,۶)1 كثيرة حدود تايلور بمتغيرين من الرتبة blesؤvarla nth Taylor polynomial in two‏ 
للدالة /⁄ حول (0« ٠)٤0,‏ و(« ,۴)1 عبارة عن الحد المتبقى المرتبط ب (< ,5,)4. ل 
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ثال 1 يبيّن شكل (4.5) الرسم البياني للدالة 
=F‏ >( 
4 4 


معًا مع كثيرة حدود تايلور الثانية ل 4 حول (2.3)» أو كثيرة حدود بمتغيرين 


f(t, y) = exp ر + 2 أ‎ - 7( 


2 -بر)ة -(3 - y) = 1- 3(- 2) - 2(- 2)(y‏ )يط 


(y — 3(2/4( cos (2t + y — 7)‏ - 2)/4 - غ)-) Yy) = exp‏ كار 


شكل 4.5 


4< 
کک 

3 7 

22 

NN 
SSN 
INN 
SRR 


ER 
کت‎ 





37 - )= رو = بر - )2 - تر - )1-۳ = ( P41.‏ 








إن عمل التفاضل هذا الذي يتطلبه تحديد كثيرة حدود» سيكون متعبًا باليد. ومن حسن الحظء 
فإن إحدى عمليات Maple‏ تتيح ذلك. ونحتاج أو إلى تأسيس لعملية كثيرة حدود تايلور 
>readlib(mtaylor) ss‏ 
الذي ينتج الاستجابة 
Proc().....end proc‏ 

ويكون إيجاد كثيرة حدود تايلور التي نحتاج إليها في هذا مثال من خلال إصدار الأمر 

>mtaylor(exp(-(t-2)^2/4-(y-3)^2/4)*cos(2*t+y-7),[t=2,y=3],3) 
تؤدي المتغيرة الأخيرة في هذا الأمر إلى حاجتنا إلى كثيرة حدود تايلور متعددة المتغيرات الثانية‎ 
بمعنى كثيرة حدود تكعيبية. فإذا كانت هذه المتغيرة 2 فإننا نحصل على كثيرة حدود ثابتة.‎ 
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وعند حذف هذه المعلمة» تكون 6 تلقائيًا وتعطي كثيرة حدود تايلور الخامسة. 
الاستجابة من أمر ا هذا هو كثيرة حدود 


9 
2 3 ماج‎ 2” - 2) - 2) y= 3(- 3?) - 3 


الخطوة الأولى في اشتقاق طريقة 4]8لا80096-6 هي تحديد قيم ل 41,41 و 81 مع سمة كون 
(8 + ر ,»© + 1)۴ تقرب 


72, = f + 2< 


بخطأ ليس أكثر من (0)72» وهو خطأ تقلص محلي لطريقة تايلور من الرتبة 2. وحيث إن 


ٍ ١ 4 a 3 : 

Y= fs f= a, = زرط‎ + tt, 00000 
فهذا يعطي‎ 

)2( naf haf 
TA, y) = fl) + Ll + 0د ,قاس و‎ ١ Flr (8.5) 
وتوسيع (8 +لاءيه +)/ فى كثيرة حدود تايلور من الرتبة 1 حول ( ,) الخاص بها يعطى‎ 
8 

ay + BD = a f(t.) + aa E(t, ») (195)‏ + )ريه 


8 
م‎ afi.) + يه‎ Rı(t+ aı,y + Bn, 


حيث إن 


8î 


)205 ,ضرع له 1 


Rı(t + aı,y + 8) = e, مه + زر‎ Ee, IE 


94 
لبعض قيم 5 ما بين 1 و .ه + وكذلك /م ما بين ۷ و61 + (. 
وبمطابقة معامل / واشتقاقاتها فى المعادلتين (18.5 و 19.5) نحصل على المعادلات الثلاث 


EEN aE 35 
f(y): a=1; g0: a = < 


df h 
g7 : 0و2 = ريه‎ 7 
والوسيطات »,۵ و61 تحدّد وحدها لتكون‎ 


h 
8ı = و ( )و‎ =1, = 2 
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h h h h 
)2( ك هد ك = ت ك‎ 
T(t,y)= / (+ 2 2/9) Rı (+ E 0) 


ومن المعادلة (20.5) نجد أن 


h h hn? n? 3f 
Rı 6 YE fe») = ET f, /) + 4 رو5‎ 0 


n? f 
+ (ل) رو( چ‎ 


وإذا كانت المشتقات الجزئية جميعها من الرتبة الثانية ل / محددة فإن 


h h 
Rı ( م‎ gt »( 


تكون ()0» وهي رتبة خطأ القطع المحلي لطريقة تايلور من الرتبة 2. ووفقًا لذلك» فإن 
استخدام الأسلوب الجديد بدلا من طريقة تايلور من الرتبة 2: قد يضيف خطأ دون أن يزيد 
في رتبة ة الخطأ. 

وطريقة معادلة الفروق الناتجة من استبدال (2 7)٤,‏ فى طريقة تايلور من الرتبة 2 بالمقدار 
((<,1)] (۸/2) + ر ,(۸/2) + )7 هى طريقة خاصة 8انالا-©09/ا8 تعرف بطريقة النقطة 
الوسطية .Midpoint method‏ : 
طريقة النقطة الوسطية Midpoint method‏ 


0 ح ولا 


h h 
i= 0,1,..., N-1 +دس = 1بس لكل من‎ hf (a+ 3i + 1)) 
ونحتاج إليها جميعًا في مطابقة‎ ه١‎ ۴)١ + dı, E E 


۳ فإننا نحتاج إلى صيغة أكثر تعقيدًا لتحقيق الشروط المطلوبة لأيّ من طرائق تايلور من 
الرتبة العالية. 


إن صيغة الأربع معلمات الأكثر مناسبة لتقريب 


(3) o 1 
1) د‎ f(t, y) + g7) + ا‎ (f, y) 


هي 
a f(t, y) + a f(t + az, y + 5f (f, »)) )21.5(‏ 
وحتى مع هذه» فإن هناك مرونة غير وافية لمطابقة الحد 
n? (af 5‏ 
f), y(‏ |« 3[ 2 


الناتج عن توسيع ((,/)"/ (#2/6). وبناءً على ذلك فإن أحسن ما يمكن الحصول عليه من 
استخدام المعادلة (21.5) هو طرائق مع الخطأ المتقلص المحلي (0)72. وحقيقة كون المعادلة (21.5) 
لها أربع معلمات» فإن ذلك يعطي مرونة في اختيارهاء ومن ثم فإن بالإمكان اشتقاق عدد (0)۸ 
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من الطرائق. وإحدى أكثر الطرائق أهمية هي طريقة أويلر المعدلة Modified Euler method‏ التي 
تقابل الاختيار + = يه = ره و5 = يق = يه ولها صيغة معادلة الفرق الآتية. 
طريقة أويلر المعدلة Modified Euler method‏ 


wo = a, 
h 
Wir = Wi + g(t) + f(tir1,Ui + hf(fi,Ui))], 


لكل من 1 - N‏ ,...,0,1,2 = 
وهناك طريقة مهمة أخرى ()0 هي طريقة Haun's method jil‏ التي تقابل 3 = يه = ره 
و = 0 = د»» ولها صيغة معادلة الفرق الآتية: 
طريقة هانز Heun’s method‏ 
0 ح وللا 
h 2‏ 
3f 0 -‏ + وسار ] 7 + Mir = Wi‏ 


2 
gri + 2) |: 


لكل فن 1 دا 01ت 
وتصنف كل منهما على أنها من طرائق 8096-6418 من الرتبة 2> وهي رتبة خطأ القطع 


المحلي لها. 
لنفترض تطبيق طرائق aا»-مو«ںR‏ من الرتبة 2 مثالنا الاعتيادي 

5 = (0)ر ,2 >+ >0 ,1+ در د بر 
مع 0.21 = ,0.2 = ,10 = /لو0.5 = م في كل حالة. معادلات الفرق الناتجة عن صيغ 
مختلفة هى 
طريقة النقطة الوسطية: 0.218 + 0.008 - ”0.0088 - ;1.22 = رجنس 
طريقة أويلر المعدلة: ‏ 0.216 + 0.008 - :0.0088 - ;1.22 = رجنس 
طريقة هانز: 73 + 0.008 - ?0.0088 - ;1.22 = i+‏ 
لكل من 9 ,...,1 ,0 = :. ويتضمن جدول (55) نتائج هذه الحسابات. وبالنسبة إلى هذه 
المسألة» نجد أن طريقة النقطة الوسطية مناسبة جدًا ومتبوعة بطريقة هانز. ل 
وعلى الرغم من إمكانية تقريب (« ,7)4 بخطأ (0)۸ وفق الصيغة 

Ö2 f(t, 7))‏ + نرريه + ))ررة + f(t+ aı,y‏ 
المتضمنة لأربع معلمات» إلا أن العمليات الجبرية الداخلة في تحديد 1,61,42© و 2ة تدخل 
فعلا ولن تعرّض. والواقع أن طريقة 8096-6088 من الرتبة 3 الناتجة عن هذه الصيغة لا 
تستخدم عمومًا. وطريقة 88ا-80096 الأكثر استخدامًا هي من الرتبة 4» وبصيغة معادلة الفرق» 
فإنها تعطى بالصيغة الآتية. 
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جدول 5.5 
1 )2 
0.0 0.5000000 
0.2 0.8292986 
0.4 1.214087 
0.6 1.6489406 
0.8 2.95 
1.0 2.6408591 
1.2 3.1799415 
1.4 3.33400 
1.6 4.833488 
1.8 4.8151783 
2.0 5.03340 
LGO‏ 
ارزمية 
25 


النتصم 


0.5000000 
0.8280000 
1.211360 
1.6446592 
2.1212842 
2.6331668 
3.170464 
3.233654 
4.2706218 
4.8009586 
5.9365 


طريقة رونج-كوتا من الرتبة 4 


الخطأ 


0 

0.0012986 
0.0027277 
0.0042814 
0.0059453 
0.0076923 
0.0094781 
0.0112346 
0.0128620 
0.014217 
0.0151025 


لکل من 1 = وا 


طريقة رونج-كوتا من الرتبة 4 


طريقة أولير 
المعدلة 


0.5000000 
0.8260000 
1.2069200 
1.6372424 
2.107 
2.6176876 
3.1495789 
3.6936862 
4.2350972 
4.7556185 
2 46 


1 
Wir = Wi + چ‎ + 2k2 + 2k3 + k4), 


2 
1 
2 


الخطأ 


0 

0.0032986 
0.0071677 
0.0116982 
0.0169938 
0.0231715 
0.0303627 
0.0387138 
0.0483866 
0.0595577 
0.0724173 


Runge-kutta (Order Four) 


طريقة هيون 


0.5000000 
0.87333 
1.2098800 
1.6421869 
2.1176014 
2.6280070 
3.635019 
3.7730057 
4.2587802 
4.7858452 
5.273235 


wo = به‎ 


kı = hf (fi, Wi), 


(a+ $. +h).‏ ردم 


3 


ka =f (+ كدسج‎ 


ka = hf (ti1, Wi + k3), 
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الخطأ 


0 

0.0019653 
0.0042077 
0.0067537 
0.0096281 
0.0128521 
0.0164396 
0.0203944 
0.0247035 
0.0293310 
0.0342074 


,0 = » لهذه الطريقة ة خطأ القطع محلي (0)۸» يتحقق بوجود خمسة 
اشتقاقات متصلة للحل (۲). والسبب في تقديم الرموز4) ,:/ ,د۸ ,:/ في الطريقة هو استبعاد الحاجة 
إلى تداخل شبكى متتال فى المتغير الثانى ل (7 )٠‏ #. انظر التمرين 31) تنفذ الخوارزمية (25) طريقة 


.4 من الرتبة‎ Runge-kutta 


لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 


y(a) =a‏ ,5 > >ه 


رار > 


عند (1 + /2) من الكرّراد المتساوية التباعد فى الفترة [ط ,©]: 


المدخلات: نقاط النهاية 7 ,4»» عدد صحيح N‏ > » شرط ابتدائى. 


المخرجات: التقريب س إلى ( عند (1 (N+‏ من قيم ا. 


Runge-kutta (Order Four) 





3 
5 






س 
كد ١‏ 
وو 
كسب _ 


| 


||| 


ص 


جدول 6.5 
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h = (bh —-a)/N ضع‎ 
t=a 


إ0 2 را 


)۴, المخرجات (س‎ 
5 - 3 طبق الخطوات‎ : = 1,2, ... 
Kı = hf (t, w) 
Ka =hf(t+h/2, E 
K3 = hf (t + h/2, w + K2/2) 
K4 = hf )) + ,ذا‎ w + K3) 






) دلا = دلا راحسب زس‎ + )K + 2K 2 + 2K + K4(/6 ضع‎ 
(¡i راحسب‎ 1 = a + ih 


استخدم طريقة aااں»-‏ ا من الرتبة 4 لإيجاد تقريبات لحل مسألة القيمة الابتدائية 
y)0)( = 0‏ اكبيد ,1 + ين = ر 


مع 0.2 = ۸› 10 = ۸ لنحصل على النتائج والأخطاء المبينة فى جدول (65. « 


الصحيحة رون كوتا بالرتبة 4 الخطأ 
Wi yı = y(t) fi‏ انس — ly:‏ 
0.0 0.5000000 0.5000000 0 
0.2 56 0.8292933 0.0000053 
0.4 1.214087 1.2140762 0.0000114 
0.6 1.6489406 1.6489220 0.0000186 
08 2.15 2.7 0.0000269 
1.0 2.6408591 2.640827 0.0000364 
12 3.1799415 3.1798942 0.0000474 
1.4 0 5 2 2501 0.0000599 
1.6 8 :4.2834095 0.0000743 
1.8 4.8151763 4.8150857 0.0000906 
2.0 0 .5.3053630 0.0001089 


إن الجهد الحسابي الرئيس في تطبيق طرائق taاا)-مو«ں۴‏ يكون في تقييم 1. وفي الطرائق 

من الرتبة الثانية» فإن خطأ القطع المحلي هو (۰0)۸7 والثمن المقابل هو تقييم للدالة لكل خطوة. 
إن طريقة aااا)-مومدR‏ من الرتبة 4 تتطلب أربعة تقييمات لكل خطوة» وخطأ القطع م هو 
(0)84. وقد وجد بوتجر :81606 ( انظر ]80٤[‏ للتلخيص 4 العلاقة بين عدد هرات ال بلكلا 
خطوة ورتبة ة خطأ القطع المحلي المبين في جدول (7.5). . ويبيّن هذا الجدول لماذا تفل الطرائق 
الرتبة الأقل من 5 مع حجم عينة أصغر مقابل طرائق ا کی سکاو مط کرات اک 
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جدول 7.5 


جدول 8.5 


غددمرات التقييع لكل خطوة .و 3 4 10<n 8<ns9 S<ns7‏ 
أفضل خطأ 
قطع محلي ممكن O0(h"73) 0(h"7?) 0(n"-1) 0) 0(n) 0(R?)‏ 


يمكن توضيح أحد معايير المقارنة لطرائق 8لا-0596ا8 برتب أبطأ كما يلى: 

إن طريقة 8096-48 من الرتبة 4 تتطلب أربعة تقييقات لكل خطوة» ولذلك يجب أن تعطى 
أجوبة بدقة أكبر من طريقة أويلر وبربع سعة الخطوة إذا ما تطلب الأمر تميزها. ومن ثم فإنه لكي 
تتميز طريقة 8؛اناكا-0096ا8 من الرتبة 4 على طريقة 8انا-0096ا8 من الرتبة الثانية» يتحتم عليها 
إعطاء دقة أكبر مع سعة خطوة ۸ مقارنة بطريقة الرتبة الثانية مع سعة خطوة #!؛ وذلك لأن 
الطريقة من الرتبة 4 تتطلب ضعف عدد التقييمات لكل خطوة. 

ومثال الآتي يوضح حالة تميز طريقة »همو« من الرتبة الرابعة وفق هذا المقياس. 

فى المسألة 
5 =(0)ر ,0>1>2 ,1+ سير y=‏ 

ثقارّن طرائق أويلر 6هالاع ب 0.025 = ۸ والنقطة الوسطيةا "هم۸0 ب 0.05 = ۸ 
وااu)-موRun‏ من الرتبة الرابعة ب 0.1 = ۸ عند النقاط الشبكية المشتركة لهذه الطرائق 
4 ,0.3 ,0.2 ,0.1 و0.5. وكل واحد من هذه الأساليب يتطلب 20 تقييمًا. وننظر في هذا مثالا 


يميز طريقة الرتبة الرابعة. ل 
أولير طريقة أولير رع - كرتا 
الصحيحة المعدلة بالرتبة 4 
h= 0.1 h= 0.05 h= 0.025 fi‏ 


0.5000000 0.5000000 0.5000000 0.5000000 0.0 
0.6574144 0.6573085 0.6554982 0.6574145 0.1 
0.8292983 0.8290778 0.825385 0.8292986 0.2 
1.0150701 1.0147254 1.0089334 1.0150706 0.3 
1.2140869 1.2136079 1.056345 1.2140877 0.4 
1.4256384 1.4250141 1.4147264 1.4256394 0.5 





مجموعة التمارين 4.5 


EXERCISE SET 


1. استخدم طريقة أويلر المعدلة لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن التمهيدية بالقيمة 
الحقيقية : 

القيمة الحقيقية قيمة 7 مسائل القيمة الابتدائية 

3 0 = (0)بر,1 > ۲ > 0 ,ر2 - 3م = بر مع 0.5 = ۾ الحل الصحيح e + e‏ ر - e‏ = (4)بر. 
ب. 1 = (2)ر,3 > + > 2,2( -۲) +1 = ارمع 5 =۸ الحل الصحيح 0 -1/1) +1 = .y)1(‏ 

ج. 2 = (1)ر ,2 > 1 15,, +1 = امع 0.25 = ۾ الحل الصحيح ,2 + رما = ()ر. 

h= 0.25 كر مع‎ = cos2t + sin3t,0 > + > 1,y(0) = د.1‎ 


الحل الصحيح 4 +36 ووه 4 — sin 2f‏ }= ()7. 




















5 ھ طرائق رونج-كوتا 
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2. استخدم طريقة أويلر المعدلة لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن التمهيدية 
بالقيمة الحقيقية : 
القيمة الحقيقية قيمة / مسائل القيمة الابتدائية 
4 1 = (0)بر ,1 > : 20,0 = بر مع 0.5 = ۾ الحل الصحيح (1 -ء + #)ما = (9)ر. 
5 م +1 2 
E E (=2‏ - ر مع 0.5 = ۸ الحل الصحيح 1 -6 + 21 + ۷ =( 


ج RS EYO‏ + ر == ار مع 0.25 = ۸ الحل الصحيح ee?)‏ +2 )=0 ر 


د. 2= )ر2 > ۲ > 2,1 - 2= مع 0.25 = ۾ الحل الصحيح 27ء -2082 41 =( )ر 
3 استخدم طريقة أويلر المعدلة لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن التمهيدية 
بالقيمة الحقيقية : 


n‏ 1 -(0)بر ,2 >5 15 y= y/t-(y/),‏ مع 1 = ۸م الحل الصحيح Int)‏ 1)/؛ = مار. 
ب. 0 = (1)ر ,3 5غ >1 ,)1 y= 1+ y/1+)y/‏ مع 2 = ۸ الحل الصحيح .y(1) = ttan(lnt)‏ 
- = (0)ر,2 > + > 3(,0 + )y + 1))y‏ - = ارمع 0.2 = ۸ الحل الصحيح 
e)1‏ + 2(1 + 3- د (م)ر. 
د. 4 - (0)ر ,1ك >0 ,5,2+2 بيرك = بر مع 0.1 = ۸ الحل الصحيح 5م! +2, = (/)ر. 
4. استخدم طريقة أويلر المعدلة لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن التمهيدية 
بالقيمة الحقيقية : 
أ. 1 -0)بر ,1 > >0 
ایت 


2+1 2- 2y 
تيتا‎ LR e E 
15852, بن س -(1)تن‎ 


3 الحل الصحيح .In y(t) = TEEN‏ 
ج. 2 - = (1)ر E‏ 1 واس الك ير 
OSE 1 0-1‏ ,ز/40 + بره - - ر مع 0.1 =۸ الحل الصحيح 3-7 -4/ - 


كرّر تمرين (1) مستخدمًا طريقة هانز. 

. كرّر تمرين (2) مستخدمًا طريقة هانز. 

. کرر تمرين (3) مستخدمًا طريقة هانز. 

. کرر تمرين (4) مستخدمًا طريقة هانز 

۽ کرو تمرين (1) مستخدمًا طريقة النقطة الوسطية. 

0. كرّراتمرين (42 مستخذما طريقة النقطة الوسطية: 

1. كرر تمرين (3) مستخدمًا طريقة النقطة الوسطية. 

2. كرر تمرين (4) مستخدمًا طريقة النقطة الوسطية. 

03 كرِر تمرين (1) مستخدمًا طريقة 148ناظ-©59لا8 من الرتبة الرابعة. 
14 کرر تمرين (2) مستخدمًا طريقة 148نا-596لا8 من الرتبة الرابعة. 
5. كرر تمرين (3) مستخدمًا طريقة aاا)-مو«ں۴‏ من الرتبة الرابعة. 
6. كرّر تمرين (4) مستخدمًا طريقة 8؛أناا- ©8096 من الرتبة الرابعة. 
17 استخدم نتائج تمرين (3) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب قيم ›y)1(‏ وقارن النتائج بالقيم 
الحقيقية : 

أ. (1.93)ر ف (1.25)ر ب. (2.75)ر ف (2.1)ر 





خا ص © د مه ى 
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چ 193( 9 )13( د. (0.94)ر و y)0.54‏ 
8.استخدم نتائج التمرين (4) والاستكمال الداخلي الخطي لتقريب قيم ()رء وقارن النتائج بالقيم 
الحقيقية : أ )0.94( و y(0.54)‏ ب (1.93)ر 3 (1.25)ر 

ج. 293ر و (1.3)ر ر 0.94 و 70.54 


9. كرّر تمرين (17) مستخدمًا نتائج التمرين (7). 
0. كرر تمرين (18) مستخدمًا نتائج التمرين (8). 
1. كرر تمرين (17) مستخدمًا نتان التمرين (11). 
23 کرر تمرين (017 مشت دنا قات تج التمرين (15). 
4. كرّر تمرين (18) مستخدمًا نتا التمرين (16). 
5. استخدم نتائج تمرين (15) وال ستکمال الداخلي لهرمايت التكعيبي لتقريب قيم (/)(» وقارن 
التقريبات بالقيمة الحقيقية : 
أ. (1.93)ر 9 (1.25)ر ب. (2.75)ر و (2.1ار 
ج (1.93)ر و (1.3)ر د. (0.94) و y)0.54‏ 
6. استخدم نتائج التمرين (16) والاستكمال الداخلي لهرمايت التكعيبي لتقريب قيم ٠)0‏ وقارن 
التقريبات بالقيمة الحقيقية : 
أ y(0.54) J y(0.94)‏ ب. (1.93)ر و (1.25)ر 
ج (2.93)ر و (1.3)ر د. 0.94)ر و y)0.54‏ 
77. أثبت أن طرائق النقطة الوسطية «Midpoint‏ وأويلر المعدلة Heun jil Modified Euler‏ 
تعطى التقريبات نفسها 3 النقطة الابتدائية 
١1‏ = (0)ر ,05+51 y=-y+t+1l,‏ 
ولأي اختيار إلى /. لاذا 8 هذا صحيحا؟ 
8. ينساب ماء من خزان على شكل مخروطي مقلوب مع فوهة دائرية بمعدل 
مون - 2 
حيث تمثّل ۲ نصف قطر الفوهة. ا × ارتفاع مستوى السائل عن رأس المخروط: و ()4 تمثّل 
مساحة مقطع المخروط عند × من الوحدات فوق راس المخروط. لنفترض 8 0.1 = م 
33 2 32.1 = م. وللخزان مستوى ماء ابتدائي قدره 6 8» وحجم ابتدائي قدره 80 (51205/3, 
1 . احسب مستوى ال اء بعد ١ص‏ 10 مع 20 = 
ت حدّد ضمن ۸أ" ۰1 متى سيصبح الخزان فارغا. 
9. التغاعل الكيميائي اللامتراجع reversible‏ الذي يتضمن خلط جزيئين من كل من 
كرومات البوتاسيوم الصلب )۴2٥1207(‏ والماء (1120) بثلاث ذرات من الكبريت الصلب (5) ليعطي 
ثلائة جزيئات من غاز ثاني أكسيد الكبريت (502)ء وأربعة جزيئات من هايدروكسايد البوتاسيوم 
الصلب »)K08(‏ وجزيثين من أكسيد الكروم الصلب (:520©) يمكن وضعه بالصيغة الرمزية 
4KOH + 2Cr0; + 3802‏ ب 35 + 2H0‏ + 2100 
وإذا ما توفر أصلّه جزيء من 21201207 :5 جزيء من 211:0 و دم جزيء من 5: فإن المعادلة 
التفاضلية الآتية توضح مقدار (4)* من ۸0۴ بعد الزمن ٤‏ : 


ا عا اي ل لوا عه 
dr Ea E DPN 4‏ 


Error control and the Runge-Kutta-Fehlberg Method و التحكم بالخطأ وطريقة رونج-كوتا-فهلبرك‎ 5 


حيث يمثّل ۾ ثابت سرعة التفاعل. فإذا كان 10 ×2 = يم = رم ,10-15 622 = ۾ 
10 ×3 = 223 فما عدد الوحدات من هايدروكسايد البوتاسيوم التى تكوّنت بعد 0.25 ؟ 


0. أثبت أن طريقة الفرق e‏ 
f (fi, wi) + a2 f (fi + a2, wı + 82 f (ti, w:))‏ ره + Wi‏ = ربزئلا 
لكل من 1 - N‏ ,...,0,1 = » لا يمكن أن يكون لها خطأ متقلص محلي 0007 لأي اختيار 
للثوابت 22 ,42 ٩1,‏ ودة. 
1. إن طريقة 8ناءا-0096ا8 من الرتبة 4 يمكن كتابتها بالصيغة ره = wo‏ 


7 
Wir = Wi + )س‎ 9 3 + ah, wi + 8ıhf (fi, w:)) 
+ fa + aah, wi + S2hf (ti + yah, wi + yshf (ti, wi))) 


h 
+ gt + aah, wi + Shf ) + yah, wi + yshf (ti + yesh, wi + yahf (ti, wi)))). 
. 77 ,ذلا ,¥2 ,83 ,82 ,1 ,3 ,2 ,1» و‎ 74, ¥5 6١ أوجد قيم الثوابت‎ 





5 التحكم بالخطأ وطريقة رونج-كوتا-فهلبرك 
Error control and the Runge-Kutta-Fehlberg Method‏ 


لاحظنا في الفصل (6.4) الاستخدام ا لمناسب لخطوة بسعات مختلفة لإنتاج طرائق تقريب تكاملية 
وافية من الناحية الحسابية. وهذا ليس كافيًا لصالح هذه الطرائق في ضوء زيادة التعقيد عند تطبيق 
هذه الطرائق. وثمة مزية أخرى لدى هذه الطرائق تجعل منها ذات قيمة» حيث تتضمن العملية المتعلقة 
بسعة الخطوة تقديرًا لخطأ القطع الذي لا يتطلَّب تقريب الاشتقاقات العالية للدالة. وهذه الطرائق تدعى 
المتبنية ©10]م802؛ بسبب تبنيها لكل من عدد النقاط المستخدمة فى التقريب وموقعها؛ لضمان إبقاء 
خطأ القطع ضمن حد معين. 1 
هناك اتصال وثيق بين مسألة تقريب قيمة تكامل مؤكد ومسألة تقريب الحل لمسألة القيمة الوسطية. 
وعلينا إذن ألا نستغرب وجود طرائق متبنية لتقريب حلول مسائل القيمة الوسطية وكون هذه الطرائق 
ليست وافية فقط» بل تتضمن السيطرة على الخطأ أيضًا. 

ربما ترغب في مراجعة مادة التربيع 2 يمكن وضع أي طريقة بخطوة واحدة لتقريب الحل (7)4 لمسألة القيمة الوسطية 


المعتمد في الفصل (6.4) قبل تناول («,4)/ = نبز لكل 5 > ۲ > ه عند » ع (4)ر 
مادة هذا الفصل والفصل (7.5). بالصيفا 
i =0,1,...,N-1 i+1 = Wi + hiQ(ti, Wi, hi 5‏ 
لال معين ف Q(fi, Wi, hi)‏ س = ر+:س لكل i‏ 


ثمة طريقة مثالية لمعادلة الفرق 
Wi, hi)‏ ,:1) هبط + i= 0, 1,..., N-1 (Wii = Wi‏ 
لتقريب الحل ()« لمسألة القيمة الوسطية 
JY=f6N, astSb, y(=a‏ 
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تتسم بما يلي: عند حد السماح 0 < م فإن أصغر عدد للنقاط الشبكية التي تستخدم لضمان الخطأ 
التام الا - ()«الن يتجاوز 8 لأي ۸N‏ ,...,1 ,0 = :. وليس غريبًا أن يكون لدينا أصغر عدد من 
النقاط الشبكية إلى جانب السيطرة على الخطأ التام لطريقة الفرق» الذي لا يتماشى والنقاط المتساوية 
التباعد في الفترة. سوف نختبر في هذا الفصل أساليب تستخدم في السيطرة على الخطأ لطريقة معادلة 
الفرق وفق أسلوب فعال من خلال اختيار مناسب للنقاط الشبكية. 

وعلى الرغم من أننا لا نستطيع تحديد الخطأ التام لطريقة ماء إلا أننا سنرى في الفصل (10.5) الصلة 
القريبة ما بين خطأ القطع المحلي والخطأ التام. وباستخدام طرائق الترتيب المختلف يمكننا التنبؤ بخطأ 
القطع المحلي» وباستخدام هذا التنبؤء نختار سعة الخطوة التي ستبقيها قيد الفحص مع الخطأ التام. 
ولتوضيح الأسلوب؛ نفترض أن لدينا أسلوبين للتقريب: الأول عبارة عن طريقة من الرتبة 7 وؤجدت 
من طريقة تايلور من الرتبة 7 بالصيغة 

(f+) = Y(t) + ,)هط‎ y(t), h) + O(R"™*") 


وتعطي تقريبات 


wo = 0‏ 
i+ = wi + h(t, wi, h)‏ لكل 0 i>‏ 
مع خطأ قطع محلي ("()0 = (6) ربق وتنشأ الطريقة عمومًا من خلال تطبيق تعديل -6وم8 
8 لطريقة تايلور مع عدم أهمية الاشتقاق المحدد. 
الطريقة الثانية شبيهة بذلك» ولكنها أعلى من الرتبة واحدة» وناتجة عن طريقة تايلور من الرتبة 
(1 + #) زات الصيغة 
y(1;), h) + O(n")‏ )قط + y(ti+1) = y(t)‏ 


وتعطى تقريبات o = a‏ 
) :نظ h(t,‏ + رط = ربز لكل 0 <: 
مع خطأ قطع محلي "0 = (ل)ربق. 
نبدأ أولا بافتراض أن :س = (2)4 = :لاء ونختار سعة خطوة ثابتة ۸ لتوليد التقريبات 1+“ 
و ا+نلة إلى (1+)2. ومن ثم 


)1 ,)ر e,‏ 2 = وريج 
(fi, wi, h)‏ - ل ا = 
Yr = [wı + ROC, wı, BJ‏ _ 
h‏ 


1 
= ور‎ (f+) - w+1( 


1 
T+1(h) = gp i+) - i+) 
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لقد طور إرون فاهه لبي 
619 مااع" Erwin‏ هذه وغيرها من 
تقنيات تصحيح الخطأ. بينما كان 
يعمل مع وكالة الفضاء الأمريكية 
858 فى هنتسفيل/ألباما فى 
ستينيات القرن اماضى 1960 . 
وفي عام 1960 نال ميدالية 
4 للإنجاز العلمى المتميز 
مقابل عمله هذا. / 


وتمهيدية لذلك فإن 
1 
(f+) ¬ wi+1(‏ بر = Ti+1()‏ 


5 2 1 
(t+) - Wi+1) + (Wi+1 — Wi+1)]‏ 
ا 5 
T+1(h) + 7 (Wi+1 - w+ 1(‏ = 
ولكن (۸) .ب هو (0)۸» و (۸) رة هو (0)۸”*1» ولذا فإن الجزء المعنوي من (۸) +> يجب 
أن يأتي من 
(Wirt - w+1(‏ ور 
هذا يعطينا تقريبًا سهل الحساب لخطأ القطع المحلى لطريقة ("0)۸: 
1 
(Wi+1 = Wi+1)‏ 7 بخ (#) جره 

وليس الهدف تقدير خطأ القطع المحلي» بل تعديل سعة الخطوة وإبقاءها ضمن حد معين. 
ولعمل ذلك؛ نفترض الآن أنه ما دام (۸) ++ هو ("0)۸» فإن العدد 1 موجود ومستقل عن | مع 
Kh"‏ () ربه 

ولذلك فإن خطأ القطع المحلي الناتج عن تطبيق طريقة من الرتبة ” مع سعة خطوة جديدة /4 

يمكن تقديرها باستخدام التقريبات الأصلية 1+ و ابت 
(r+ — +1)‏ ند (h)‏ رجه "و ند (KH)‏ "و = (qhY"‏ عل ند (qh)‏ جره 
ولتحديد (4۸) ٦+‏ بالمقدار 6؛ فإننا نختار ۾ بحيث إن 


"و 
€ ك i+ - wi+ı| > |ti+ı(qh)|‏ 


< ( sh 1 
o oT WEEE 
| بزل‎ - wi+ı| 


أحد الأساليب الشائعة التي تستخدم هذه المتباينة للسيطرة على الخطأ هي طريقة -وومن5 
Kutta-Fehlberg‏ (انظر [ع5]). ويستخدم هذا الأسلوب طريقة Runge-Kutta‏ مع خطأ قطع محلى 


من الرتبة 5 


ومن ثم 


a ل‎ 1 E 
U EEE TS D805 SAO 50 55 


لتقدير الخطأ المحلى فى طريقة 0096-6088 من الرتبة 4 ومن خلال 
1 27 1408 .25 
RE E geo‏ 
E DTG IS TIA 5S‏ 


فإن معادلات المعامل هى 
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kı = hf (ti, wi), 


h 1 
kı = hf (+ w+ fk). 


ka = hf ( ¥ 3 wi + = + 3) 

Ber pe).‏ - مي + (u u‏ رده 
=u (i + fa =+ fa e).‏ 

ke = hf ( + wi — 3 + 2k — ا + ا‎ 5 0) : 


ومن إيجابيات هذه الطريقة أنها تتطلب ستة تقييمات فقط ل / في كل خطوة. وطرائق 
8096-18 من الرتبتين 4 و 5 التي تُستخدم معا عشوائية: .وتتظلب (انظر جدول :78 
فى الفصل 4.5) أربعة تقييمات على الأقل ل / بالنسبة إلى الطريقة من الرتبة 24 بالإضافة 
إلى ستة أخرى للطريقة من الرتبة 5» وبمجموع لا يقل عن عشرة تقييمات دالة. 
فی مبرهنة السيطرة على الخطأ theory‏ اcontro-error‏ ثمة قيمة ابتدائية ل / عند الخطوة 
0 استخدمت لإيجاد القيم الابتدائي ل i+‏ و إجزنلا التي تؤدي إلى تحديد 4 لتلك 
الخطوة» ومن ثم تُعاد الحسابات. وهذه العملية تتطلب ضعف عدد التقييمات الدالية لكل خطوة 
عند عدم السيطرة على الخطأ. وعمليًا ُختار قيمة 4 المستخدمة على نحو مختلف نوعًا ما لجعل 
تكلفة تقييم الدالة المتزايدة مجدية. وتستخدم قيمة 4 المحددة عند الخطوة () لغرضين هما: 
« عندما1 > 4> لرفض الاختيار الأول ل۸ عند الخطوة (0)» وتكرار الحسابات مستخدمين 4۸. 
« وعندما1 < 4» لقبول القيمة المحسوبة عند الخطوة () مستخدمين سعة الخطوة 27 ولتغيير سعة 

خطوة 47 بالنسبة إلى الخطوة (1 + ). 

وبسبب مخالفة دلالة تقييم الدالة الواجب دفع ثمنها في حالة تكرار الخطوات» فإن 4 تُختار 
بتحفظ. وفي الحقيقة › مع طريقة Runge-Kutta—-FehI be۲9‏ و 4 = ۸ يكون الاختيار الاعتيادي 


0 1/4 7 1/4 
لشيس" شيا‎ 
2|Wi+ı - wi+1| Wir — wil 


فى الخوارزمية (3.5) لطريقة و١٠ظا۸٠۴-aااں)-مومں۸»‏ أضيفت الخطوة 9 لاستبعاد 
تعديلات كبيرة في سعة الخطوة» بغرض تجنب هدر الكثير من الوقت مع سعات صغيرة 
للخطوة ضمن مناطق تتسم بمخالفات في اشتقاقات 7 وكذلك تجنب سعات كبيرة للخطوة التي 
يمكنها أن تؤدي إلى تخطي مناطق حساسة ما بين الخطوات. وفي بعض الأحيان نجد أن عملية 
زيادة سعة الخطوة تحذف كليًّا من الخوارزمية» وأن عملية تقليل سعة الخطوة تعدّل لتصبح ضمن 
العملية فقط عند الحاجة إليها لجعل الخطأ تحت السيطرة. 
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طريقة رونج-كوتا-فهلبرك Runge-Kutta-Fehlberg Method‏ 
تقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 
f(y), astsb, y(a( =a‏ د كر 
مع خطأ قطع محلي ضمن حد سماح معين: 
المدخلات: نقاط النهاية © و ط» شرط ابتدائي »» حد سماح ا0 أكبر سعة خطوة 11711036 


أصغر سعة خطوة ۳1۸ ۸. 
المخرجات: ۸ ,س :؛ حيث إن س تقرّب (1)» وقد استخدمت سعة الخطوة ۸ء أو ظهرت عبارة 


تفيد بأن أقل سعة للخطوة قد تم تجاوزها. 


h = hmax 
FLAG = 1 


الخرجات (س ,۴) 


إل اس = ۴46)» فطبق الخطوات 3 * 11. 


=Ahf (t,w);‏ كل 
K2 = hf (t + }h,w + IK);‏ 
K2);‏ + كاك Kı =hf 1+ 3 w+‏ 


Kı = hf (t + lh, w + 3K, — BK, + FEK): 


Ks =hf (t +h, w + BK — SK» + 380K; - de> K4); 


513 4104 


Ke = hf (t + ,ل‎ w - ğKı + 21 - GK + K4 -— مس‎ 


.R = راج ل‎ Kı — وير تقل‎ — HFK + Ks + &K«| ضع‎ 


475 75240 
1 3 
R= Wir (ملحوظة: رہز‎ 


216 


ضع / + + = ؛ ( التقريب مقبول). 


2197 1408 کا 
w = w + Fg Kı + 2565 F3 + qo K4 -‏ 


المخرجات (۸ ,للا ,4). 


.8 = 0.84)701/ (١/4 ضع‎ 


إذا كان 0.1 > ةضع 0.1۸ = h‏ 
وإذا كان 4 < 8 ضع h = Ah‏ 
وما عدا ذلك ضع /8 = /. (احسب ۸ جديدة). 
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h = hmax فضع‎ h > |»: إذا كان‎ HÎ 


إذا كان b‏ > 1 فضع 0 = FLAG‏ 
وإذا كان ط < ۸ +:؛فضع + h = b-‏ 
وإذا كان hmi”‏ > / فضع :0 = FLAG‏ 





جدول 9.5 


ti 


0 

0.2500000 
0.4865522 
0.7293332 
0.9793332 
1.29332 
1.4793332 
1,2 
1.9793332 
2.0000000 


Yi = y(t) 


0.5 

0.9204873 
1.3964884 
1.9537446 
2.53864198 
3.60450 
3.9532044 
4.6308127 
22*67 
220 





المخرجات (تم تجاوز أصغر ۸). 
( العملية فشلت). 


نستخدم هنا الخوارزمية (3.5) لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية. 

5 = (0)ر ,2 >4 >0 ,2+1 سر د بر التى لها حل 0.52 -1(2 +۲) = (1)/. 
تتضمن المدخلات حدًا أقصى 10-5 = 701 أعلى ب خطوة 0.25 = «ه:77» وأصغر سعة 
خطوة 0.01 = 8718. والنتائج مبينة في جدول (9.5). وآخر عمودين في جدول (9.5) يبينان 
نتائج طريقة الرتبة الخامسة. وعند قيم صغيرة ل4» يكون الخطأ أقل مما هو عليه في طريقة 
الرتبة الرابعة» ولكنه يتجاوز ما هو عليه في طريقة الرتبة الرابعة عندما تزداد قيمةغ. ‏ س 


RKEF-5S RKF-4 
انظ - :ا‎ 2 ly: - انس‎ Ri hi Wi 
0.5 0.5 

2.424 x 107 0.9280 1.3 x 10-6 6.2 x 10-6 0.2500000 0.9204886 
1.510 x 10-6 1.39490 2.6 x 10-6 4.5 x 10-6 0.2365522 1.3964910 
3.136 x 106 1.9533747 4.2 x 10-6 4.3 x 10-6 0.2427810 1.953748 
5.242 x 105 1 6.2 x 10-6 3.8 x 10-6 0.2500000 2.5386420 
7.895 x 105 9 8.5 x 10-6 2.4 x 10-6 0.2500000 3.60465 
1.096 x 1075 3.9520954 111375 710 0.2500000 3.952055 
1.446 x 1075 4.6308272 1.41 x 10-5 15# 10S 0.2500000 4.6308268 
1.839 x 105 1 1.73 x 10-5 4.3 x 10-6 0.2500000 5254861 
1.768 x 1075 5.305486 1.77 x 10-5 0.0206668 5.3054896 


ثمة تنفيذ لطريقة 9:9طاداء-48]نا!-0096ا8 متوفرة في هام۷3 باستخدام الأمر 0|۷۴ءل مع خيارات 
عددية. لنأخذ مسألة القيمة الابتدائية للمثال 1). الأمر 
>g:=dsolve({D(y)(t)=y(t)-t*t+1,y(0)=0.5},y(t),numeriQ;‏ 
يعيد العملية 
g = proc(rkf45x)... end‏ 
يمكننا تقييم ل كما هو واضح في مثال مستخدمين 
ي :(9)2.0< 


الذي يعطي 


[f = 2.0, ())ر‎ = 5.305471958400194[ 
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مجموعة التمارين 5.5 


EXERCISE SET 


# استخدم طريقة Runge-Kutta-Fehlberg‏ مع 10 = TOL‏ و 0.25 = hmax‏ و 0.05= hmin‏ 
تقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية » وقارن النتائج بالقيمة الحقيقية : 


5 :0 = (0)ر ,1 > >0 ,”(/ر) -4/ر  -‏ القيمة الحقيقية ”ءل + عل - "ع = (1)ر 
SS OSE‏ - )+1 ل اقيم الحققية ( 1 + -(0ار 

ج“ E‏ ,1>1>2 ,ع/بر +1 = القيمة الحقيقية ,2 + ,ما = ()بر 

2 = (0)ر ,1 >+ >0 ,34هزه +20 ومء = ير القيمة الحقيقية 4 +3 ومه ف - y(t) = }sin2t‏ 
2 طريقة Runge-Kutta-Fehlberg‏ مع حد سماح 10-4 = 701 لتقريب حلول مسائل 
القيمة الابتدائية الآتية : 

.hmin = 0.02 و‎ hmax = 0.05 "امع‎ = (»/)+ yt, ك1 ك1‎ 1.2, y(D=1 £ 

.hmin = 0.02  hmax = 0.25 مع‎ y= sint+eَ', 0> +5 1, y(0) = 0 ب.‎ 

.hmin = 0.02 و‎ hmax = 0.5 ga بر‎ = 1/t(y + y), 1> 7> 3, y(1)=-2 ج‎ 

د. 0= (0)ر ,05+52 y=,‏ مع 0.5 = hmax‏ و 0.02 = .hmin‏ 


3. استخدم طريقة Runge-Kutta-Fehlberg‏ مع؟ 10 = TOL‏ و 0.5 = hmax‏ و 0.05 = hmin‏ 
لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن النتائج بالقيمة الحقيقية : 


ا 1(=1)ر ,4 > >1 ,42/ر) /١-‏ ر = القيمة الحقيقية ها +1)/: = (1). 
ب. 1(=0)ر ,3 45 >1 ,”(/ر) +۲/ر +1 = القيمة الحقيقية (/هل)هها؛ = )بر 
: -=(0)ر ,3 >+ >0 ,(3 +1()2 +() - - '(القيمة الحقيقية !-(2-م +2)1 +3 -= ())بر 
ر ‡=0)ر ,2 ك4 05 ,را -*(23 + )) = 7 القيمة الحقيقية 2/!-(64 +2/2 +3) = (/)بر 


4. طريقة Runge-Kutta-Verner method [Ve]‏ تعتمد على الصيغ 


13 2375 5 12 3 
ريرس‎ = Wı + Tek + ماس + واج + باك + وإ حصب‎ 
5 3 875 23 264 125 43 
i تنسح‎ oF o a 55 ليح أوووي‎ 2 
حيث إن‎ 
kı = hf (ti, wi), 
h 1 
ا ( ٠ع ا‎ 8 zk). 
Ah 4 16 
وا‎ =hf ( + Tg + gk + e). 
2h 5 5 
kı =f (a+ 3 قجس‎ - ke +k). 
5h 165, 55 45 85 
ks Af (4+ ge ga الات‎ 
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12 1 1 8 
ke =f (a +h. + Ê - جب ل ی‎ 3 


255 36457 612 5 
2484 81 643 124 8263 1 
ky — kk + kk‏ سو ا + =f (+ wy = ko‏ 
SR ( + 15'i ¬ T5000 ^ 75^” 680 7 250° + 10625 9‏ 
3850 24068 319 5 ,300 ,3501 
k‏ ا ky =h hy wi a eg‏ 
1 26703 ^ 84065 ^ 2322 ° 52632 43 ووس Tt‏ سار (/ ٤‏ 
إن طريقة الرتية السادسة 1 +:/آا تستخد تستخدم لتقدير الخطأ في طريقة الرتية الخامسة ‏ +ئل/لا. ابن خوارزمية 


شبيهة بخوارزمية 8)#طالطع]-088»!-100706!: وكرّر التمرين (3) مستخدما هذه الطريقة الجديدة. ر 
5.في مبرهنة ة انتشار مرض وبائي (انظر[881] أو[802)؛ يمكن نسبيًا استخدام معادلة تفاضلية ابتدائية لتوقع 
عدد الأشخاص المصابين في المجتمع عند أي زمن بعد أن تفتررض افتراضات تبسيطية مناسبة. ولنفترض - 
على نحو خاص - أن الأفراد جوم في مجامج تاي لدوم جتان تفه في الان متى كانت هناك 
حالة إصابة في تلك المنطقة . وافترض (4) تمثّل عدد الأفراد المعدّضين للإصابة عند الزمن 4: وأن (4) سكل 
عدد المصابين. يبدو منطقيًا افتراض كون معدل التغير في عدد المصابين يتناسب مع حاصل ضرب (1)× في 
(1) لكون المعدل يعتمد على كليهما. فإذا كان المجتمع كبيزا كفاية فبافتراض أن(1)× و(1)؛ متصلان» 
فإن المسألة يمكن وضعها على الصيغة 
)راط = ر)ثر 
حيث « ثابت. وتمثل :7 = (/)بر + x)(‏ المجتمع الكلي. وهذه المعادلة يمكن كتابتها بحيث تتضمن (1)/[ 
فقط على النحو الآتي: 
)نر )جر — مام = زاكر 
أ. مفترضين أن 10-5 × 2 = ۾ ,1000 = (0)ر ,100,000 = » وأن الزمن مقيس بالأيام. أوجد تقريبًا 
لعدد المصابين بعد مرور 30 يومًا. 
ب. تسمى المعادلة التفاضلية فى الفقرة (أ) بمعادلة برنوللى 07أ34لاوع أاالاه١86۲.‏ ويمكن تحويلها 
إلى معادلة تفاضلية خطية في '0(7)ر) = ()». استخدم هذا الأسلوب لإيجاد الحل الصحيح للمعادلة 
تحت الافتراضات نفسها كما في الفقرة 0و3 ثم قارن قيمة (4) الحقيقية بذلك التقريب. ماذا يكون 
(:)ثز م ؛ «1؟ وهل يتفق هذا وحدسك؟ 
6 في التمرين السابق. يبقى المصابون جميعهم في المجتمع لنشر المرض. ولعل الأكثر منطقية أن نقدم 
متغيرًا ثالثًا هو z)⁄(‏ ليمثل عدد الأشخاص المستبغدين من من المجتمع الموبوء عذد زمن معلوم 1 تمهيدية 
الحجرء الشفاء تمهيدية المناعة. أو الموت. وهذا يعقد المسألة: ولكن يمكن ملاحظة (انظر [822) حل 
(2)0 — )ع -يم = y(t)‏ و املك x(O)e i‏ 505 
حيث يمثّل ) معدل الإصابة : ويمثّل د۸ معدل العزل (الاستبعاد). وإن (2)7 تُحدّد بالمعادلة التفاضلية 
ka (m - z(t) - x(0)e %220)‏ = )اج 

إن المؤلفين غير ملمّين بأي أسلوب لحل هذه المسألة مباشرةء ولذلك فثمة عملية عددية يجب 
تطبيقها. أوجد تقريبًا إلى (2)30: (30) و (30)+ مفترضًا أن 100,000 = «د و 99,000 = (0)× 
و2109 دغ و*10 k=‏ 





5 ه طرائق منعددة الخطوات 


5.6 Multistep Methods 


ا 5 طرائق متعددة الخطوات Multistep Methods‏ 


تعريف 14.5 


كان جون كوش آدمز 

John Couch Adams )1892- 1819(‏ 
مهتثً عنى نحو خاص باستخدام 
قابليته في انحسابات الرياضية 'لدقيقة 
لتفحص مدارات الكواكب. وقد 
تنبا بوجود نيبتون ںام۸6 من 
خلال تحليل الحالات اللانظامية في 
الكوكب أورانوس 5لامهءلا. كما طؤّر 
تقنيات التكامل العددي؛ للمساعدة على 
تقريب حل انعادلات التفاضلية 


مثال 1 


تُسمى الطرائق التي وقشت حتى الآن طرائق الخطوة الواحدة 60000" م6نه-همه؛ لأن 
تقريب النقطة الشبكية 4+١‏ يتضمن معلومات من نقطة شبكية سابقة واحدة فقط هى . وعلى 
الرغم من أن هذه الطرائق قد تستخدم معلومات تقييم داليَّة عند نقاط ما بين E‏ فهي لا 
تحتفظ بتلك المعلومات لاستخدامها مباشرة فى تقريبات مستقبلية. والمعلومات المستخدمة كلها 
ضمن هذه الطرائق مستخرجة فى الفترة الجزئية التى تجعل الحل قيد التقريب. 

وحيث إن الحل التقريبى متوفّر عند كل واحدة من الثقاط الشبكية 8 ٠« ٠٠٠٠٠١‏ قبل ظهور 
التقريب عند 4+1. ولأن الخطأ ()< - "| يتجه نحو الزيادة مع ل فسيبدو من المنطقي 
تطوير طرائق تستخدم هذه البيانات السابقة وبدقة أكبر عند تقريب الحل عند 1+. 
وتسمى الطرائق التي تستخدم التقريب عند أكثر من نقطة شبكية واحدة لتحديد التقريب عند 
النقطة اللاحقة طرائق متعددة الخطوات 14150505 م©51أ8401. والتعريف الدقيق لها هو كالآتى 
بالإضافة إلى تعريف لنوعين من الطرائق متعددة الخطوات. : 
طريقة متعددة الخطوات عددها ” لحل مسألة القيمة الابتدائية 


astsb, y(a@=a )22.5(‏ ,(ز,6م كر 
لها معادلة فرق لإيجاد التقريب :+١‏ عند النقطة الشبكية ٠+١‏ معطاة با معادلة الآتية. حيث "7 
عيارة عن عدد صحيح أكبر من 1 
(23.5) د اس إللان© + °°° Wi + Gp-2Wi-) F‏ زيم = Wil‏ 

+ hlbm f (firi, Wi+1) حل‎ Dm f (ti, wi) 4+ °°° 

+ bof (i+1—m: Wi+i—m)], 

ل 1 - N‏ ...يه ,1 ¬ مس =« حيث إن N‏ /له ¬ do, ©... , An-1g# = (Db‏ 
و برط ۵0١ 01,٠...‏ عبارة عن ثوابت» وقيم البداية 


و0 = Wp-|‏ ,... 62 ح ولط[ ح إزلا =Qa,‏ وتلا لا 
محددة.وعندما تكون 0 = «ط ١‏ فإن الطريقة تسمى “واضحة أو مفتوحة”؛ لأن المعادلة (28.5) 
تعطي (+:للا بوضوح بدلالة القيم التي حُدّدت سابقا. وعندما © # «ط فإن الطريقة تسمى “غير 
واضحة أو مغلقة”؛ لأن دللا تظهر فى كلا طرفي المعادلة (5.23) ويكون تحديدها غير واضح. 
المعادلاات 


Mo =a, Wı =Q@, WH = 095, W3 = 3 )24.5( 


h 
زس‎ = Ww ۳ g55 tt: wi) — 59 f (t_1, Wi) + 37 f (fi-2, i-2) — 9f (F-3, Wi-3)] 
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إن تقنيات ادمز - باشفورث 
Adams - Bashforth‏ 

تعود إلى 808105 .© .ل والذي 
طور هذه التقنيات لتقريب حل 
مسألة تدفق السائل العائدة الى 
باشفورث. 

كان فورست ري مولتون (1872- 
Forest Ray Moulton (1952‏ 
فلكيًّاء. وقد طوّر طرق المصحح 
- المقدر المحسّنة لحل المعادلات 
البالستية خلال الحرب العالية 


الأولى. 


Initial-Value Problems For Ordinary Differential Equations 


لكل من 1 - N‏ ,...,3,4 = » هي طريقة واضحة بأربع خطوات تعرف بأسلوب آدمز- 
باشفورث من الرتبة الرابعة „fourth-order Adams—Bashforth technique‏ 

المعادلات 
(25:5) وه = 2س 


01 ح- إلا ,يه - ونلا 


Wir = Wi + fn, wi+1) + 19f (fi, wi) — 5 f (fi-1, Wi-1) + f (fi-2, Wi-2)] 
هي طريقة واضحة بأربع خطوات تُعرف بأسلوب آدمز-مولتون‎ >»١ = 2,3,..., ١ - 1 لكل من‎ 
_ „fourth-order Adams-Moulton technique من الرتبة الرابعة‎ 
يجب تحديد قيم البداية سواءً في المعادلة (24.5) أو ا معادلة (25.5) بافتراض » = 100 وتوليد بقية القيم‎ 

من خلال طريقة Runge-Kutta‏ أوثمة أسلوب خطوة واحدة اخر. 
ولتطبيق طريقة واضحة مثل المعادلة (25.5) مباشرة؛ يتحتم علينا حل المعادلة الواضحة 1+:10. وليس 
واضحًا أنه يمكن عمل ذلك عمومًا» أوأن حلا وحيدًا ل 1+" يمكن ظهوره دائمًا. 

لبدء اشتقاق طريقة متعددة الخطوات» انظر أن لتا القيمة الابتدائية في المعادلة (22.5) 
y= f(t»),‏ 


ax<tsSb, y(a =a 
إذا ما تكاملت على الفترة [4,8+1]» تتسم بأن‎ 
yt) - yı) = y() dı = 0 f(t, y() dı 


والتمهيدية أن 


fi+1 
y(fi+1) = y+ | f(t, y(t)) dt 26.5) 


ولأنه لا يمكننا عمل تكامل 7017 ,)/ دون معرفة الحل () للمسألة» فيدلا من ذلك 
نعمل تكاملا لكثيرة حدود استكمال داخلى (7)1 ل ((4,7)4)/» المحدد من خلال بعض نقاط 
البيانات المستخرجة سابقًا (زثلا ري ), ... ,(را ررة) ,وس .)١‏ وعندما نفترض بالإضافة إلى ذلك 
أن للا عد (1)(» فإن المعادلة (26.5) تصبح 


(fir) xz W; + 1 P(1) dt 27.5) 


وعلى الرغم من إمكانية استخدام أي صيغة لكثيرة حدود استكمال داخلي للاشتقاق» إلا أنه من 
المناسب جدًا استخدام صيغة نيوتن للفرق المتراجع .Newton backward-difference‏ 

ولاشتقاق أسلوب Adams-Bashforth‏ الواضح ذي 7# من الخطوات» ننشئ كثيرة حدود الفرق 
التراجعى (1)4-/ من خلال 

(f, ,)ل‎ YD), (f1, f(1, YOf-10, << (firim, f (firim, Y(fi+1-m))) 

ولأن ()2-1 عبارة عن كثيرة حدود استكمال داخلى من الرتبة 1 - ”» فإن ثمة عدد :6 ضمن 
(fir 1m, fi)‏ يكون موجودًا مع 
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5 # طرائق متعددة الخطوات 


2 .ع) (). 
(t= rı‏ لل لوس سور سر EDED‏ + وريم = fy)‏ 


وبتقديم متغير الحل t= t+ sh‏ مع hds‏ -:4 ضمن 20-1077 وحدٌ الخطأ. نحصل على 
N (fa, y()) dt‏ ع = f(t, y(0) dt‏ 


i FOE YÊD) 
8 1 m! 


fi 


(t— 80064 — ti-1)۰** (f — ti+1—m) dt 


m-1 E 
= Do Tf vC | ( °) 
k=0 0 \£ 


p™+1 


1 
7 | se مو‎ +m DIE, yas. 10.5 جدول‎ 
۰ 0ل‎ 


و 2 E 8 37 E.‏ 78 3 
n | (4 k‏ تقيم التكاملات 45 () ر “(1 -) لقيم ۸ المختلفة بسهولة» وهي مبينة في جدول (10.5). وعلى 
لت - سبيل المثال» عندما 3 = « فإن 





+ 


1 1 0 
2 ٍ -ى-)(1 -ى-)(ى-)‎ 2 1 
الى‎ / ۶ (4= -| e EE 2 1 
1 5 2 
= 1 (+ + 2 1 
0 
3 
1 ت‎ (= 0 . 
e OE 251 5 
ومن ثم فإن‎ 720 
95 
fi+1 5 2 288 5 
ا‎ f(t, )(( ع 1ك‎ 2 | f (ti, y(t)) + < DVS J) + 2 9 2000+ 
fi 


امير 


1 
+ 7 s6 +6 +m DFE, 74د‎ 
m! Jo 





)28.5( 


ولأن (1 -2 +:) 1٠٠٠١‏ +5)؟ لا تغير الإشارة على [1 ,0]» فإن مبرهنة القيمة الوسطية الموزونة 
للتكاملات يمكن استخدامها لنستنتج أنه لعددٍ ما نلا حيث 1+ > نلا > «-ا+#) فإن حد 
الخطأ في المعادلة (28.5) يصبح 
و سد 2 الاير 
y(E;)) ds‏ ,)9ر1 — s(s + 1( ٠.١) +m‏ / 
0 


m! 


m+1 f(m)( 1 
د كر‎ HEE ال‎ | s(s 1( ٠.) +m - ds 
m! 0 


أو 
بسك 4 
)29.5( 2 ا f (ui, y(i))(-1)™‏ اكز 
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ولكون 41 ((7)1 ,۶)۴ 8 = (#)بر - (+»)ء فإن المعادلة (26.5) يمكن كتابتها على النحو الآتي 


1 5 
J(fi+1) = y(t) + 5 [7 y(t:)) + 2 FORAY E IE Yy(t)) +° 1 
1-s 
+ f*1 f (u, yp D)(= م ( | *ن‎ (30.5( 
0 ١7# 
, = 3 مثال 2 لاشتقاق أسلوب 5-6 ذي الخطوات الثلاث؛ نفترض المعادلة (30.5) مع‎ 


1 5 
J(1) ع‎ y(t) + h [7 y(1:)) + 51 ,)ار‎ y(t)) + 3 ft مر‎ | 


Il 


Y(t) + 108 y(1)) + tft, y(t)) = f(fi-1, y(t-1))] 


2 Sif, y(t) = 2f(f-1, y(f-1)) + f (ti2, امار‎ | 


h 
y(t) + 3234 (f, y(t)) - 16f(ti-1, y(ti-1)) + Sf (ti-2, y(fi-2))] 
وطريقة 80305-83881016 ذات الخطوات الثلاث تعطى‎ 
wo =a, WwW) حت‎ «|, W2 = 2 
h 
Wi+1 = Wi + 23 (f: wi) — 16f (ti-1, Wi-1)] + 5f (i-2, Wi-2)] 
IS2 N<1 
ويمكن اشتقاق الطرائق المتعددة الخطوات باستخدام سلسلة تايلور أيضًا. وقد تناولنا مثا على العملى‎ 
المعتمدة في التمرين (12). وقد شرح الاشتقاق باستخدام كثيرة حدود لاكرنج للاستكمال الداخلي‎ 
.)11( فترى التمرين‎ 
إن خطأ القطع المحلي للطرائق المتعددة الخطوات معرف بقياس الطرائق بخطوة واحدة. وفي‎ 
حالة الطرائق المتعددة الخطوات» فإن خطأ القطع المحلي يعطي مقياسًا لفشل المعادلة التفاضلية‎ 
فى حل معادلة الفرق.‎ 
تعريف 15.5 إذا كان (1)( حل مسألة القيمة الابتدائية‎ 
د كر‎ f(y), ه‎ >>, y(a=a 
وكان‎ 
Wi+1 = dm-1Wi F حل إسزللا سيرك‎ ٠٠١ اجزللا40 عل‎ 


+ hb f (fi+1, Wi+1) حك‎ Dm-1 f (ti, W:) + ٠ ٠١ عد‎ bof (firim, Wi+1—m)] 


5 # طرائق متعددة الخطوات 


مثال 3 
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هو الخطوة 1(5 + ) من طريقة متعددة الخطوات» فإن خطأ القطع المحلي عند هذه الخطوة هو 


E y(t 1) = o. doY(fi+ 1m) 615) 
- [bm f (fir, Y(ti+1)) +°**+ bof (firim, Y(fi+1-m))] 
- دم = ةق‎ 1,8... , N - 1 لكل من‎ 


لتحديد خطأ القطع المحلي لطريقة ۸۵5-85110۲۲١‏ ذات الخطوات الثلاث التي اشتقّت فى مثال 
2)؛ افترض صيغة الخطأ المعطاة فى المعادلة (29.5) والقيمة المناسبة من جدول (10.5) 
3h*‏ 2 
اسار ر۵ سيد = وى أ ( | fu, y=‏ 
0 


وباستخدام حقيقة أن(: )"ر = ١ «)ا١ ١(‏ )۳ / ومعادلة الفرق التي اشتقت في مثال (2)» يكون لدينا 


1 1 و 
IAL y(t)) - 16f(fi-1, y(ti-1)) + 5f (t-2, y(fi-2))]‏ كد 1 24 = Ti+ 1(h)‏ 
SF Sr‏ أ ea‏ توه E TSR‏ 
(ل) چ = | 0ں r‏ 2 
لبعض (1+ن ,2-:1) € „1i‏ 8 


إن بعض الطرائق المتعددة الخطوات الواضحة مع قيمها الابتدائية» وخطأ القطع المحلي المطلوبة هي 
كما يلى. واشتقاق هذه الأساليب مشابه للعملية فى المثالين 2) و 3). 


طريقة آدمز - باشفورث الواضحة ذات الخطوتين 
Adams-Bashforth Two-Step Explicit‏ 


h 
Wir = Wi + 231 wi) — f (fi-1, Wi-1)], (32.5) 
وخطأ القطع المحلي هو ۸:(۸) ”رج = (۸)+:ت» لبعض قيم‎ . 1= 1,2,..., N - 1 حيث‎ 
„i € (fi-1,1i+1) 


طريقة آد مز - باشفورث الواضحة ذات الخطوات الثلاث 
Adams-Bashforth Three-Step Explicit‏ 


wo =a, Wı =Qa, WwW ح‎ 02 
h 
Wir = Wi + 3f (ti wi) - 16f (fi-1, Wi-1) + Sf (Fi-2, Wi-2)], (33.5) 


حيث 1 - ١‏ ,...,3 ,2 = ¡. وخطأ القطع المحلي هو ۸(: )ارج = (۸)رب>» لبعض قيم 


„(Li € (fi-2, 1+1) 
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طريقة آد مز-باشفورث الواضحة ذات الأربع خطوات 
Adams-Bashforth Four-Step Explicit‏ 
Wı = Q1, W2 = Q2, W3 = 3 )34.5(‏ ,يه ح wo‏ 
7 

wir = Wi + [SS (ti, wi) - 59 (i-1, i-1) + 377 (i-2, i-2) = 9f (i-3, i-3)] 
حيث 77-1 ,...,3, 2= 1. وخطأ القطع المحلي هو *8(:م) ©7952 = (۸) 1+ لبعض قيم‎ 
ai € (i-3, 1+1) 
طريقة آدمز-باشفورث الواضحة ذات الخطوات الخمس‎ 


Adams-Bashforth Five-Step Explicit 
wo ,يه ح‎ Wı = ,له‎ W2 = Q2, W3 = 03, W4 = Q4 


Wi+1 = Wi + [1901 wi) - 2774 f (ti-1, Wi-1) )35.5( 

+ 2616 (i-2, i-2) = 1274 (i-3, (مسيسا‎ + 251 (i-4, i-4] 
حيث 77-1 ,...,4,5 = 1. وخطأ القطع المحلي هو ۸°( )جج = (1)8+؛ لبعض قيم‎ 
ستكما‎ ١ „Li € (i-4, i+) 
تُشْتّق الطرائق الضمنية ٠م٣٠ باستخدام (((1+1) ,1 +:4)/. ,+) بوصفها رأس استكمال داخلى‎ 
ي‎ 1 f )1, إضافية في تقريب التكامل 4 ((1)ر‎ 
إن من الطرائق الضمنية الأكثر شيوعًا ما يأتي:‎ 


i رك ونيف ل‎ Adams-Moulton Two-Step Implicit 


h 
Wir = Wi + SS (i1: wi+1) + 8f (fi, Wi) — f (fi-1, Wi-1)], (36.5) 
لبعض‎ ٠+١ )۸( = - وخطأ القطع المحلي هو ۸(:) ي‎ .: = 1,2,..., N - 1 حيث‎ 
سل م‎ € (i-1 fi+1) قيم‎ 
طريقة آدمز-مولتون الضمنية ذات الخطوات الثلاث‎ 
Adams-Moulton Three-Step Implicit 
wo ,له جح‎ Wı ,1له حت‎ W = 02 )37.5( 
h 
wir = Wi + 24S (fi+1, wi+1) + 19 f (t;, wi) — Sf (fi-1, Wi-1) + f (fi-2, Wi-2)], 
وخطأ القطع المحلي هو 4/(نسم) 7( - = (۸) :٦ء لبعض‎ .: = 2, 3,..., N - 1 حيث‎ 
„li € (i-2, fi+1) قيم‎ 


طريقة آدمز-مولتون الضمنية ذات الخطوات الأربع 
Adams-Moulton Four-Step Implicit‏ 
,03 ح- W=Q2, W‏ 0/150 ح Ww - 0, WwW‏ 


h 
Wi+1 = Wi + 720 251 (i+: wi+1ı) + 646 f (ti, wi) (38.5) 


— 2647 (fi-1, Wi-1) + 106 (fi-2, wi-2) — 19 f (ti3, Wi-3)], 

















5 # طرائق متعددة الخطوات 


مثال 4 
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حيث .1 - ١‏ ,...,4 ,3 = . وخطأ القطع المحلي هو ۸(:) 20 وي - = (۸) إ+ت» لبعض قيم 
„Li € (fi-3,1i+1)‏ 
والمثير للاهتمام هو مقارنة طريقة آدمز-باشفورث الواضحة ذات 72 من الخطوات بطريقة آدمز- 
مولتون الضمنية ذات (1-:7) من الخطوات. وتتضمن كلتا الطريقتين 7# من التقييمات ل / في 
كل خطوة؛ مع وجود الحد ”7(:م) 77+ ضمن خطأ القطع المحلي لهما. وعمومًا فإن معاملات 
الحدود التي تتضمن / في خطأ القطع المحلي تكون أصغر في الطرائق الضمنية مقارنة بالطرائق 
الواضحة. وهذا يؤدي إلى استقرار أكبر مع أخطاء مدورة أصغر بالنسبة إلى الطرائق الضمنية. 
لنأخذ مسألة القيمة الابتدائية 
5 =(0)ر 05+52 1+ y=y-‏ 

والتقريبات من خلال طريقة 8038775-823851710147 الواضحة ذات الخطوات الأربع » وطريقة -5 ۸2٣‏ 
7 الضمنية ذات الخطوات الثلاث» وإن كلتا الطريقتين تستخدم 0.2 .h=‏ 

المعادلة التفاضلية لطريقة Adams-Bashforth‏ هي 
wi) — 59 (fi-1, Wi-1) + 37 (i-2, Wi-2) — 9f (i-3, Wi-3)]‏ ل + Wir = Wi‏ 
ل9 ,...,4 ,3 = :. وعند التبسيط واستخدام 0.2 = 1,۸ + 2/ - ۷ = ( f),‏ و 0.21 = ا تصبح 

ir = 3S; - ررس11.8‎ + 7.4-2 - 1.8-3 - 0.1922 - 0.192 + 4.736] 


والمعادلة التفاضلية لطريقة 5ه؛اناه1/0!-0305م هي 
wi+1 = Wi + Of sa, wr) + 19 f (ti, wi) — Sf (i-1, Wi-1) + f (i-2, Wi-2)]‏ 
ل9 ,...,2,3 -: . وهذه تختصر لتصبح 
[4.736 + 0.1921 - 0.19217 — 2-;س0.2w‏ + i+] = u. 8wi+ı + 27.8w; — wi-1‏ 


ولأجل استخدام هذه الطريقة بوضوح ؛ فإن حل 1+:س يعطي 


1 
Wi+1 = 532 8wi — wi-ı + 0.2wس;-2‎ — 0.192; - 0.192 + 4.736[ 
SD 


وقد استخرجت النتائج في جدول (11.5) باستخدام القيم الصحيحة من 0.5٤"‏ -”(1 +4) = (1) ل 
2 ,1» ,» و 3» في حالة طريقة 80308-88871045 الواضحة» ول :© .© و 2» في حالة طريقة 
Adams-Moulton‏ الضمنية. 1 لا 
في مثال (4) أعطت طريقة 5ه؛انا0/ا-80305 الضمنية نتائج أفضل مما أعطته طريقة -8031078 
الواضحة من نفس الرتبة. وعلى الرغم من عمومية الحالة هذه» إلا أن الطرائق الضمنية 
تتسم بالضعف ؛ لأنها تكمن أولا في وجوب تحويل طريقة التمثيل الجبري الواذ ضح إلى لجزلا هذه 
العملية غير ممكنة دائمّا» وكما يمكن رؤيته من خلال افتراض مسألة القيمة الابتدائية 
-(35)0 0275:0295 = 
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کول 15 


3 لصحيحة آدمز- باشفورث الخطأ آدمز-مواتون الخطأ 


Wi Wi 

0.5000000 0.0 

0.8292986 0.2 

1.214087 0.4 
0.0000065 1.6489341 1.6489406 0.6 
0.0000160 227726 0.0000828 2.127314 2.2725 0.8 
0.0000293 2.6408298 0.0002219 2.6410810 2.6408591 1.0 
0.0000478 3.1179897 0.0004065 3.1803480 3.11799415 1 
0.0000731 3.73330 0.0006601 3.33601 3.733400 1.4 
0.0001071 4.333767 0.0010093 434931 4.334838 1.6 
0.0001527 4.815026 0.0014812 4.836655 4.8151763 1.8 
0.0002132 5.03257 0.0021119 5.3075838 5.033470 2.0 


ولأن 0© = (( ,7)4/, فإن لطريقة ۸۵4۳5-۷٥١‏ ذات الخطوات الثلاث معادلة الفرق 
[2- "مع + 5"1 — Wi+ı = Wi + gg + 19e"‏ 

وهذه المعادلة لا يمكن حلها بوضوح ل بزلا 

ويمكننا استخدام طريقة نيوتن أو طريقة القاطع لتقريب 1 +:0:» ولكن هذا من شأنه ت تعقيد العملية 
إلى حد كبير. وعمليًا لا د تستخدم الطرائق ق الواضحة المتعددة الخطوات وفق ما شرح » بل إنها بالأحرى 
استخدم لتجدين التترييات الى كرت من اذك لزنن الواضحة. ويسمى الدمج ما بين الأسلوبين 
الواضح والضمني ”طريقة المتنبئ - الصحح .”prediotor-corrector method‏ تتنبأ الطريقة الواضحة 
بالتقريب » والطريقة الضمنية اهيا التنيؤ. 
لنأخذ الطريقة من الرتبة الرابعة التالية. نحسب فى الخطوة الأولى نقاط البداية 2,3 ,اثلا ,اثلا 
لطريقة 80305-888405 الواضحة ذات الخطوات الأربع » ولعمل ذلك؛ نستخدم طريقة 
بخطوة واحدة ورتبة 4 وهي طريقة 111286-18 من الرتبة 4. بعد ذلك نحسب التقريب 
w2‏ إلى (14)( مستخدمين طريقة 80875-88814018 الواضحة بمنزلة 

wp = قد + وس‎ ws) - S9, (2, w2) + 37 f (tı, wı) - 9f (o, wo)] 


يتحسن هذا التقريب بإدخال و ضمن الطرف الأيمن لطريقة 100ناه/80805-1 الضمنية 
بثلاث خطوات» واستخدام تلك الطريقة بمنزلة المصحح. هذا يعطي 
h‏ 
(t4, wg”) + 19 (3, ws) - 5f (ta, w2) + f (f1, w0]‏ رفاك + وس = wy‏ 

التقييم الوحيد للدالة الجديد الذي تتطلبه هذه العملية وهو (إس ,)/ر ضمن معادلة المصححء 
والقيم الأخرى جميعها ل / قد حسبت في التقريبات السابقة 

تستخدم القيمة 01 بعد ذلك بمنزلة تقريب إلى 1)» ويُعاد أسلوب استخدام طريقة 
803015-10 بمنزلة المتنبئ وطريقة 5ه؛اناه/ا-80308 بمنزلة المصحح؛ لإيجاد التقريب 
الابتدائى س والتقريب النهائى ”س إلى (5ئ). تستمر هذه العملية إلى حين إيجاد تقريب 
إلى (ط)ر = (ہ٤)ر.‏ 


5 # طرائق متعددة الخطوات 
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ويمكن إيجاد تقريبات محسّنة إلى (1+1)( من خلال تكرار صيغة 5د؛اناه1/!-0308م 
h‏ 
كنل u = wi + 42S (i+, iD) FIFE WD =SF CE AES GE‏ 


وعلى أي حال تتقارب (]⁄] نحو التقريب المعطى من خلال الصيغة الواضحة بدلا من الحل( +1)ر» 
وعادة ما يكون استخدام تقليص في سعة الخطوة أكثر كفاءةً إذا ما دعت الحاجة إلى دقة أكبر. 
وتستند الخوارزمية (4.5) إلى طريقة 80305-83881088 بمنزلة المتنبئ وتكرار واحد لطريقة -803:05 
Moulton‏ بمنزلة الصحح؛ مع قيم بداية تستخرج من طريقة a٤)-عع«ںR‏ من الرتبة 4. 
متنبئ- مصحح آدم من الرتبة 4 
Adams Fourth-Order Predictor-Corrector‏ 
لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 

y= f(y), axsts<b, y(a@ (=a 
:]64,5[ عند (1 + /2) من الكرّراد المتساوية التباعد فى الفترة‎ 
.» شرط ابتدائي‎ >١ المدخلات: نقاط النهاية » و ط» عدد صحيح‎ 
.1 المخرجات: التقريب س إلى لر عند (1 + /1) من قيم‎ 


h= )(- 0(/3[ ضع‎ 
وا‎ =a 
ونلا‎ = a 

الخرجات (مس ,10) . 


.,5 - 3 عند 3 ,2 ,1 = اء طبق الخطوات‎ 
(.Runge—Ku!ia (احسب القيمة البدائية مستخدما طريقة‎ 
Kı = hf (fi-1, Wi-1) 
K2 = hf (tıı + h/2, wi-ı + K,/2) 
K3 = hf (tıı + h/2, wi-ı + K2/2) 
وكا‎ = hf (tı-ı +h, ررس‎ + K3) 


wi = wı-ı + (K| + 2K2 + 2K3 + K4)/6 ضع‎ 
f =a + ih 
.)11, المخرجات (إللا‎ ] 5 | 


عند ل ,...,4 = اء طبق الخطوات 7 - 10. 


1 =a +ih 

w = wa + h[55 f (ts, wa) — 59 f (t2, w2) + 37 f (tı, wı) 
— 9f (to, wo)/24 (التنبؤ زس)‎ 

w = wa + h[9f (t, w) + 19 f (t3, wa) — 5 f (t2, w2) 
+ f (fı, wı)]/24 ) (صحح رس‎ 


م | 
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مثال 5 


جدول 12.5 


إدوارد آرثر ملنی 
)1896-1950( 

Edward Arthur Milne 
عمل في البحث الباستي خلال‎ 
الحرب العالمية الأولى. وبعد‎ 
ذلك فى مرصد الفيزياء للطاقة‎ 
الشمسية في جامعة كامبردج.‎ 
وفي عام 1929 تم ترشيحه‎ 
لکرسی روز بول 1ا8 عو5ناه86‎ 


الا .لالا فى جامعة أوكسفورد. 


إن اسم سمبسون 51010501 
مرتيط بهذه التفنية» لأنها دست 
إلى قاعدة سمبسون للتكامل. 


Initial-Value Problems For Ordinary Differential Equations 


عند 2 ,1 ,0 = زر 


ضع بن = رم (حضر الإعادة التالية) 


يتضمن جدول (12.5) النتائج المستخرجة باستخدام الخوارزمية (4.5) لمسألة القيمة الابتدائية 

5 = (0)ر 0>2 2+1, -ر=y‏ 
مع 10 = .N‏ النتائج هنا أدق مما هي في مثال 4) التي استخدمت المصحح فقط (أي طريقة 
tonاMou-Aa2ms‏ الضمنية)» ولكن هذا ليس دائمًا. 


الخطأ 
ly: — wil Wi Yi = y(t) 0‏ 
0.0 0.5000000 0.5000000 0 
0.2 0.8292986 0.8292933 0.0000053 
0.4 1.214087 1.2140762 0.0000114 
0.6 1.6489406 1.6489220 0.0000186 
0.8 2.12725 2.277206 0.0000239 
1.0 2.6408591 2.6408286 0.0000305 
12 3.1799415 3.1799026 0.0000389 
1.4 3.7334000 3.73355 0.0000495 
1.6 4.834838 4.2834208 0.0000630 
1.8 4.8151763 4.8150964 0.0000799 
2.0 5.054720 7 2322 0.0001013 


وهناك طرائق أخرى متعددة الخطوات يمكن اشتقاقها باستخدام تكامل كثيرات حدود استكمال 
داخلى على الفترات بصيغة[ ++ ,ر1]ل 1 - + > » لإيجاد تقريب إلى (+4)<. وعند تكامل كثيرة 
حدود استكمالَ داخلى على الفترة 1ب1 ,3-:14» فإن التمهيدية هى ”طريقة ملن 560090 “Mine's‏ 
i+ = Wi-3 + Df, wi) — f (ti-1, Wi-1) + 2f (Fi-2, Wi-2)]‏ 
التي فيها القطع ( )3“ من أجل قيمة ما (4+1,:-) © 4 تستخدم هذه الطريقة أحيانا 
كمتنبئ لطريقة سمبسون الضمنية ل0طاء" .Sim p0”‏ 
wi+1) + 4f (ti, wi) + f (i-1, Wi-1)]‏ لح ]2 + wir = Wi-1‏ 

التي لها خطأ قطع محلي (:8)ر(۸/90)- لبعض قيم (4-1,8+1) © #» والمستخرجة من 
خلال تكامل كثيرة حدود استكمال داخلي على الفترة [ +1 ,-]. 

خطأ القطع المحلي المرتبط بطريقة متنبئ - مصحح من نوع S0”‏ 8/1106 أقل عمومًا 
من طريقة .Adams—Bashforth- Moulto‏ 
لكن لهذا الأسلوب استخدامات محددة؛ بسبب مشاكل تدوير الخطأ التي لا تظهر مع عملية 
5. سنتناول تفاصيل هذه الصعوبة فى الفصل (10.5). 


5 # طرائق متعددة الخطوات 
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مجموعة التمارين 6.5 


EXERCISE SET 

ك استخدم طرائق 80875-88884045 لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وفى كل حالة 
استخدم قيم بداية صحيحة» وقارن النتائج بالقيم الحقيقية : 

2 


y)( = re™ - ا بل‎ +e 


أ y= te*-2y, 02-51, y(0=0‏ مع 0.2 = ۸ الحل الحقيقي 
ب. 1= )ر ,3 45 >2 ,( -) +1 = مع 0.2 - الحل الحقيقي < +۲ = 0), 
ج 2 > 1<tS2, y(1)‏ 4/ +1 = ۷ مع 0.2 = ۸ الحل الحقيقي 2۲ + ۲1۸۲ = (/)2, 
د 1= 1,200 > > 3/0 هن + e021‏ = "ا مع 0.2 = ۸ الحل الحتيي دهم و = 321224( 
2. استخدم طرائق ۸۵45-845۸٥۲۲١‏ لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وفي كل حالة 
استخدم قيم بداية مستخرجة من طريقة 148نا»ا-0096ا8 من الرتبة 4» وقارن النتائج بالقيم الحقيقية : 
1 دميو Û<ı<‏ كاك جد = ير مع 0.1 = الحل الحقيقي م = ()ر. 
ر 


= ر مع 0.1 =۸ الحلا 5 
8 ا 200 
2 


1= 2 03 


د. y(0)=1‏ ,1 5غ >0 44/17 + يزه - - ال مع 1 = ۸ الحل الحقيقى 30-7 -4/ - 
3. استخدم طرائق 80308-83871014 لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وفي كل حالة 











ات 
ب د (1) ,2 155 , 
180 0 3 


+y)/t, 1545 3. y(1)=-2‏ *) > امع 0.2 =« الحلا قيقي = ()ن: 


استخدم قيم بداية مستخرجة من طريقة 148نا»ا-©09/ا8 من الرتبة 4» وقارن النتائج بالقيم الحقيقية : 
5 مه په £ 

1 ك 2 - ھک ما 1 = 

. 1 )بر ,2 5 ع1 ,0( - مز = بر مع 0.1 م الحل لحقيقي سس )نر 
ب.0 = (1)ر ,3 5غ >1 1+y/t+)y/1)”,‏ = رمع 2 = ۸ الحل الحقيقى (هل)هم؛ = ()ر. 
ج 2- -2,2)0 > ۲ > 3(,0 + ر)(1 + ر) - حبر مع 0.1 =۸ الحل الحقيق (دم + )ره +3- - (نار. 


د. 4 = Sy+5P+2t, 0> > 1, y(0)‏ -ح بر مع 1 =۸ الحل الحقيقي كسم + = زان 

4. استخدم طرائق ۸٥ااا‏ ۸۵2۳5-۷ جميعها لتقريب حلول التمرين 1 ر أ چ د). وفي كل حالة 
استخدم قيم بداية صحيحة» وضمّن حل ۷+1 وقارن النتائج بالقيم الحقيقية. 

5. استخدم الخوارزمية (4.5) لتقريب حلول مسألة القيمة الابتدائية في التمرين (1). 

6. استخدم الخوارزمية (4.5) لتقريب حلول مسألة القيمة الابتدائية في التمرين 2). 

7. استخدم الخوارزمية (4.5) لتقريب حلول مسألة القيمة الابتدائية في التمرين (8). 

8. غير الخوارزمية (4.5) بحيث يكون بالإمكان تكرار الح لعدد 2 من المرات. كزر التمرين (7) 
مع 2,3 = م و 4 من المرات. ما اختيار م الذي يعطي أحسن جواب لكل مسألة للقيمة الابتدائية؟ 


9. مسألة القيمة الابتدائية 
1 -(3:]0 :0:20 2 + 102 ,«مبدابو 
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لها حل y(t) = 1- In(1 -— et)‏ 
إن تطبيق طريقة 1100نا80875-1/0 بثلاث خطوات على هذه المسألة يعادل إيجاد النقطة الثابتة +٠‏ ل 
g(W) = W; + 24 (9e" + 19e" — 5e™i-1 + ge"i-2)‏ 

أ. مع 0.01 = ۸ء أوجد ۷+١‏ من خلال تكرار دالية ل 19 ,...,2 = : مستخدمًا قيم بداية صحيحة 
Wor Wı‏ و .W2‏ استخدم في كل خطوة :۷ لتقريب ابتدائي إلى .Wir1‏ 
5 .هل ستعمل طريقة' نيوتن على تسريع التقارب غما هي مع تكران ذالية؟ 
0. استخدم طريقة Predictor-Correetor‏ Simpson-neاMi‏ لتقريب حلول مسألة القيمة 
الابتدائية في التمرين (3). 
1 . اشتق المعادلة (32.5) باستخدام صيغة لاكرنج لكثيرة حدود استكمال داخلي. 
ب. اشتق المعادلة (34.5) باستخدام صيغة الفرق e‏ لنيوتن لكثيرة حدود استكمال داخلي. 
2. اشتق المعادلة (33.5) من خلال الطريقة الآتية» ضع 

y(t) = y(t) + ahf (ti, y(t) + bhf(ti-1, y(ti-1)) + chf (i-2, y(fi-2)) 
في سلسلة تايلور حول ((4,2)4)؛ وعدّل معاملات‎ )-٠, «)٠-1(( وسع ((2-:1) ,-:۶)1 1+« و‎ 
.a,b, ا‎ h”, n? 
اشتق المعادلة (36.5) وخطأ القطع المحلي لها باستخدام صيغة مناسبة لكثيرة حدود‎ .3 
ا داخلي.‎ 
اشت شتق طريقة 5 من خلال تطبيق قاعدة 515205025 للتكامل‎ .4 


f(t, y()at‏ 0 = لبمار - لريةار 
fi-1‏ 
5. اشتق طريقة كعم[ من خلال تطبيق صيغة ءءاه٣-«هاسم.‏ المفتوحة (المعادلة (29.4)) 


للتكامل. y(fi-3) = 8 f(t, y()) dt‏ - لبمار 
6. تحقق من بيانات جدول (10.5). 


fi-3 





طرائق متعد دة الخطوات متغيرة السعة 
Variable Step-size Multistep Methods‏ 


تستخدم طريقة ع۲٥‏ ط1ط٤4-۴٤اKu-معRun‏ للسيطرة على الخطأ؛ لأنها في كل خطوة بتكلفة 
إضافية قليلة تعطي تقريبين يمكن مقارنتهما وربطهما بخطأ القطع المحلي. إن أساليب المتنبى - 
الصحح تنتج دائمًا اثنين من التقريبات عند كل خطوة؛ و من ثم فإنهما مرشحان طبيعيان لتبني 
السيطرة على الخطأ. ولتوضيح عملية السيطرة على الخطأ؛ سننشئ طريقة المتنبئ - الصحح متغيرة 
السعة مستخدمين طريقة 40305-82580110 الواضحة بأربع خطوات بمنزلة المتنبئ» وطريقة 
tonاMou-۸ams‏ الضمنية بثلاث خطوات بمنزلة الصحح. 
وتأتي طريقة Adams-Bashforth‏ بأربع خطوات من العلاقة 

(fr) = y(t) + L155 f(, y(t) - 59f(fi-1, y(fi-1)) 


: N : کرد ما 251 و‎ 
+ 37 ,)م‎ y(fi-2)) — 9f (fi-3, Y(ti-3))] + ر‎ (û:)h 
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لبعض القيم (1+ة ,3-) € :. بافتراض أن التقريبات :10 , ... ,101 ,و« جميعها صحيحة يؤدي 
إلى خطأ قطع 
0 
(39.5) 1 ر GD‏ 
h 720‏ 
وإن التحليل المماثل لطريقة 0305-1/0101108م8 بثلاث خطوات تأتى من 


0 
(+1) = Y(t) + qf (tir1, Y(ti+1) + 19f (ti, y()) - 5f (i-1, (i-0) 


(2:)h*‏ 5 ج 
f (i-2, J(2] - og FF‏ + 
لبعض القيم (1+:2:1-) © نت يؤدي إلى خطأ قطع محلي 


Y(fi+1) = Wirt 
h 


وللمضي في ذلك أكثر؛ يجب أن نفترض أن لقيم ۸ الصغيرة يكون 
:)ر e‏ :)ر 

إن فاعلية أسلوب السيطرة على الخطأ تعتمد مباشرة على هذا الافتراض. 

وإذا طرحنا المعادلة (40.5) من المعادلة (39.5) يكون لدينا 


19 
E Oa)“ 
= zg (Dk (40.5) 


Wi+1 - W 


e 6 5 3 5ر4‎ 
1 Ê SD, و‎ Fe, 
7 70 51y (2:) + 19y (2:)] 7y (A) 


ولذلك 


8 ۰ 
Wi - 0 )41.5(‏ وير بح )ر 


واستخدام هذه التمهيدية لحذف الحد المتضمن (:)7429 من المعادلة (40.5) يعطي التقريب 


لخطأ القطع المحلي ل 
19wir - wl‏ ةا 8 19n‏ ا انا د رو ا 
h ET 1 270k‏ 5 


رضي أننا الآن نعود إلى المعادلة (40.5) ت سعة خطوة جديدة ٩۳‏ وتوليد تقريبات جديدة 
0ش و 1+:ش» والهدف اختيار 4 بما يحقق كون خطأ القطع المحلي المعطى بالمعادلة (40.5) 
ا بحد سماح ٤‏ المبين فقا . فإذا افترضنا أن القيمة (ر) )بر في المعادلة (40.5) المرتبطة ب ب 
7 مقربة أيضًا مضا المعادلة (41.5) فإن 

19q“h“ [ 8 
E (ls - | 

ونحتاج إلى اختيار 4 ليكون 
اجام - رمسا “و19 يي ابش - (۹۸ + هارا 

qh 200 h 


Jz‏ )0 ازا ^ 2 _ qh) — irl‏ + مادا 
qh 720‏ 


ع > 
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بمعنى أننا نختار ‏ ليكون 


1/4 1/4 
7 he ) 1 he ) 
4 > | لسا‎ x ww 
19 wi — wl wir — wl 


عددًا من افتراضات التقريب قد افترضت فى هذا التطويرء لذا تختار 4 عمليًا وبتحفظ» وعادة 
تكون 1/4( 
جا e‏ 


lwi+ı - wO 

إن التغيير فى سعة الخطوة للطريقة المتعددة الخطوات أكثر تكلفة من حيث تقييمات الدالة مقارنة 
بطريقة الخطوة الواحدة؛ إذ يجب حساب قيم البداية الجديدة المتساوية التباعد. وتمهيدية لذلك 
نتجاهل عادةٌ تغيير سعة الخطوة ما دام أن خطأ القطع المحلي ما بين 8/10 و8؛ بمعنى أن 
اباس = سا19 ے انیس =( ا _ ر ار 6 
ا 0 7 = lti+1(h)|‏ ˆ 10 
وبالإضافة إلى ذلك» فإن 4 تعطى حدًا أعلى لضمان أن تقريبًا دقيقا واحدًا على غير العادة لا 
يظهر خطوة ذات سعة كبيرة جدًا. وتعتمد الخوارزمية (5.5) هذه الحماية مع حد أعلى 4. 

وتذكر أنه لكون الطرائق المتعددة الخطوات تتطلب سعة خطوات متساوية لقيم البداية» فإن 
أي تغيير في سعة الخطوة يتطلب بالضرورة تكرار حساب قيم بداية جديدة عند تلك النقطة. وقد 
تم ذلك في الخوارزمية (5.5) من خلال استدعاء خوارزمية 02نا1086-16ا1 الجزئية (الخوارزمية 
05 

تنبى- 31م د #خطوة مق 
Adams Variable Step-Size Predictor-Corrector‏ 
تقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 

JY=f(hy), ه‎ > >, y(a =a 

مع خطا قطع محلي ضمن حد سماح معين : 
المدخلات: نقاط النهاية a‏ وb»‏ شرط ابتدائی 0 جد سماح ‘TOL‏ أكبر سعة خطوة «hmax‏ 
أصغر سعة خطوة ۳i۸‏ ۸. 
المخرجات: i, 1, WN,‏ حيث عند الخطوة «i‏ فإن :للا تقرب ›y( f)‏ وقد استخدمت سعة 
الخطوة ۸ أو ظهرت عبارة تفيد بأن أقل سعة للخطوة قد تم تجاوزها. 


> 6 


هي خوارزمية جزئية من طريقة 111786-16110]8 من الرتبة 4: وتسميتها 
X2, 03, X3(‏ ,2لا X1,‏ , إلا X0,‏ ,0ا ,)4 NRK‏ وتقبل سعة خطوة :/ بوصفها مدخلات وقيمة 
البداية (0:د):ز عد ر۷ وتعيد [3 ,2 ,1 = ز | (زلا,زد)] معرفا وفق ما يلي : 


عند 3 ,2 ,1 = ر؛: ضع j=,‏ يدون رت Ki‏ 
(2/ 1 + درط ,8/2 + K2 = hf (xj-ı‏ 

K2/2)‏ + رم ,8/2 + hf (xj-ı‏ = كا 

K4 = hf (xj-ı +h, uj-1 + K3) 
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uj = uj-1 + (K1 + 2K2 + 2K3 + K4)/6:; 
Xj; = xo + jh. 


wo = a 


h = hmax 
.)4 ]م (سيستخدم لتنفيذ الحلقة في الخطوة‎ 40 =1 


0= 1.457 (سيؤشر متى تحسّب القيمة الأخيرة). 
الخرجات (0 ,10) 
استدع )13 RK4(h, Wo, to, Wı, fı, W2, f2, W3,‏ 
ضع 1 = N۴1۸6‏ ( يشير إلى حساب من .)۸K۸4‏ 
i= 4‏ 
t= +h‏ 


بما أن (1 = ۸6Gا۴).‏ فطبّق الخطوات 5 - 20. 


h 
WP = wi-ı + 435 (4-1, wإ-1(‎ - 59 f )1-2, ضع (2-زننا‎ 


f (t-3, w-3) - 9f (t-4, Wi-4)];‏ 37 + (التنبؤ :س) 
/ 
WC = j-1 + 3f, WP) + 19f (i-1, i-1)‏ 


) صحح للا‎ ( — 5f )1-2, Wi-2) + f (i-3, Wi-3)]; 
o = 19|WC - WP|/(270R). 


إذا كان 701 > 0 فطيّق الخطوات 7 - 16. رقبلت التمهيدية). 
وإلا فطبق الخطوات 17 - 19. (رفضت التمهيدية). 


ضع 
۷٤١ “‏ = زس (قبلت التمهيدية). 
3 
إذا كان 1 = N۴146‏ فإنه عند ¡ ,1 - 2,1 - 3,1 - 1 در 
تكون الخرجات (/ , زللا ر ,). (النتائج السابقة مقبولة أيضا). 
وما عدا ذلك تكون المخرجات (۸ ,ز۷ ,]1 ,1). (قبلت النتائج السابقة). 


إذا كان1 = 1۸57 فضع 
0 = ۴46 ( الخطوة التالية هي 20). 
وإلا فطبّق الخطوات 10 - 16. 


إذا كان 701 0.1 > ت أو 5 < ۸ + زا فطبق الخطوات 12 - 16. 
( زد ۸ إذا كانت أدق من المطلوب أو أنقص ۸ لجعل 0 بمنزلة نقطة شبكية). 
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إذا كان 4 < ۾ فضع 4۸ = 1 
ما عدا ذلك ضع اي = ۸. 


| 4 | إذا كان 7741 >< فضع hmax‏ = 


إذا كان م < ,47 + مات h= (b-‏ 

LAST = 1‏ 
استدع RK4(h, Wi-1, fi-1, Wi, fis Wi+1, 1+1, Wi+2, 1i+2)‏ 
ضع 1 = NFLAG‏ 
3 + + = : ( الفرع الحقيقى قد استكمل: والخطوة التالية هى 20). 
ضع ““'((701/)20) = و ( فرع فاشل من الخطوة 6. التمهيدية مرفوضة). 
إذا كان 0.1 > بو ضع 0.1۸ = ۸ 

h= 

إذا كان h > hmin‏ فضع 0 = FLAG‏ 
المخرجات ( ۸ص۸ تم تجاوزه). 
وما عدا ذلك إذا كان 1 = N۴1۸6‏ فضع 3 - ¡ 
( النتائج السابقة مرفوضة أيضا). 


RK4(h, Wi-1, i-1, Wi, fi, Wir, li+1, Wi+ 


استدع (1+2 ,2 


= f + | ضع‎ 





لا 
جدول 13.5 1 |y() - wil 3 hi i y(n)‏ 
0 0.5 0.5 
x 10-6 0.1257017 0.7002318 0.7002323 0.1257017‏ 4.051 0.0000005 
x 10-6 0.1257017 0.9230949 0.9230960 0.2514033‏ 4.051 0.0000011 
x 1076 0.1257017 1.167387 1.84 0.3771050‏ 4.051 0.0000017 
x 10-6 0.1257017 1.4317480 1.4317502 0.5028066‏ 4.051 0.0000022 
x 10-6 0.1257017 1.7146306 1.7146334 0.6285083‏ 4.610 0.0000028 
x 10-6 0.1257017 2.0142834 2.0142869 0.7542100‏ 5.210 0.0000035 
x 10-6 0.1257017 2.383720 2.23844 0.8799116‏ 5.913 0.0000043 
x 10-6 0.1257017 2.655687 2.6556930 1.0056133‏ 6.706 0.0000054 
x 10-6 0.1257017 2.99219 2.9926385 1.1313149‏ 7.604 0.0000066 
x 10-6 0.1257017 3.3366562 3.332 1.2570166‏ 8.622 0.0000080 
x 10-6 0.1257017 3.6844761 3.6844857 1.3827183‏ 9.777 0.0000097 
x 10-6 0.1030100 3.969743 3.9697541 1.4857283‏ 7.029 0.0000108 
x 1076 0.1030100 221 4.2527830 1.5887383‏ 7.029 0.0000120 
x 10-6 0.1030100 4.3330137 4.5310269 1.6917483‏ 7.029 0.0000133 
x 1076 0.1030100 4.8016488 4.8016639 1.7947583‏ 7.029 0.0000151 
x 10-6 0.1030100 5.0615488 5.0615660 1.8977683‏ 7.760 0.0000172 
x 107° 0.0255579 2224 5.1239941 1.9233262‏ 3.918 0.0000177 
x 1078 0.0255579 5.1854751 5.1854932 1.9488841‏ 3.918 0.0000181 
x 10-5 0.0255579 5.2459870 5.2460056 1.9744421‏ 3.918 0.0000186 


0.0000191 3.918 x 1078 0.0255579 5.3054529 5.3054720 2.0000000 
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مثال 1 


يتضمن جدول (13.5) النتائج المستخرجة باستخدام الخوارزمية (5.5) لإيجاد تقريبات لحل مسألة 
القيمة الابتدائية 5 = (0)ر 0>1>52 2+1 سر دبر 


التي لها حل 'ء0.5 -1(2 + ) = (7)ر. وتتضمن المدخلات حد السماح 2701-10-5 أكبر 
سعة خطوة 0.25 = «ه7870؛ وأصغر سعة خطوة 0.01 = «8. وقد أدرجنا فى العمود الخامس 


من جدول تقدير الخطأ © رين (ی)ں رے |0)ين ‏ پا “1 -. 
oi = 77 0 W; | y(t) - w:|‏ .- 





مجموعة التمارين 7.5 


EXERCISE SET 9‏ 
1. استخدم خوارزمية ادمز المتنبئ - المصحح لسعة خطوة متغير مع حد سماح 10-4 = 701 
5 = بمهه/ و 0.025 = ”۸ لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية؛ وقارن النتائج 
بالقيم الحقيقية : 
أ. 0= te“ -2y, O<1t<1, y(0)‏ = ر الحل الحقيقى ge + e‏ — قوم = )1(„ 
ب. 1 = (2)ر ,25+53 ,ت2(بر-ع) +1 در الحل الحقيقى 7 -1/)1 t+‏ = )1(„ 
ج. 2 - )بر ,2 > >1 ,#/ر +1 بر الحل الحقيقي 2 جما = قار 
د. 1 - (0)ر ,1 > >0 ,3 cos2+ sin‏ = “بر الحل الحقيقى +31 sin21t - 1 cos‏ } = 
2. استخدم خوارزمية آدمز المتنبئ - المصحح لسعة خطوة متغير مع 10-4 = 701 لتقريب حلول 
مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن النتائج بالقيم الحقيقية : 
أ 1 = (1)ر ,1.2 < 1<1 (y/ + y/t,‏ = '« مع الحل الحقيقي 0.05 = ×۸ و 0.01 = «نسبط. 
ب. 0 = (0)ر ,1 > ۲ > 0 ,' © + اك = لا مع الحل الحقيقي 0.2 = حوس( ( 0.01 = ٠۸‏ 
ج 2 -- (1)بر,3 > 1 15 ,)ر + 1/2)22) = y'‏ مع الحل الحقيقي 0.4 = .hmin = 0.01 g hmax‏ 
د. 1 = (0)ر ,1 > 1 > 0 ,4/7 جر -= رمع الحل الحقيقي 0.2 = hmax‏ و 0.01 = „hmin‏ 
3. استخدم خوارزمية آدمز المتنبئ - المصحح لسعة خطوة متغير مع 10-6 = 701» 0.5 = ×۸4 
و 0.02 = ”۸ لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية» وقارن النتائج بالقيمة الحقيقية : 
1 1 = (1)ر ,4 > ۲ > 1 ,/ر) -م/ر = « الحل الحقيقى (0ما + 1)/ = (1)ر. 
ب. 0 = (y/), 1<1 < 3, y(1)‏ +۲/ر +1 = بر الحل الحقيقى ttan(lInt)‏ = )نر 
ج. 2 -= (0)رر ,3 > 1 > 0 ,(3 + 2ر)(1 +ر) -= ر الحل الحقيقي 1( + 2)1 +3 - = )نر 
د. ‡ = (0)ر ,2 > >0 ,م - 35ر(ة,2 + )) = 'ر الحل الحقيقى -(ء6 + 21 +3) = (۲)ر. 
4. أنشئ الخوارزمية متنبئ- مصحح آدم بسعة خطوة متغير بالاعتماد على طريقة 
Adams-Bashforth‏ ذات الخطوات الخمس وطريقة 4013705-3401016008 ذات الخطوات 
الأربع. كرّر التمرين (3) مستخدمًا هذه الطريقة الجديدة. 
5. دائرة كهربائية تتضمن مكثفا بتكثيف ثابت 1.1 = © فارادي على التوالي مع مقاوم بمقاومة 
ثابتة 2.1 = 80 أوم. مررت فولتية 11051۸۲ = ()6 عند الزمن 0 = , وعندما ترتفع رتبة حرارة 
المقاوم » فإن المقاومة تصبح دالة للتيار ة» :4 +80 = ۸)١(‏ حيث 0.9 = »» والمعادلة التفاضلية ل 
EE E 8‏ 
تصبح 3 Ro J dt CROC ROC dE‏ 
أوجد (2):» مفترضا أن 0 = (1)0. 
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5555-1 5 طرائق الاستكمال الخارجي Extrapolation Methods‏ 


استخدم الاستكمال الخارجي في الفصل (54) لتقريب تكاملات محدودة» حيث وجدنا أنه 
عن طريق أخذ المعدلات الصحيحة للتقريبات بطريقة شبه المنحرف غير الدقيقة نسبيًا نستطيع 
عمل تقريبات جديدة» وتكون دقيقة إلى حدَّ بعيد. وسوف نطبق في هذا الفصل الاستكمال 
الخارجى لزيادة دقة التقريبات لحل مسائل القيمة الابتدائية. وكما لاحظنا سابقّاء يجب أن 
يكو للتقزيباتالأضلنة'امتداد خطا يصيغة معيدة التكوق العدلية اتاجحة: 
لتطبيق الاستكمال الخارجي في حل مسائل القيمة الابتدائية ؛ فإننا نستخدم أسلوبًا يعتمد على 
طريقة النقطة الوسطية 
w-1 + 21 (ti, Wi) )42.5(‏ = ربز لكل 1<1 
يتطلب هذا الأسلوب قيمتين للبداية ؛ بسبب الحاجة إلى كل من مس و س قبل التمكن من تحديد 
أول تقريب لنقطة وسطية دس. وإحدى القيمتين عادة هي الشرط الابتدائي ل نه = (4) = وللا. 
ولتحديد نقطة البداية الثانية «مة؛ نطبق طريقة أويلر . وتوجد التقريبات اللاحقة من المعادلة (42.5). 
وبعد سلسلة من تقريبات هذا النوع المتولدة التي تنتهي عند القيمة ۲» فإننا نجري تصحيحًا لنقطة 
نهاية يتضمن آخر تقريبين لنقطة النهاية. وهذا يعطي التقريب (/,)0 ل (/)( وصيغته 


)43.5( “تبزية y() = w(t, h) + 3 J‏ 
k=1‏ 
حيث إن »8 عبارة عن ثوابت تعود إلى مشتقات الحل (7)7. والنقطة المهمة هى أن 86 لا تعتمد 


على سعة الخطوة #. وتوجد تفصيلات هذه العملية في ورقة بحثية ل 60) 67899. 
ولتوضيح أسلوب الاستكمال الخارجي لحل 1 

f) 6 2+ 25, 3640-8‏ ع )از 
نفترض خطوة بسعة ثابتة 27# وأننا نرغب فى تقريب (۸ + )ر = (4)(. 
وبالنسبة إلى خطوة الاستكمال الخارجي الأولى نضع ۸/2 = 280 ونستخدم طريقة أويلر مع 
© = وها لتقريب (۸/2 + )ر = (70 + 4)ر وهى 

1 إننا‎ = wo + hof (a, o) 

وعند تطبيق طريقة النقطة الوسطية مع » = ر-:ا و ۸/2 +ه = مط +ه = : لعمل أول تقريب 
ل (2۸ + )ر = (۸ + )ر وهو 
w2 = wo + 2hof (a + ho, w1)‏ 
إن تصحيح نقطة النهاية يطبق لإيجاد التقريب النهائي ل (/ + »)7 عند سعة خطوة 270 وهذا 
يؤدي إلى ظهور التقريب (0)۸0 إلى (0) 

yı,ı = }[wa + wı + hof (a + 2ho, w2)] 
لقد وفرنا التقريب 1« تقريبّاء وأهملنا النتائج الوسطية س و دس.‎ 
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لإيجاد التقريب التالي 2.1 ل (7)8؛ نضع ۸/4 = :28 ونستخدم طريقة أويلر مع به = مس 
لإيجاد تقريب ل hı) = y(a+ h/4)‏ + هار الذي سنرمز إليه ب س: 
wı = wo + hı f (a, wo)‏ 
بعد ذلك نقرب (5/2 + y(a+ 2800 = y(a‏ مع 2 و )3۸/4 y(a+ 3h) = y(a+‏ مع 3 حيث 
w2 = wo + 2h, f (a + hı, w1)‏ و ws = wı + 2h, f (a + 2h1, w2)‏ 
ثم نوجد التقريب 104 ل (40) = (4۸ + )ر حيث 
w4 = w2 + 2h, f (a + 3h1, w3)‏ 

إن تصحيح نقطة النهاية يطبق الآن على 13 و 4" للحصول على تقريب (0)۸7 محسن ل (1)( 

f (a + 4h1, w4)]‏ رط + وس + [ws‏ = ررور 
وبسبب صيغة الخطأ المعطى فى المعادلة (43.5)؛ فإن التقريبين ل (۸ +4)« يتميزان بالآتى: 


1 n\* Fk 
+h) = E E E [| يت ورك و حج وفك‎ 
E I 0 :)( EET 


AN n\* h? 8 
روز = ...+ (4) + (4) 1+ »= + »ر‎ +81 16 2356 256 


ويمكننا حذف جزء (0)۸7 من هذا الخطأ المتقلص من خلال عمل معدل هاتين الصيغتين على 
نحو مناسب. وعلى نحو خاص» فإذا طرحنا الصيغة الأولى من 4 أمثال الثانية وقسمنا الناتج 
على 23 يكون لدينا 1 
+ =( .»30 + ور = y(a + h)‏ 

و من ثم فإن تقريب ()7 المعطى من خلال 

O21 — Y1) 3‏ + ور = يور 
له خطأ من رتبة (0)/4. 
وباستمرار هذا الأسلوب» نضع بعد ذلك ۸/6 = د۸ ونطبق طريقة أويلر مرة واحدة» ثم نتبعها 
بطريقة النقطة الوسطية خمس مرات» وبعد ذلك نستخدم تصحيح نقطة النهاية لتحديد تقريب 
2 1 إلى (80) = (7)4+8. ويمكن إيجاد معدل هذا التقريب مع 2,1 للحصول على 

يب (0004 الثاني الذي نرمز إليه ب 3,2. ومن ثم فإن معدل 3,2 و 02,2 من شأنه إلغاء 
حدود خطأ (0)۸ وإعطاء تقريب بخطأ من رتبة (0)76. ويمكن توليد صيغ أخرى من الرتبة 
أعلى باستمرار العملية. 
والفرق المعنوي الوحيد ما بين الاستكمال الخارجي المطبق هنا وذلك الذي استّخدم في تكامل 
Romberg‏ في الفصل (5.4) يكمن في طريقة اختيار التقسيمات الجزئية. إن لتكامل 1580:3618 
صيغة مريحة لتمثيل تقريبات قاعدة Composite Trapezoidal‏ التي تستخدم تقسيمات متتابعة 
لسعة الخطوة بكرّراد صحيحة . ... ,64 ,32 ,16 ,8 ,4 ,2 ,1. يسمح هذا الإجراء لعملية عمل 


المعدل بالاستمرار وفق أسلوب سهل المتابعة. 
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جدول 14.5 


الخوارزمية تستخدم نقاطا مع 
تقسيمات بالصيغة 3 .2 
اختيارات أخرى يمكن استخدامها. 


6016م 
ارزمية 





1 


| 


!ِ 


: 


ونحن لا نملك وسائل للحصول على تقريبات منتقاة بسهولة لمسائل القيمة الابتدائية» لذا فإن 
تقسيمات أساليب الاستكمال الخارجى تختار لتقليل عدد تقييمات الدالة المطلوبة. وعملية عمل 
المعدل ناتجة من هذا الاختيار للتقسيم الجزئي» والمبينة في جدول (14.5)» وهي ليست بهذه 
البدائية» ولكن العملية هي نفسها التي استخدمت في تكامل .Romberg‏ 


Yı,1 = w(t, ho) 
h2 
Y2, = w(t, hı) ورور‎ = ya + zs ت‎ 
0-7 


2 n2 
Y3, = w(t, h2) وو ی + رور = وور (1 ۷2 = رو کی + ور = رور‎ ¬ 2 2( 
hi h2 ho ey h2 


تستخدم الخوارزمية (6.5) أسلوب الاستكمال الخارجي مع متتالية كزراد صحيحة بصيغة 
2= 4 6د دوقع 8 = و 12 دوقع 16 = g5‏ 4 = 46 و 32 = 4 
تختار سعة خطوة رئيسة 27# وتستمر الطريقة باستخدام رو// = ۸ لكل من 7 ,...,0 -: 
لتقريب (۸ +)«. ويعد الخطأ مسيطرًا عليه على أن تحسّب التقريبات 2,2000 1,1١‏ حتى يكون 
lyri = Yi- 1 i-ı|‏ أقل من حد السماح المحدد» وإذا لم تصل إلى حد السماح عند 8 -: تخفض 21 
ويعاد تطبيق العملية. تحدّد القيمة الدنيا ۸1١‏ والقيمة العليا ه772 د۸ لضمان سيطرة الطريقة. 
فإذا وجدت :7 مقبولة فإن اللا تعطى ل اا۷ وتبدأ الحسابات مجددًا بتحديد ۷2 التى ستقرب 
.«)١( = «)4+ 20(‏ وتعاد العملية إلى أن يكون التقريب 0 إلى (0)< قد حرّد. ٠‏ 
الاستكمال الخارجى Extrapolation‏ 
تقريب حل مسألة القيمة الابتدائية 
y(a =a‏ ,>> ه f(y),‏ حار 
مع خطأ قطع محلي ضمن حد سماح معين: 
المدخلات: نقاط النهاية ۾ و ط» شرط ابتدائي »» حد سماح ,2701 أكبر سعة خطوة ×۸4[ 
أصغر سعة خطوة 111111/. 
المخرجات: ۷,۸ ,7 حيث 17 تقرّب (7)4 وقد استخدمت سعة الخطوة #» أو ظهرت عبارة 
تفيد بأن أقل سعة للخطوة تم تجاوزها. 


هيّئ الصف (32 ,24 ,16 ,12 ,8 ,6 ,4 ,2( = .NK‏ 
ضع 


70-4 © 
WO 
h = hmax 


FLAG ) FLAG = 1‏ سبستخدم لتنفيذ الحلقة فى الخطوة 4). 
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عله 7 .1,2 توغ رما + زر 
ضع ( ملحوظة: ‏ 82/82 = ز :© ). (NKi,1/N Kj)?‏ = ر:0© 


ضع 1 دم 


0 = ۴146 ( وعند حصول الدقة المطلوبة» ضع 1= «(NFLAG‏ 


HK = h/INKe 
T=TO 
. W2= WO 
) E1٤۲ أولى خطوات أويلر‎ ( ۷3 = W2 + HK ۰ f(7, W2( 
T= 70 + HK 
j= lc, 5گ 1 - ع1 7ق‎ 
WI = W2 چ‎ 
W2 = W3 
(طريقة النقطة الوسطية)‎ W3 = ۷1 + HK ٠ f)7,W2( 
T= TO+(j+ 1)‘ HK 
J = [W3 + W2+ HK‘ f(7, W3)[/2 ضع‎ 
. 0۸,1 تصحّح نقطة النهاية لحساب‎ ( 
.13 - 11 إذا كان 2 < / فطيّق الخطوات‎ 
,رؤز 5 رين لأنه قد‎ J-2 5 ¥)-2 2... ¥1 5 ملحوظة:1-»,1-»¥‎ ( 
حُفظ السطر السابق للجدول فقط).‎ 
فع دار‎ 
0 -1,۸-1 رر = 5 زر حفظ‎ 
ما دام (2 < ر) فاعمل الآتي:‎ 
ا“‎ 5-7 
وعرن و0‎ 1 5 


(استكمال خارجي لحساب 2+ز-۾ م( = 1-ز3 ) 


+ رر = رز 


إذا كان 701 > |۷ - رر| فضع 1 = 1/1106( 
(تُقبّل (١‏ بمنزلة س الجديدم. 


إذا كان 0 = 7/7740 فطبّق الخطوتين 17 و 18. ( التمهيدية مرفوضة). 
أيضا طبق الخطوتين 19 و 20. ( التمهيدية مقبولة). 
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الباب 5 مسائل القيمة الابتدائية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية 


جدول 15.5 


ضع ۸/2 = ۸ (قيمة جديدة ل ا مرفوضة › أنقص ۸). 


إذا كان ۸۳1۸ > ۸ فإن 
المخرجات ( ۸۳1۸ تم تجاوزه). 
ضع 0 - 1140 


(فرع صحيح قد استكمل: الخطوة الآتية هي الذهاب إلى الخطوة 4). 


ضع ,در = ۷0 ( قيمة جديدة ل س مقبولة). 
ضع | +70 -1:0 
الخرجات )| W0,‏ ,70) 
إذا كان طا < 0 7 فضع 0 = ۴۸6 (العملية استكملت بنجاج). 
وما عدا ذلك إذا كان 5 < ۸ + 0 1 فضع 70 -ط =۸ 
(توقف عند م = ۲) 
وما عدا ذلك إذا كان (3 > ۾ و (:ده0.5)871 > ۸) فضع ,/2 = ۸. 
(زيادة سعة الخطوة إذا أمكن). 


لنأخذ مسألة القيمة الابتدائية 





5 = (0)ر 0152 1+ -ر=y‏ 


Initial-Value Problems For Ordinary Differential Equations 


التي لها حل 0.5 -(1 +) = ()ر. ستطبّق خوارزمية الاستكمال الخارجي على هذه المسألة 
مع 0.25 = ۸› 10-19 = 701 و 0.01 = ۸ص۸ وقد استُخرج جدول (15.5) ضمن حساب 
(2)0.25 > رس 
تتوقف الحسابات مع ووز = س؛ لأن 10-17 > إ|وور - ووز| وقد قبلت 5 بوصفها تقريبًا 
إلى (0.25): = (8): تكون المجموعة الكاملة لهذه التقريبات دقيقة» والمواقع المعطاة في جدول 
(5.16) أيضا. 


2 == ورور 
0 == ورور 1 = 2ور 


J4.3 = 0.920487294 34,4 =` 7‏ 0.92047186 = 74,2 
7 = وو[ 17 `= برو[ 0.920487216 = Js,3‏ 6 `= روز 


جدول 16.5 


بجح | ها ها ي ی لك نينا دن دن 


fi Yi = y(t) Wi hi 


0.25 0.920487217 0.920487297 0.25 
0.50 1.4256393646 1.453986 0.25 
0.75 2.003917 2.003999917 0.25 
1.00 2.6408590858 2.6408590858 0.25 
25 3.3333853 3.1333852 0.25 
1.50 4.0091554648 4.0091554648 0.25 
175 4.6851986620 4.685198669 0.25 
2.00 53334719505 3.334719505 0.25 


9 = 71,1 
8 `= روز 
9 `= 73,1 
6 = 4,1 
3 = روز 
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إن البرهان الذي بينته الطريقة في تقاربات الخوارزمية (6.5) يتضمن نتائج من مبرهنة الجمع 
التى يمكن إيجادها فى ورقة [61] ععهاG‏ البحثية الأصلية. وهناك عدد اخر من عمليات 
الاستكمال الخارجي المتوفرة» وبعضها يعتمد أساليب سعة الخطوة. وبشأن أساليب إضافية 
تستند إلى عملية الاستكمال eS‏ انظر أوراق ([BS1], [BS2], ]853( Bulirsch and Stoer‏ 
أو كتاب [5]6] :5]6]16. تتضمن الطرائق المستخدمة في Bulirsch and Stoer‏ استيفاءً داخليًا مع 
دوال معقولة بدلا من كثيرة حدود الاستكمال الداخلي المستخدم في عملية 61388 . 





مجموعة التمارين 8.5 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم خوارزمية الاستكمال الخارجي مع حد سماح 0.25= ×4 hn‏ ,101-10-4 و 0.05 = hmin‏ 
تقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الاتية » وقارن النتائج بالقيم الحقيقية: 
ا O<t<l, y(0)=0.‏ ,بر امع = 'ر الحل الحقيقى e‏ + لع - .y() = te‏ 
ب. 1 - (2)ر ,3 5+ >2 ,(ر -ع) +1 = بر الحل الحقيقى (: -1/1 .y() = t+‏ 
ج. 2 =(1)ر 1٤1٤2,‏ ا بز لجل ایی ند +ع هله - 0 
د. 1= cos2t+ sin3t, 0> +5 1, y(0)‏ = = '« الحل الحقيقي $ +3 ومه ل - .y() = }sin2t‏ 
2 استخدم_ خوارزمية الاستكمال الخارجي مع 10-4 = TOL‏ التقريب حلول مسائل القيمة 
الابتدائية الآتية: 
أ. 1 > ylt, 1<t<12, yD‏ + 0/( = '¥ مع 0.02 = hmin‏ و 0.05 = .hmax‏ 
ب. 0 = sint + e ', 05 25 1, y(0)‏ = رمع 0.02 = hmin‏ و 0.25 = .hmax‏ 
.hmax = 0.5  hmin = 0.02 ga y' = )1/ 0022 + y), 1> 45 3, J(1) =-2‏ 

.hmax = 0.25  hmin = 0.02 مع‎ y'=-ty+ ,ريه‎ Ostsl, y(0)= 
TOL = 10 ,hmax = 0.5 و‎ hmin = 0.05 استخدم خوارزمية الاستكمال الخارجي مع‎ .3 
: تقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية الآتية› وقارن النتائج بالقيمة الحقيقية‎ 
ر)١(‎ = أ.1 = (1)ر ,4 >>1 ,/ر) -١/ر = بر الحل الحقيقى (/ها +1)/؛‎ 
ب.0 = (1)ر ,3 5 >1 ,/() +۲/ر +1 = "ا الحل الحقيقى (ها)هم؛ = )بر‎ 
ج.2 - = (0)ر ,3 >0 ,(3 +ر)(1 +«) - - ير الحل الحقيقي ١-(2-م +2)1 +3 - - (1)ر‎ 
ر الحل الحقيقى 2 رتوم ب 2 + 3) = (ز)نر‎ = )+ aay, OSS OS F0 
ليمدّل (:) عدد الأشخاص في مجتمع عند الزمن 4: مقيسًا بالسنوات. فإذا كان معدل الولادات‎ .4 
ط ثابئّاء ومعدل الوفيات 4 يتنآسب مع حجم المجتمع (بسبب الكثافة السكانية المفرطة)» فإن‎ 
معدل نمو المجتمع مُعطى من خلال المعادلة اللوجستية‎ 
0 5 رمم‎ 

حيث ()7* = 4 افترض أن 10-2 ×2.9 = ط ,976 ,50 = (5)0 و 10-7 1.4 = + أوجد حجم المجتمع 
بعد 5 سنوات. 








5 معادلات عالية الرتبة وأنظمة المعادلات التفاضلية 
Higher - Order Equations and Systems of Differential Equations‏ 
يتضمن هذا الفصل مقدمة للحل العددي لمسائل القيمة الابتدائية العالية الرتبة. والأساليب 
العروضة محددة بتلك التي تتضمن تحويل معادلة عالية الرتبة إلى نظام معادلات تفاضلية 


4 الباب #5 مسائل القيمة الابتدائية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية Initial-Value Problems For Ordinary Differential Equations‏ 


تعريف 16.5 


مبرهنة 17.5 


بالرتبة الأولى. وقبل شرح عملية التحويل» نحتاج إلى بعض الملاحظات ذات العلاقة بأنظمة 
تتضمن معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى. 
إن نظامًا من الرتبة 7# لمسائل القيمة الابتدائية من الرتبة الأولى تمتلك الصيغة 
4 
Um)‏ مرهلا fi(fi,‏ = 2 


du 
0 = f(t, Ui, مرولا‎ Um) 


dum 
= = fmt, U1, رهلا‎ Um) (44.5) 
لم8 >4 > همع الشروط الابتدائية‎ 
aS مره‎ HO r O) 2 بوة‎ )45.5( 


الهدف هو إيجاد ” من الذوال «# ,...,2 ,1“ من شأنها تحقيق كل واحدة من المعادلات 
التفاضلية مع الشروط الابتدائية جميعها. 

ولناقشة وجود الحلول لأنظمة المعادلات ووحدانيتها؛ فإننا نحتاج إلى توسيع تعريف شرط 
Lipschitz‏ لدوال بعدة متغيرات. 


الدالة («۷ 1,٠٠٠.١‏ ,4)/ المعرف على المجموعة 


u; < oo}‏ < هم رط tS‏ ك D= (t,u1,..., Um) |a‏ لكل {i= 1, 2,... , mM‏ د 
يقال إنه يحقق شرط 162ء5م1ا على 2 فى المتغيرات «؛ ,...,2 ٠1,‏ فى حالة وجود ثابت 
0 < ا حيث 9 
)46.5( ازع حرف رح ط كالمة ,...,21 [F(t ui,..., un) = f(t,‏ 
j=1‏ 
لكل من (سنة ,۷1,۰۰۰ ,4) و (سے ...21 ,4) ينتمى إلى 2. ل 


وباستخدام مبرهنة القيمة الوسطية» يمكن إثبات أنه إذا كانت 7 ومشتقاتها الجزئية الأولى 
متضلة: غلى :20 واوا کان ED‏ 
Qu;‏ 


لكل من ...2 ,1 = i‏ و Un)‏ , ...1لا ,1) جميعها ضمن (1) فإن 4 يحقق شرط یمن1 على 
« مع ثابت #انطءوم نآ 7 . (انظر [141 .م ,8115]) »2 وفيما يلى مبرهنة الوجود والوحدانية الرئيسة» 
ويمكن إيجاد برهانها في [152-154 .مم ,1ذ8]. 
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افترض أن 

{i= 1, 2... , m لكل‎ 2- (f, ...رولا ها‎ , Um) | كه‎ t 5 م رط‎ < u; < o0} 
وليكن (رملا , ...رركا ,)بر لكل من ” ,...,1,2 = : مقصلا على 22 ويحقق شرط #الطءومانآ‎ 
هناك. إن نظام المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى (معادلة 44.5) ضمن الشروط الابتدائية‎ 
(معادلة 45.5) له حل وحيد #)رلة , ...,(1)4ه لط > ۲ > ه. ل‎ 
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إن طرائق حل أنظمة المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى عبارة عن تعميمات لطرائق معادلة 
الرتبة الأولى المفردة التى قد شرحت مبكرًا ضمن هذه الوحدة. وعلى سبيل المثال فطريقة 
سكلءع مد التقليدية من الرتبة 4 المعطاة بالصيغة 


wo = ,له‎ 


kı = hf (fi, wi), 


=f (+ $. w+ hk). 

ka =f (+ $. w+ le). 

k4 = hf (fi+1, Wi + k3), 

و wı + kı + k2 + 2k + k4)‏ = ربزس لكل من 1 - N‏ ,...,0,1 =1 
المستخدمة لحل مسألة القيمة الابتدائية من الرتبة الأولى 

y= f(y), astSb, y(a =a 
: يمكن تعميمها كما يلي‎ 
/(ه - 5) = /. قسّم الفترة [5 ,»] إلى 7 من‎ N عدد صحيح؛ وضع‎ N < 0 افترض أن اختيار‎ 
الفترات الجزئية مع النقاط الشبكية‎ 

مز جه دن لكل من N‏ ,...,0,1 در 
استخدم الرمز ز:/ا لكل من N‏ ,...,1 ,0 = ز و" ,...,2 ,1 = ا لتمثيل تقريب إلى (ر٤)»‏ 
بمعنى أن ز:10 تقرب الحل بتسلسل ‏ وهو (۲):» للمعادلة (44.5) عند النقطة الشبكية را بتسلسل 
'ر. أما الشروط الابتدائية» فضع : «انظر شكل 5.5) 


W1,0 = Q1, W2,0 = 02, ... , Wm,0 = Om )47.5( 


7 
بير‎ [m(@) = © 
W2 


m3 
W2 2 050 
9 W3 


Ww 4 7 ¥ )رما‎ 
9 23 زمره‎ =a, 4 


+ 4 ع‎ 
4 = fo fı 1 








افتقرض أن القيم زوفل . .. مزيوقا .وق قد حسبت» فنجد 1+ز,1» من خلال حساب 
1+ز,Wm‏ , ۰۰۰ ,1+ز,W2‏ من خلال حساب 
Wm,j), (48.5)‏ , .< و زوللا kii = hfi(tj, W1,j,‏ 


h 1 1 1 
kai = hf (4 + go Wiy + 31.1 w2,j + 3k12: ae o e kn) (49.5) 
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h 1 1 1 
kay hf (4 + 3 w1,j + 3k21 w2,j + 322: a aE kan) (50.5) 
Kai = hfi(t; +h, زرونلا و1 إمريرهة‎ + Set Wm, j + k3m) )51.5( 
5 ثم بعد ذلك‎ 
Wi,j+1 = Wi,j + g k1: + 2k2.i + 2k3,i + K4) (525) 


وذلك فى المعادلات جميعها لكل من ۳ ,...,1,2 = 1 
ولكل من ” ,...,2 ,1 = : انظر أن القيم ,,.,6 ,...,۸2,» يجب حسابها قبل أن نتمكن 
من حساب أي من الحدود ذات الصيغة :,۸2. وعمومًا يجب حساب كل من ”,۸1 ۸1,2,٠٠٠١‏ ,۸,1 
قبل أي من القيم :,:+,6. تنفذ الخوارزمية (7.5) طريقة من الرتبة الرابعة لأنظمة مسائل القيمة 
الابتدائية. 
طريقة رونج-كوتا لأنظمة معادلات تفاضلية 
Runge-Kutta Methods for Systems of Differential Equations‏ 
تقريب حل نظام من رتبة 7# لمسائل القيمة الابتداثية من الرتبة أولى 

SLMS a)‏ عد bt u‏ 45> مع زه = (هازر» 
لكل 7 ,...,1,2 = ز عند (1 + )١‏ من الأرقام المتساوية التباعد في الفترة [ط ,»]: 
المدخلات: نقاط نهاية ( ,»» عدد المعادلات لاز عدد صحيح: را ابتدائية ست , .“1,۰٠٠‏ 
المخرجات: التقريبات زم إلى (/)ز؛ عند (1 + /2) من القيم ل٤.‏ 


ki,j = REFE WI, Wiy <<. Wa) زز ضع‎ = 2... 
غلك 888 جلا = ز ضع‎ 
ريا‎ = hf; (t + 4 wı + kin, w2 + k12, Wn + kı.) 
2ك 3 = ز ضع‎ @ ml 


ks. = راط‎ (t + $, wı + ka, wa + ...وها‎ , un + Bkam) 


عند 70 , ...,2 ,1 = زضع 
hfj(t +h, w1 + k3,1, wa + K3, 3, ... , Wn + K3.)‏ = ريا 
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2 


علد 7# ...1:2 > رهم 
ب 


wj = wj + (kı,j + 2k2,j + 2k3,j + رع‎ 6 


TTT mele 


Ri gia المخرجات (مثلا‎ 





مثال 1 إن قانون 16055 ينص على أن مجموع كل التغيرات اللحظية في الفولتية حول دائرة مغلقة 
يساوي صفرّاء ويؤدي هذا القانون إلى أن التيار (/)1 فى دائرة مغلقة مقدار مقاومتها كصطه ۸ 
وحمل مقداره »٤‏ وحث مقداره 1» ومصدر فولتية مقداره ٤)1(‏ يحقق المعادلة 
LI'(t) + RI(t) + I(t) dt = E(t)‏ 
إن التيارين (1)۲ و (1)1 في الحلقتين اليسرى واليمنى على التوالي من الدائرة المبينة في شكل 
(6.5) هما الحل لنظام المعادلات 1 
12 -21/)0 +1هاء - )611(1 + 21,00 


- (1)ج1‎ dt + 4(1) + -0)ج6]1‎ Iı(t)] = 0 





افترض أن المفتاح في الدائرة مغلق عند الزمن 0 = ۲» وبذلك 0 = (1)0 و 0 = (7:)0. طبّق الحل 
ل )1 في المعادلة الأولى» وفاضل المعادلة الثانية» ومن ثم عوّض ())1 لتحصل على 
9 0 = )1(0 , 6اجيلة + يله - (يل رط fit,‏ ={ 


B= f(t, h, b) = 0.6I{ - 0.2] = - 2.41, + 1.6 + 3.6 , D(0) = 0‏ 
والحل الصحيح لهذا النظام هو 
I(t) = - 3.3757” + 1.875 ^* + 1.5‏ 
L(t) = - 2.25%” + 2.25 *‏ 
سنطبق طريقة a))اK-ءع«ن۸‏ من الرتبة 4 لهذا النظام مع 1 = م وحيث 0 = (1)0 = ,رس 
و 0= (12)0 = 2س فإن 
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kı,ı = hfı(fo, W1,0, w2,0) = 0.1 f(0, 0, 0( = 0.1)-4)0( + 3(0) + 6( = 0.6 
kı2 = hfz(fo, رورس‎ w2,0) = 0.1 f(0, 0, 0) = 0.1)-2.4)0( + 1.6)0( + 3.6( = 6 
روز‎ = hfı (to + }h, موس رط + ورس‎ + kı2) = 0.1 زر‎ )0.05, 0.3, 0.18) 
= 0.1)-4)0.3( + 3)0.18( + 6( = 4 
k22 = hf (to + }h, wı.o + }kı,1, ووس‎ + kı2) = 0.1 f2(0.05, 0.3, 0.18) 
= 0.1)-2.4)0.3( + 1.6)0.18( + 3.6( = 8 
وتوليد بقية المدخلات بنفس الأسلوب يعطينا‎ 


fı(0.05, 0.267, 0.1584) = 0.54072‏ )0.1( = روا 

k32 = (0.1) (0.05, 0.267, 0.1584) - 4 

fı(0.1, 0.54072, 0.321264) = 0.4800912‏ )0.1( = ريغ 

ka,2 = (0.1) f2(0.1, 0.54072, 0.321264) = 0.284 و‎ 

وتمهيدية لذلك 
2k2,1 + 2k3,1 + K4,1)‏ + )ل + wı,o‏ = رورس بح (11)0.1 
0.5382552 = )0.4800912 + (2)0.54072 + (2)0.534 + 0.6( 1 + 0 = 

12)0.1( ¥ ووس = روس‎ + }(kı,2 + 2k22 + 2k3,2 + k4,2) = 3 و‎ 


وتتولّد البيانات المتبقية فى جدول (5.17) بنفس الأسلوب. 


جدول 5 1 زرالا زوللا ارس - )111(1 زوس — (رع)ج1| 
0.0 0 0 0 0 
x 1075 0.8285 × 10-5 0.3196263 0.533250 0.1‏ 0.5803 
x 1075 0.1514 x 10-4 0.5687817 0.9684983 0.2‏ 0.9596 
x 10-4 0.1907 x 10-4 0.7607328 1.310717 0.3‏ 0.1216 
x 1074 0.2098 x 10-4“ 0.9063208 1.581263 0.4‏ 0.1311 


0.1240 x 10-4 0.2193 x 10-4 1.014402 1.793505 0.5 


يحتفظ مابل 1/3816 بالحرف 0 ويمكن استخدام الأمر ۷#اهءل في 342165 لحل أنظمة معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى. 
للتعبير عن المشتقة. 8 
ويُعرّف النظام في مثال (1) من خلال 
>sys2:=D(u1)(t)=-4*u1 (t)+3*u2(t)+6,D(u2)(t)=-2.4*u1 (t)+1.6*u2(t)+3.6;‏ 
والشروط الابتدائية من خلال 
>init2:=u1 (0)=0,u2(0)=0;‏ 
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يكون حل النظام من خلال الأمر 
:((2)0نا,() 1 >sol2:=dsolve({sys2,init2},{u‏ 
لإيجاد 
ااا + e‏ - = )2ه s02 = 1)1) = 3- 22 + BEI,‏ 
ولحصر الحل في صيغة دالة؛ استخدم 


2/50-)ے 15 ر 20-)ے 23 
8۴ 8۴ 


>r1:=rhs(sol2[2]); 


>r2:=rhs(sol2[1]); 
الذي يعطي استجابة مماثلة.‎ 
ولتقييم (0.5)» و (2)0.5٨؛ استخدم‎ 
>evalf(subs(t=0.5,r1));evalf(subs(t=0.5,r2); 


لتحصل على 1.793527048 و 1.014415451. 


سيفشل الأمر ©05017 لو كان ثمة حل ضمنى لا يمكن إيجاده. ويمكننا فى تلك الحالة 
استخدام معادلة عددية في ©0500 التي تطبق أسلوب Runge-Kutta-Fehlberg‏ وعلى سبيل 

المثال فإن 
>g:=dsolve({sys2,init2},{u1 (t),u2(t)},numeric);‏ 


يعيد العملية 


g = proc(rkf45x)... end proc 


ولتقريب الحل عند 0.5 = ۲؛ أدخل 
>g(0.5);‏ 


لإيجاد 
[t = .5, u2(t) = 1.01441545470291761, :1)( = 1.79352705243766586[‏ 
تتضمن العديد من المسائل الفيزيائية المهمة» مثل الدوائر الكهربائية ونظم الاهتزاز مسائل القيمة 
الابتدائية ومعادلاتها من الرتبة أكبر من 1. ولا يتطلب الأمر أساليب جديدة لحل هذه المسائل» 
ويمكننا من خلال إعادة تسمية المتغيرات» تخفيض المعادلة التفاضلية من الرتبة العالية إلى نظام 
معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى» وبعد ذلك نطبّق إحدى الطرائق التي شرحت. إن مسألة 
قيمة ابتدائية عامة من الرتبة ” 
PD), astsb‏ "اين ...يزيز )م = y™()‏ 
مع شروط ابتدائية بره = (م) "ر , ... ,يه = (۵)'ر ,ره = (ه)ر يمكن قلبها إلى نظام 
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مثال 2 


معادلات بصيغة المعادلتين (44.5) و(45.5). 
لتكن , ...,(4)"ز = (2)1» ,(1)« = ():» و() ""« = (1). هذا يعطي النظام من الرتبة الأولى 





dini. A 1‏ 5 _ اك _ dy _ 5 dua‏ _ اناك 
U QA dE CUE E IR eA‏ 
dun _ dy" (m) (m-1) 1‏ 
م OFS OR rt‏ "الو واي او NS OY‏ ست كب 
Um)‏ ع f(t,‏ =" "ار i E7 0 ١١‏ 
مع شروط ابتدائية 
o,‏ = (0) 0 "ر = y)a) = 2, ..., ua)‏ = ماي ,ره = u(a) = y)a)‏ 


افترض مسألة القيمة الابتدائية من الرتبة الثانية 
2y' + 2y = 2 sin‏ ”زر لکل 1 > 05 مع 0.6 - = (0)بر ,0.4 - = (0)ر 
ليكن (۲)ر = (1)» و ()'ر = (2)۲»» وهذا يحول المعادلة إلى النظام 


u(t) = u(t), u(t) = e” sint - 2«(1) + 212(1) 


شروط ابتدائية 
E‏ 6 - = )2)0 ,0.4 - = )0(„ 


وستّستخدم طريقة 12اناك0086-1ا18 من الرتبة الرابعة لتقريب حل هذه السألة باستخدام 0.1 = ۸ . 
الشروط الابتدائية تعطى 0.4- = ,رس و 0.6- = م2س. المعادلات من (48.5) إلى (51.5) 

0 = زر تعطى 
kı,ı = hfı(fo, Wı,0, w2,0) = hw2,0 = -6 8‏ 
2w2,0] = -4‏ + و رس2 — W2,0) = h[e*® sinto‏ رورس kı,2 = hfz(to,‏ 


h 1 1 1 
رط = ريغ‎ ( + gr Wo + 31.1 w2.0 + k2) = hlw20 + لمج‎ = 0.062 


h 1 1 
k22 = hf2 ( 3# 3 10 3 31.1 w2,0 + k2) 


1 1 
=h و‎ sin(to + 0.05) - 2 (wı. + دم‎ 9 (so + (| 
=~ 7 


1 
kı =k (2 + |د‎ - 8 


1 1 
kı2 =h i sin(to + 0.05) - 2 (n. + kı) +2 (zo + (| 


= - 7 
ka,ı = h [w2,o + k3,2] = -94 
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جدول 18.5 

7(1) = «(1) 1j 
— 0.40000000 0.0 
- 7 0.1 
- 05 0.2 
= 5 0.3 
- 0.64661028 0.4 
x= 5 0.5 
-- 9 0.6 
- 0.1880 0.7 
07 08 
1-4 09 
-0-6 10 


فى ©16م113 المشتقة اليونانية 
(1) !"0 محددة ب ()(ل)(©©0). 


3 
ريز‎ = hı ] 2061017 sin(to + 0.1) — وررس)2‎ + ks,1) + 2(w2,0 + 3,2)] =  -ا-8‎ 


ومن ثم فإن 
2k3,1 + 4,1) - -3‏ + و2 + )ل + Wı,o‏ = رورس 


3 1ا- = W2,0 + (kı2 + 2k22 + 2k3,2 + k4,2)‏ = روس 


القيمة 1.1" تقرب (0.1ومء2 -0.1هزو) (0,262)01 = (0.1)ر = (1)0.1» والقيمة 12.1 تقرب 
(0.1ومء 3 -0.1مو4) (0,22201 = (0.1)ثر = (0.1)ير 
وتوجد مجموعة القيم .1" و 12 عند 10 ,...,1 ,0 = 7 باستخدام طريقة 2ااناكا-ه6عهنا1 من 
الرتبة الرابعة» وقد عُرضت في جدول (18.5) وقورنت بالقيم الحقيقية ل 


u(t) = 0.2e(sint — 2cos1)‏ و .u2() = «(1) = 0.22 (4 sint — 3cos1)‏ ل 
ز, اللا (رك)د» = )7(1 زوللا |y)1;) - wı,‏ اروس - (t;)‏ را 
0.40000000 ¬ 0.6000000 — 0.60000000 — 0 0 
x 1077 —-= 4 - 4 —- 4‏ 3.7 8-1 
x 10-6 8.3 x 1077 - 0.645 - 0.6401478 - 0.5588‏ 1.01 
x 1077 1.39 x 10-6 —- 1 - 0.61360 -= 4‏ 8.34 
x 1077 209% 108 -- 03 -- 21 --- 1‏ 1.79 
x 1077 2.71 x 10-6 -= 0 - 5 76‏ 5.96 
TIS 10 341 10-6 -= 7 - 444 - 0‏ 
x 10-6 0.22899702 0.2289917 - 5‏ 4.05 10-6 2:03 
x 10-6 4.56 x 10-6 0.77199180 0.7719815 - 0.113‏ 5.30 
x 10-6 4.76 x 10-6 155 1.534764 - 0‏ 9.54 
x 10-6 2 63 241 -= 6‏ 4.50 10-5 × 1.34 


يمكننا أيضًا تطبيق 050176 من 04216 على معادلات برتب أعلى. ولتعريف المعادلة التفاضلية 
في مثال (2)؛ استخدم 


>def2:=(D@@2)(y)(t)-2*D(y)(t)+2*y(t)=exp(2*t)*sin(t); 
ولوصف الشروط الابتدائية ؛ استخدم‎ 
>init2:=y(0)=-0.4, D(y)(0)=-0.6; 
ويستخرج الحل من خلال الأمر‎ 


>sol2:=dsolve({def2,init2},y(t)); 
لإيجاد‎ 
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(20) 


s02 := ()ر‎ = - e )و‎ + e sin) 


ولحصر الحل فى صيغة دالة باستخدام 
>g:=rhs(sol2); 0‏ 


ولإيجاد (1.0)ع = ›y)1.0(‏ أدخل 
>evalf(subs(t=1.0,g));‏ 


الذي يعطى التمهيدية 0.3533943558 -. 
وطريقة 14-۴۲11۲۲2 K-ع«u‏ ۸ متوفرة أيضا لمعادلات برتب أعلى من خلال الأمر ©0507 مع 
خيار عددي. ندخل الأمر 

>g:=dsolve({def2,init2},y(t),numeric); 
Maple مع استجابة‎ 

g:= proc(rkf45x)... end proc 

ويمكننا تقريب (1.0)( باستخدام الأمر >g(1.0);‏ 
لنحصل على 


| 2.57874665940482072 = ر2 ,4676 - - = (1)ر ,1.0 = / 


يمكن توسيع طرائق الخطوة الواحدة الأخرى للنظم بالأسلوب نفسه» وعند توسيع طرائق 
سيطرة الخطأ مثل طريقة ع۲٥‏ ط[ط۴-aااK-معRun»‏ يجب فحص دقة كل مركبة من الحل 
لعددي ,(W1js W2j, ... , mj)‏ وفى حالة كون أي من هذه المركبات غير دقيقة» يجب إعادة 
حساب الحل العددي (ز س , ۰۰۰ ز2 1 برمته. 

ويمكن توسيع طرائق متعددة الخطوات وأساليب المتنبئ - المصحح أيضًا للنظم. وفي حالة 
ستخدام السيطرة على الخطأ مرة أخرى» فإن كل مركبة يجب أن تكون دقيقة. وإن توسيع 
أسلوب الاستكمال الخارجي للأنظمة ممكن أيضّاء لكن ستشمل الرموز إلى حدٌ ما. وإذا كان هذا 
للوضوع يستقطب اهتمامك فانظر [5810118/1]. 

إن نظريات التقارب وتقديرات الخطأ للأنظمة هى نفسها التى تناولناها فى الفصل (5.10) 
لعادلة مفردة» فضلًا عن أن الحدود معطاة بدلالة صيغ المتجه» وهو الموضوع الذي سنتناوله في 





لباب السابع. ([45-72 .مم,6621] مصدر جيد لهذه النظريات. 





مجموعة التمارين 9.5 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم طريقة 8-1612نا1 للأنظمة لتقريب حلول أنظمة المعادلات التفاضلية الآتية من 
الرتبة الأولى» وقارن النتائج بالحلول الحقيقية. 


u = 3u + 2u2 — (27 + 162, (0)ر»‎ = 1 . 
u) = 4u + u2 + (1 + -ع2‎ 4)e™, u(0)= 1; 0> 1> 1: h=02 


5 # معادلات عالية الرتبة وأنظمة المعادلات التفاضلية 
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الحلول الحقيقية 2 + ع2 + كع =( )رى و ع بام كم = )رين 
و 0 = u, = - 4u — 2u2 + cost + 4sint, u,(0)‏ 
0.1 م 22 > >0 :1 -- (0)ي» 3sinf,‏ ديه + u} = 3u‏ 
الحلول الحققة ”2 +22ه3 -= (1)رu‏ 9 صنو + 2-2 - u() = 2e‏ 
ج 1= u = u2, u(0)‏ 
u = - u ¬ 2# + 1, u2(0) = 0‏ 
u =u ~e’ + 1, u(0)= 1: 05145 22 h=0.5‏ 
الحلول الحقيقية ,ومع + ,مزه - = (1)» و 
u(t) = - sint + cost — ©‏ ,1 + اك u(t) = cost + sint‏ 
د. 1 = u = u — us +t, u(0)‏ 
u = 5:2 (ONS‏ 
Ostsl; h=0.1‏ :1 -- (0)يه u =u +e',‏ 


الحلول الحقيقية 1 + = ()ي ,م - 2 + 1 + 0.25 + 0.0515 - = ()» و 
احم دع + 0.251 = u(t)‏ 

2 استخدم طريقة Runge-Kutta‏ للأنظمة لتقريب حلول أنظمة المعادلات 
الرتبة الأولى» وقارن النتائج بالحلول الحقيقية. 

أ 1 -- (0)» 


التفاضلية الآتية من 


u = u =~ u2 + 2, 


u =—u + u2 + يك‎ u2(0)= 0: Ostsl; h=0.1 
u) =- e" + + 21-4 الحلول الحقيقية ل -2, + 42 = )يس و‎ 
u = bu — u2 — + 2, پ. 3 -- (0)س‎ 
u = u + 31-4, u(0)= 5; Osts2; h=0.2 
الحلول الحقيقية 1 +,3 'ء4 = (1)رu و ۲ + 3 - = ()رن‎ 
u = u + 2u2 - 2u; + € ', «(0) = 3 € 
u = u2 + us ¬ 2e ', (0)يس‎ -- 1 
u, = u + 2u + ©", us(0)= 1: Ostsl; h= 0.1 
«(1) = de” + È sint - # cost - 2e” الحلول الحقيقية 01ء6 + 1ى3 - 3 - = (1)» و‎ 
u(t) = - e”' + cost + و “م دعومو‎ 
u = 3u + 2u2 - -ع3 — 1 حون‎ 2sint, «(0) = 5 ا‎ 
u = u - 2u2 + 3u + 6- +ع‎ 2sint + cost, u2(0) = — 9 
u} = 2u + ويرك‎ + 8- 2t, (0)وس‎ - - 5; 05 +5 22 h=02 


الحلول الحقيقية 2 م 'تمه ‏ “2 = (1)» 

.u(1) = 263 + 36-2 + 1, «(1) = - 8e” + e“ — 2e% + sint و‎ 

3 استخدم خوارزمية Runge-Kutta‏ للأنظمة لتقريب حلول أنظمة المعادلات التفاضلية الآتية 

من الرتبة الأعلى» وقارن النتائج بالحلول الحقيقية. 

أ. 0 -(0)بر = (0)ر ,1> >0 ,1 - ]= ر +بر2 -”رعند 0.1 =۸ 
الحلول الحقيقية 2 -, - م2 + مر اع = (1)ر. 

ب. 0 = (1)ر ,1 > )ر 
الحلول الحقيقية 3,3 - :م41 +21 = ()ر. 

y)0( =1, عند 0 = (0)”ر ,2 = (0)ر‎ ۸= 2 a 
الحلول الحقيقية ,1 + م4 م1 + مق = (1)ر‎ 


4 9 


h = 0.1 "ر عند‎ - 2,“ + 2y = Int, ك1‎ +5 2, 





,3 5+ >0 ,€ 2 بر2 ابن - "2+ كبر 
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PP HY =A 2 ,تيوه لم5‎ TEESE SOE; 1 FOS 1+ OS 
J(1) = - £ + tcos(lnt) + t sin(Int) + Int مع 1 = ۸ الحل الحقيقي‎ 
للأنظمة لتقريب حلول أنظمة المعادلات التفاضلية الآتية‎ Runge-Kutta استخدم خوارزمية‎ .4 
: من الرتبة الأعلى» وقارن النتائج بالحلول الحقيقية‎ 
۸ = 0.1 "ر عند‎ - 3y + أ. 2 = (0)ر = (0)ر ,1 > >0 ,م6 = ر2‎ 
الحلول الحقيقية ”م + 'ع - 262 = (1)ر‎ 
۸ = 0.2 بره انم + "ر عند‎ =- 31, 1> 15 3, y= 4. ب عم اكه‎ 


الحلول الحقيقية 2-, +ع + 22 = (م)بر 
.9= 5 = (0)ر ,3 = (0)ر ,0>1>2 ,0 = 4y‏ -بره4 "ر + ”ر عند 0.2 = ۸ 
الحلول | لحقيقية م + م + :م = (1)ر 


د. 6 = (1)"ر ,8 =(1)ر ,2= )ر ,1152 ,8-2 = بر2 + 2 - "ر + "ر عند 0.1 = ۸ 
الحلول الحقيقية 1 - 3, +2, + ٠1‏ -ع2 = (1)ر 

5 غير خوارزمية متنبئ- مصحح آدم من الرتبة 4 لإيجاد حلول تقر يبية لأنظمة معادلات من 
الرتبة أولى. 

6. كرّر التمرين (2) مستخدمًا الخوارزمية التى طوّرت فى التمرين (5). 

7. كرّر التمرين (1) مستخدمًا الخوارزمية التى طوّرت فى التمرين (5). 

8. افترض أن الرقاص الموضح في المثال السابق لهذا الفصل بطول 28 وأن ©:/1 32.17 = ۾ 
مع 0.1 = ۸. ال ا ية الآتيتين عند 0,1 =1 و25 


02360 r 
. 
TTL & sinê 0, 6(0) 6 60-0 
08 
22 + 20 =0, 00 = 2, 0600-0 ب.‎ 


9. إن دراسة النمائج الرياضية للتنيؤ بديناميكية مجتمع تنافس الأنواع لها صلة بأعمال مستقلة 
شرت في بدايات هذا القرن من قبل امآ .[.۸ و ١/1662‏ .۷. لنأخذ مسألة التنبؤ بمجتمع من 
نوعين» أحدهما من النوع المفترس وحجم مجتمعه في الزمن + هو (232)4 ويقتات على النوع 
الآخر الذي هو الفريسة» وحجم مجتمعه (1)4*. سنفترض توفر ما يكفني من القوت لتقتات 
الفريسة عليه» وأن معدل توالده عند أي زمن يتناسب مع حجم المجتمع آلحي في ذلك الوقت 
ويساوي (),د,غ. ويعتمد معدل وفيات الفريسة على 58 وعدد المفترسين الأحياء في ذلك 
الوقت. وللتبسيط؛ لنفترض أن معدل وفيات الفريسة هو 222*:)402)07 ومن جانبٍ ب آخر يعتمد 
معدل ولادات المفترس على إمدادات الغذاء »×:)٨(‏ بالإضافة إلى عدد المفترسين متاح لأغراض 
التوالد. لذا نفترض أن معدل ولادات المفترس هو (6::)(*:)4. ومعدل وفيات المفترس سوف يكون 
متناسبًا مع عدد المفترسين الأحياء في زمن معين يساوي (/)رديغ. ولا كان (4),: و (⁄)× يمثلان 
التغير في مجتمعي الفريسة والمفترس على التوالي نسبة إلى الزمن» فإن المسألة يمكن وضعها 
على صورة نظام لمعادلات تفاضلية لاخطيّة 
kıxı() - kax ()x2()‏ = × و kax2(t)‏ — ())يد() دوا = x4()‏ 

حل هذا النظام ل 4 > 1 > 0 مفترضًا أن المجتمع الابتدائي للفريسة هو 1000 وللمفترس 2500 والثوابت 
هي 0.0006 = و) ,0.002 = وغ ,3 = ۸ و 0.5 = يا. ارسم رسمًا بيانيًا لحلول هذه المسألة» ورسمًا بيانيًا 
اميد وح الزية: روني الام الم ية الل . وهل هناك حل مستقر لنموذج المجتمع هذا؟ وإذا كان 
كذلك فلأي قيم × و 2× يكون الحل مستقرًا 

0. في التمرين (9) افترضنا مسألة التنبؤ للمجتمع في نموذج المفترس-الفريسة. وإن مسألة أخرى 
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من هذا النوع تأخذ في الحسبان تناف النوعين على نفس كمية الغذاء. فإذا كانت 0): 
زد ریز إلى عدم اة من لرن عفد الرر6 فإته خالا ما تفرص الآني: على الرغم 
من أن معدل الولادات لكل نوع يتناسب مع عدد الأحياء من ذلك النوع عند ذلك الزمن» إلا أن 


مغدل الوقيات لكل نوع يتناسب مع مجموع كلا النوعين. . سنفترض أن مجتمع زوج معين من 





الأنواع مو في المعادلتين 
0.0003x,() - 0.000472)0[ e‏ - 4] )رد = ا 
و ]0.00010 - )1( 0.0002x‏ - ماو د )42 


dt 
.0 > فإذا كان معروفا أن المجتمع الابتدائي لكل نوع هو 10000 فأوجد حلا لهذا النظام 4 > ؛‎ 
هل هناك حل مستقر لنموذج المجتمع هذا؟ وإذا كان كذلك فلأي قيم :* و:* يكون الحل مستقرا؟‎ 


Stability الاستقرارية‎ 5 EES 


تناولنا عددًا من الطرائق ضمن هذا الباب لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية. وعلى ا 
من توفر العديد من الأساليب الأخرى» إلا أننا اخترنا الطرائق المبينّة هنا؛ لأنها تحقق ثلاثة 
معايير عمومًا: 
« إن تكوينها عملية واضحة على نحو كاف لجعلك تفهم كيف تعمل» ولاذا. 
« واحدة أو أكثر من هذه الطرائق ستعطي نتائج وافية لغالبية المسائل التي تواجه الطلبة في 
العلوم والهندسة. 
تستند غالبية الأساليب الأكثر تقدمًا وتعقيدًا إلى واحدة أو مجموعة من العمليات الموضحة هنا. 
نناقش في هذا الفصل لاذا تعطي هذه الطرائق نتائج وافية» حيث إن بعض الطرائق الأخرى 
المماثلة ليست كذلك. 
وقبل بدء نقاشنا هذاء نحتاج إلى عرض تعريفين متعلّقين بتقارب طرائق معادلة الفرق بخطوة 
واحدة لحل المعادلة التفاضلية مع تناقص سعة الخطوة. 
تعريف 18.5 نقول إن طريقة معادلة الفرق بخطوة واحدة مع خطأ قطع محلي (۸) > عند الخطوة 7 نقول متسقة 
طريقة الخطوة الواحدة تكون ثابتة ‏ مع المعادلة التفاضلية التي تقربها إذا كان 
عندما تكون معادلة الفرق للطريقة 0 = )ها lim max,‏ 
تقترب من المعادلة التفاضلية مع 
اقتراب حجم الخطوة للصفر. 


u 
اللن-١ انظر أن هذا التعريف هو تعريف محلي؛ لأننا نفترض لكل من القيم (۸) ,> أن التقريب‎ 
والحل الصحيح )2 هما نفس الشىء. وتكمن السبل الأخرى الواقعية لتحليل الآثار الناتجة‎ 
عن جعل / صغيرة فى تحديد الأثر الكلى للطريقة. وهذا الأثر هو أكبر خطأ للطريقة خلال كامل‎ 
مدى التقريب» مفترضين فقط أن الطريقة تعطي التمهيدية الصحيحة عند القيمة الابتدائية‎ 
41 تعريف 19.5 يقال إن طريقة معادلة الفرق بخطوة واحدة متقاربة نسبة إلى المعادلة التفاضلية التي ت تقربها إذا‎ 

تكون الطريقة تقاربية عندما يقترب 

ون الطره ارب رب 0 = lim max wi — y(t)|‏ 
حل معادلة الفرق من حل المعادلة 5 h+01<i<‏ 
التفاضلية مع اقتراب حجم الخطوة حيث يمثّل (4) = :ا القيمة الصحيحة لحل المعادلة التفاضلية و :0 هو التقريب المستخرّج من 


للصفر. طريقة الفرق عند الخطوة آ. 9 
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الطريقة الستقرة 


نتائجها باستمرار على البيانات 


الابتدانية. 


مبرهنة 20.5 


ومن خلال فحص المتباينة (10.5) من الفصل (2.5) بصيغة حد الخطأ لطريقة #واناكظ1» يمكننا القول 
إنه فى ظل فرضيات المبرهنة (9.5) يكون 
|1 - مسمس شلك < |( - رسا تقر 
وبذلك فإن طريقة 81162 متقاربة بالنسبة ا معادلة تفاضلية تحقق eS‏ التعريف» ومعدل 
لتقارب هو (0)۸. 

إن الطريقة المتسقة بخطوة واحدة تمتاز باقتراب معادلة الفرق لهذه الطريقة من المعادلة 
لتفاضلية عندما تقترب سعة الخطوة إلى الصفرء لذا فإن خطأ القطع المحلي لطريقة متسقة 
يقترب إلى الصفر مع اقتراب سعة الخطوة من الصفر. 
أما النوع الآخر من حد الخطأ لمسألة ما تظهر عند استخدام طرائق الفرق لتقريب حلول المعادلات 
لتفاضلية فإنه ناتج عن عدم استخدام نتائج ي صحيحة. في التطبيق العملي » »> لا الشروط الابتدائية 
ولا العمليات الحسابية المتبعة بعد ذلك تكون ممثلة بدقة بسبب خطأ التدوير المرتبط بالعمليات 
لحسابية محدودة المواقع العشرية. ولقد رأينا في الفصل (2.5) أن هذا الافتراض يمكن أن يؤدي 
إلى مصاعب حتى مع طريقة :©16نا8 المتقاربة. ولتحليل هذه الحالة جزنيًا؛ سنحاول تحديد 
أي الطرائق مستقرة؛ لكون تغييرات 1 يشات صغيرة في الشروط الابتدائية تنتج في المقابل 
تغييرات صغيرة في التقريبات التي تلي ذلك 
ولأن الأساس في استقرارية معادلة الفرق بخطوة واحدة يكون إلى حد ما مماثلا لشرط المعادلة 
لتفاضلية الجيدة التقديم » فإنه ليس بمستغرب أن يظهر شرط 1]2نط50م1.آ هناء كما حدث في 
لمبرهنة المقابلة للمعادلات التفاضلية» المبرهنة (6.5). 

إن الجزء () من المبرهنة التالية يأخذ في الحسبان استقرارية طريقة الخطوة الواحدة» وبرهان 
هذه التمهيدية ليس صعبًا وقد أخذ في الحسبان فى التمرين (1). والجزء (1) من المبرهنة (20.5) 
يتضمن شروطاً وافية لطريقة متسقة متسقة لكي تكون متقاربة. ويبرر الجزء 1) الملاحظة التي ظهرت 

في الفصل (55) حول السيطرة على الخطأ التام لطريقة ما من خلال السيطرة على خطأ القطع 
المحلي له» الذي يؤدي إلى أنه حينما يكون للخطأ بالقطع المحلي معدل تقارب ("0)۸ 
فسيكون للخطأ الكلي نفس معدل التقارب: وإن برهان الجزأين (ا) و (1أ) أكثر صعوبة من الجزء 
()» ويمكن إيجاده ضمن موضوع غُرض في [58- -57 .[Geal, pp.‏ 
لنفترض أن مسألة القيمة الابتدائية 
y(a =a‏ ,> عه J= f(y),‏ 
تم تقريبها بطريقة الفرق بخطوة واحدة بالصيغة 
wo =Q@, Wir = Wi + h(t, wi, h)‏ 

لنفترض أيضًا وجود 0 < م۸ ٠‏ وأن (۸ ,س ,4)۲ متصلة» وتحقق شرط zانطعومز]‏ في المتغير س 
مع ثابت 1 على المجموعة 


D={(t,w,h) | ه‎ <t <b, —oo < w < 00,0 < h < ho} 





(أ) الطريقة مستقرة. 
) طريقة الفرق متقاربة إذا وفقط إذا كانت متسقة» وتكافئ 
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مثال 1 
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(ر ۴)٤,‏ = (0,ر ,)م لكل ط > 1 > ه 
ا إذا كانت الدالة > موجودة» ولكل من × ,...,1,2 = : يكون خطأ القطع المحلي 5:00 
محققًا )> > |(18)8 حيث ۸۵ > ۸ > 0 فإن 


h 
|y(f) - لان > انس‎ 


افترض طريقة Modified Euler‏ المعطاة من خلال 
h‏ 
Wo = a, Wiy = Wi + 7> [f (ti, wi) + f (tir1, wi + hf (fi, w;))]‏ 


عند N-1‏ ,...,0,1 = 1. سنتحقق من أن هذه الطريقة كاوهطاهمرط تحقق فرضية المبرهنة 


5.20). ولهذه الطريقة 
Q(t, w,h) = f(t, w) + } f(t +h, w + hf (f, w))‏ 


فإذا كانت 1 تحقق شرط تتانطء5م1نآ على (0ه > س > 0ه- ,رط > + > ه | (س ,)) فى المتغير 
للا مع ثابت ا فإن 1 
h) = } f(t, w) + } f(t +h, w + hf (t, w))‏ ,18 ,)ف - w, h)‏ ,)اق 
-}f(™) f(t +h, +hf(t,™))‏ 
وإن شرط zانطءومنا‏ على ۴ يؤدي إلى 
W, «(| > }Llw — | + }L lw + hf (t, w) — 1 — hf (t, |‏ ,)ثم - |%(t, w, h)‏ 
Llw - | + }L lhf (t, w) — hf (t, |‏ < 
Llw — wl + }hL?|w - |‏ > 
(L + }hL?) |w - Ul.‏ = 
لذا فإن © تحقق شرط Lipschitz‏ في س على المجموعة 
ho}‏ > 7 > 0 ,مه > {(t,w,h) |a St <b, —oo > w‏ 


ولأي 0 < ۸ مع ثابت 
, 3 لوط + نا = L'‏ 


وأخيرًا إذا كانت / متصلة على [05© > سه > مه رط > + > a‏ | (س,))» فإن © متصلة 
على ho}‏ < 5 > 0,مه > w‏ > مه- رطع 1 > © | {(t,w,h)‏ 
ومن ثم فالمبرهنة (20.5) تؤدي إلى أن طريقة انا 21041860 متسقة. وبوضع 0 = 27 يكون 
لديا (س f(1,‏ = ))س 0١ f(t,‏ سد س ,0+ f(t, w) + f(1‏ } = (0 ,سد ,)م 
ولذا فإن شرط الاتساق المنوّه عنه فى الجزء «1) من المبرهنة (20.5) يتحقق» وبذلك فالطريقة 
متقاربة. والأكثر من ذلك لاحظنا أن خطأ القطع المحلي لهذه الطريقة يكون (0)۸7» ولذلك 
فإن (0)7:2 تقارب طريقة عاد 11041669 هو أيضًا (0)02. - 
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أما الطرائق المتعددة الخطوات» فإن المسائل ذات العلاقة بالاتساق» والاستمرارية والاستقرارية 
تكون مركبة بسبب عدد التقريبات الداخلة فى كل خطوة. ونجد فى طرائق الخطوة الواحدة أن 
التقريب زس يعتمد مباشرة على التقريب السابق زس» حيث تحدم طرائق متعددة الخطوات 
على الأقل اثنين من التقريبات السابقة» وتتضمن الطرائق الاعتيادية المطبّقة أكثر من ذلك. 
ويمكن كتابة الطريقة المتعددة الخطوات العامة لتقريب حل معادلة القيمة الابتدائية 
(53.5) »© ,5ع 1 > ه J= f(y),‏ 
بالصيغة 
E‏ ك2 e‏ عع وحور ٠‏ روك وب 
Wi+1 = dm-1Wi + am-2Wi-1 + ٠٠١ + dOWi+1—m + [21 (ti, 18, Wi+1, Wi, ... , Wi+1—m),‏ 

)54.5( 
لكل من 1 - m,..., N‏ ,1 - ص = i‏ حيث إن بم , ...,زه ,روه ثوابت و N‏ /(ه h = (b-‏ 
كالعادة و ۸¡ a+‏ = 1. 
إن خطأ القطع المحلي للطريقة المتعددة الخطوات وفقا لهذه الصيغة يكون 

Y(fi+1) > نا مره‎ )( = ١ — doY(fi+1—m) 

h 

— F(fi, h, Y(fi+1), Y(t), ... , Y(fir1—m)), 
وكما في طريقة الخطوة الواحدة؛ فإن خطأ القطع‎ .: = ” - 1,7,..., N - 1 لكلَّ من‎ 
للمعادلة التفاضلية فى تحقيق معادلة الفرق.‎ ١ المحلى يقيس فشل الحل‎ 
لقد لاحظنا في طريقة ا ا بأربع خطواك أن‎ 

uh‏ 355 = (۸) > بالنسبة إلى بعض (1+ ا ,3-:ا) € :سا 
أما الطريقة 403715-34011600 بثلاث خطوات فلها 
“رس ر کل _ = (8) بن بالنسبة إلى بعض (+ ,2-) € ندر 

مع تحقق کون [ط ٤ ٤]4,‏ ر على أي حال. 
ومن خلال التحليل» افترضنا افتراضين يتعلقان بالدالة :F۴‏ 
1.إذا كان 0 = ۶ ( بمعنى أنه إذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة)» فإن 0 = / أيضًا. 
2.تحقق ۴ شرط #اذطءومز] بالنسبة إلى (ر»)» في ضوء وجود الثابت 1ء وأنه لكل من أزواج 
المتتاليات زه og‏ وعند 1 - N‏ ,... ,"1,۳ - " > يكون لدينا 


Ti+1(h) = 


m 
(FO RSS SOR) PF Oh Das Di+1m)| > L ز- بزلا = زجني رق‎ 
0د‎ 


إن طرائق 80305-82540115 الواضحة و 08غ4027025-141011 الضمنية تحقق كلا الشرطين » 


5 «ه الاستقرارية 


مبرهنة 21.5 


Stability 


مفترضين أن / تحقق شرط zانطءءم11.‏ (انظر التمرين 2). 

إن مفهوم تقارب الطرائق متعددة الخطوات هو نفسه في طرائق الخطوة الواحدة والطرائق 
متعددة الخطوات متقاربة إذا كان حل معادلة الفرق يقترب من حل المعادلة التفاضلية كلما 
اقتربت سعة الخطوة من الصفر. معنى ذلك أن 0= 5 Wi‏ | برعو ةق .limn+>o‏ 
وبالنسبة إلى الاتساق» فهناك حالة مختلفة قليلًا. ومرة أخرى نريد للطريقة المتعددة الخطوات 
أن تكون متسقة على أن تقترب معادلة الفرق من المعادلة التفاضلية كلما اقتربت سعة الخطوة من 
الصفر؛ بمعنى أن خطأ القطع المحلي يقترب من الصفر كلما اقتربت سعة الخطوة منه. ويظهر 
الشرط الخارجى هنا بسبب عدد نقاط البداية التى تتطلبها الطرائق متعددة الخطوات. ولأن قيمة 
البداية الأولى » = مس فقط تكون موجودة عادةٌ» فإننا نحتاج - كمتطلب - إلى اقتراب الأخطاء 
في قيم البداية (:») جميعها من الصفر كلما اقتربت سعة الخطوة منه. ولذلك فإن كلا من: 
(55.5) 0 = |( ها lim‏ لكل N‏ ,...,1 + ميم i=‏ 


ا 
(56.5( 0= |( )ر - lim la:‏ لكل 1-" ,...,2 ,1 =1 


يجب أن تكون صحيحة» لعي تكون الطريقة متعددة الخطوات بصيغة المعادلة (54.5) متسقة. 
انظر إلى المعادلة (56.5) التي تة تشير إلى أن الطريقة المتعددة الخطوات لن تكون متسقة ما لم تكن 
طريقة الخطوة الواحدة التي تولد قيم البداية متسقة وتيك وشا 
وإن المبرهنة التالية للطرائق المتعددة الخطوات مشابهة للمبرهنة (20.5) الجزء 1)» وتعطى علاقة 
ما بين خطأ القطع المحلي والخطأ التام لطريقة متعددة الخطوات. إنها تعطي التبرير النظري 
لمحاولة السيطرة على الخطأ التام من خلال السيطرة على خطأ القطع المحلي. ويمكن إيجاد 
برهان صيغة لهذه المبرهنة أعمٌ قليلًا في [387-388 .مم ,6ل1]. 
لنفترض أنه تم تقريب مسألة القيمة الابتدائية 
هت ya‏ ,5ك ك2 YF,‏ 

بطريقة متنبئ - مصحح ادمز الواضحة مع معادلة متنبئ Adams-Bashforth‏ في 2 من 
الخطواlت‏ __ [(,ت رسا ٠٠١ + bof (firm,‏ د wir = Wi + h[Dm-1 f (ti, wi)‏ 
بخطأ قطع محلي (1)۸+: ومعادلة الصحح Adams-Moulton‏ الضمنية في (1 -:#) من 
الخطوات 

| مهمسا f (ti, wir) + B-2 (ti, wi) +° + Bof (iran,‏ سبو | wir = wı Fh‏ 
بخطأ قطع محلي (5+107. بالإضافة إلى ذلك لنفترض أن ( ۶)١,‏ و (« )رل متصلان على 
(ty) |ast sb}‏ - اوه > بر > {=o‏ وأن رل محددة» لذا فإن خطأ القطع المحلي 
(1)۸+:0 لطريقة متنبئ - مصحح هو 


2 a 
oi, 1(k) = ارب‎ + rin جا سق‎ Oie) 
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حيث إن ,6 عبارة عن عدد ما بين الصفر و (۸)ر+:ا۸. 
بالإضافة إلى ذلك يوجد ثابتان K1‏ و 42 بحيث 


kı0 (|e "®‏ + | دماج = [max [wy‏ > امار - يسا 


> >0 
حيث إن |(۸) ;0| ہ 2x,» j>‏ = (68)ه. ل 
وقبل مناقشة الروابط ما بين الاتساق» والتقارب» واستقرارية الطرائق المتعددة الخطوات» علينا 
أن نأخذ فى الحسبان تفصيلات أكثر لمعادلة الفرق للطريقة متعددة الخطوات. وبذلك سنكتشف 
سيب اختيار طرائق 5د5ه40 بمثابة الطرائق المتعددة الخطوات المعيارية المعتمدة. 
وبالربط بمعادلة الفرق (54.5) المعطاة فى بداية هذا النقاش» فإن 
WUm-1| = Am-1‏ , ... ,0/1 حت إللا ,لل جح ورلا 

Wi+1 = زللا 1ر4‎ + dm-2Wi-1 حك‎ ٠٠١ + doWi+1—m + RF(ti, h, Wi+1, Wi, ... , Wi+1—m) 
كثيرة حدود» وتسمى كثيرة حدود المميزة اةi٣ هراهم 603,861,541 للطريقة » ويكون‎ 
P(N) = 37 - ع 2 "الوبره 1-2 ييه‎ aN — ao ()57.5( 
إن استقرارية الطريقة المتعددة الخطوات بالنسبة إلى خطأ التدوير تكون مختلفة من حيث‎ 
مقادير الأصفار لكثيرة حدود المميزة. ولكى نرى ذلك» افترض تطبيق الطريقة المتعددة الخطوات‎ 
المعيارية فى المعادلة (54.5) للسألة القيمة الابتدائية الاعتيادية‎ 
:0ك کیت اهدي‎ 30-8 |( 685( 
)6.5( لهذه المسألة حل صحيح » = (1)«. ومن خلال فحص المعادلتين (26.5) و (27.5) في الفصل‎ 
لكل‎ ۷١ = © نستطيع أن نرى بأن أي طريقة المتعددة الخطوات سوف تنتج نظريًا الحل الصحيح‎ 
قيم #. الانحراف الوحيد عن الحل الصحيح هو تمهيدية خطأ التدوير للطريقة.‎ 
)1( الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية فى (58.5) له 0 = (ر ,4)/» ولذلك من خلال الافتراض‎ 
يكون لدينا 0 = (ر ربسا , ا فى معادلة الفرق (54.5). وتمهيدية لذلك‎ 
١ تصبح الصيغة المعيارية لمعادلة الفرق‎ 
Wi+1 = dm-1Wi + dm-2Wi-1 + ٠٠١ + dOWi+1—m )59.5( 
71 لنفترض أن ۸ أحد أصفار كثيرة حدود المميزة المرتبطة بالمعادلة (54.5). لذا فإن "۸ = ,رس وكل‎ 
هو حل للمعادلة (59.5)؛ لأن‎ 
A1 ابر حل جار حل + رون ا ره 5 “ليه‎ 45 2 2-0 
»)54.5( وفى الحقيقة إذا كانت ” ۸1,۸2,...,۸ أصفارًا مختلفة لكثيرة حدود المميزة للمعادلة‎ 
فمن الممكن ملاحظة أن كل حل للمعادلة (59.5) يمكن وضعه بالصيغة‎ 
Wp, = 3e (60.5) 

i=1 


لجموعة وحيدة من الثوابت »°> , ٩2,٠٠٠.‏ :1©. 
ولا كان الحل الصحيح للمعادلة (58.5) هو ه = ()» فإن اختيار ه = مس لقيم 7 كلها هو حل 


5 «ه الاستقرارية 


تعريف 22.5 


مبرهنة 23.5 


331 Stability 


للمعادلة (59.5). وباستخدام هذه الحقيقة في المعادلة (59.5) نحصل على 
do)‏ —***— جره - am-1‏ -0)1 = مه —***= Q@am-1 = Qam-2‏ -0 =0 
هذا يشير إلى أن 1 = ۸ هو أحد أصفار كثيرة حدود المميزة (57.5). سنفترض توضيح الحل 
في التمثيل (60.5) من خلال 1 = ۸ وه = ١ء‏ ولذلك فإن كل حلول المعادلة (59.5) يعبر 
عنها بالصيغة 5 
a + 9 cif (61.5)‏ = رس 
فإذا كانت الحسابات جميعها صحيحة فستكون أصفارًا. وفى التطبيق العملى لا تكون الثوابت 
«6 ...رده ,© أصفارًا؛ بسبب خطأ التدوير. وخطأ التدوير في الحقيقة ينمو أسيًا ما لم يكن 
1 > |۸| للجذور «© ٥3,۰۰۰,‏ ,2> جميعها. وكلما كانت قيم هذه الجذور صغيرة 22,33,...,3 
زادت استقرارية الطريقة بالنسبة إلى نمو خطأ التدوير. 
عند اشتقاق المعادلة (61.5) افترضنا افتراضًا تبسيطيًا بأن أصفار كثيرة حدود المميزة مختلفة. والحالة 
مماثلة عندما تظهر أصفار متعددة. وعلى سبيل المثال إذا كان م = ٠٠٠‏ - بم( = م۸ 
لقيم / و7 المعينة» فإن ذلك يتطلب استبدال المجموع 
FF Crp p‏ ببزهربن + CAR‏ 
فى المعادلة (61.5) بالمقدار 
1-١ (n= p+ 1013‏ سهاماربيه +--+ 1۸272 )سيب + لسرب + cA‏ 
)62.5( 
(انظر [119-145 .مم ,5162] ) وعلى الرغم من تعديل صيغة الحل» إلا أن خطأ التدوير يستمر 
فى النمو أسيًا إذا كان 1 < |غ3|, 
وعلى الرغم من أننا افترضنا الحالة الخاصة فقط لتقريب مسائل القيمة الابتدائية بصيغة المعادلة 
(58.5)» إلا أن سمات استقرارية هذه المعادلة تحدد استقرارية الحالة عندما لا تكون (,/)/ 
صفرًا بالتحديد» وهذا بسبب كون حل المعادلة المتجانسة (58.5) جزءًا من حل أي معادلة. وقد 
صيغت التعريفات الآتية من خلال هذا النقاش. 
لتكن ,, ۸, ...۸1,۸2 جذور المعادلة المميزة (ليس بالضرورة أن تكون مختلفة). 
0حوه aR‏ عمد 1 “روريم = =F‏ زم 
المرتبطة بطريقة الفرق متعددة الخطوات 
و دو و 2 ونة يحور 
و RF (ti, Mh, Wi+1, Wis... , Wi+1—m)‏ حل م رجزئلة وك + ٠ ٠١‏ حل am-2Wi-1‏ + زللا1-#رررة = Wi+1‏ 
فإذا كانت 1 > |:۸| لكل من ” , ...,2 ,1 = : والجذور جميعها ذات القيمة المطلقة 1 هى جذور 
بسيطة » فإن طريقة الفرق توصف بأنها تحقق شرط الجذر 000118158© .r00‏ 
(أ) الطرائق التى تحقق شرط الجذر وفيها 1 = ۸ بمنزلة الجذر الوحيد للمعادلة المميزة بقيمة 1 
تسمى مستقرة 1 .strongly stable‏ 
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مبرهنة 24.5 


مثال 2 


مثال 3 


(1) الطرائق التي تحقق شرط الجذر ولها أكثر من جذر واحد مختلف بقيمة 1 تسمى مستقرة 
بضعف .weakly stable‏ 


11) الطرائق التي لا تحقق شرط الجذر تسمى غير مستقرة #اطهاءهنا. ل 
الاتساق والتقارب للطريقة متعددة الخطوات مرتبطان باستقرارية التدوير للطريقة. تعطي 
المبرهنة الآتية تفصيلا لهذه الارتباطات. ولبرهنة هذه النتائج والمبرهنة المستندة إليها؛ انظر 
„IK, pp. 410-417]‏ 


الطريقة المتعددة الخطوات بالصيغة 


حوره ات تيزلل" WSR og‏ بحاو 
حيث إن 
RF(ti, h, Wi+1, Wi, ... , Wi+1—m)‏ حل dOWi+1m‏ حل ٠٠١‏ حك Aam-2Wi-1‏ حل Wi+1 = am-1Wi‏ 
مستقرة إذا وفقط إذا تحقق شرط الجذر. والأكثر من ذلك» إذا كانت طريقة الفرق متسقة مع 
المعادلة التفاضلية» فإن الطريقة مستقرة إذا وفقط إذا كانت متقاربة. ل 


قد لاحظنا أن طريقة طاءه#طكد8-ومدكى من الرتبة الرابعة يمكن وضعها بالصيغة 
٠ i-3)‏ ... وؤللا Wi+1 = Wi + hF(ti, 18, Wir1,‏ 

حيث إن 

Fh Wren Wis < Wg) 455 (ti wi) — 59 f (fi-1, Wi-1) 

+ 37 f (fi-2, Wi-2) — 9f (i-3, Wi-3)] 
وبذلك فإن 4 = ب 0 = وه»› 0 = يم 0 = يه و1 = ه.‎ 
إن المعادلة المميزة لطريقة ۸ااه؟إءة8-وصةل۸ هذه تعطينا‎ 
0= تل دفر = رمم‎ = 30-1 

التي لها جذور1 = ۸› 0 -30؛ 0 = ۸3و0 = ۸4 وإنها تحقق شرط الجذر ومستقرة بقوة. 
ولطريقة ۲۲1٥؟‏ 1ء 8-ء هل4 نفس كثيرة حدود المميزة 3-02( - (0م مع أصفار 1 د رونل 0 ديد 
0 = ۸ وإنها أيضا مستقرة بقوة. 2 
إن الطريقة متعددة الخطوات الواضحة المعطاة من خلال 

Ê 2f (r, wı) - (=1, w-1) + 2f (i-2, =2]‏ + سرس = بجر 
قد تناولناها فى الفصل (5.6) على أنها طريقة 24110 من الرتبة رابعة. وحيث إن المعادلة 
الميزة لهذه الطريقة 1 34 = (۶0 =0 لها أربعة جذور بقيمة 1 > = EOE 2 j‏ 
و: - = ۸4 فإن الطريقة تحقق شرط الجذر» لكنها فقط مستقرة بضعف 
افترض مسألة القيمة الابتدائية 

yJ =-6y+ 6, 0> +> 1, y(0) - 2 
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التي لها حل صحيح ١٠ء‏ +1 = (4)ر. ولأغراض المقارنة فإن طريقة Adams-Bashforth‏ من 
الرتبة الرابعة والمستقرة بقوة وطريقة 201106 المستقرة بضعف تستخدمان فى تقريب حل هذه 
المسألة عند 0.1 = ۾ مع قيم بداية صحيحة. وتبين النتائج في جدول 195( تأثيرات الطريقة 
المستقرة بضعف لهذه المسألة مقابل الطريقة المستقرة بقوة. 





جدول 19.5 , 
الصحيحة طريقة آدمز - باشفورت الخطأ طريقة مالين الخطأ 
Wi (1) 0‏ انس - زرا Wi‏ اس حرا 
0.10000000 1.5488116 1.5488116 
0.20000000 1.3011942 1.3011942 
0.30000000 1.1652989 1.1652989 
x 1073 1.0983785 8.906 x 1073 1.0996236 1.0907180 0.40000000‏ 7.661 
x 107 1.0417344 1.548 x 1073 1.0513350 1.0497871 0.50000000‏ 8.053 
0.60000000 1.027327 1.0425614 +12 1.0486438 ?210 
x 1072 0.9646 1.020 x 1072 1.0047990 1.0149956 0.70000000‏ 5.154 
x 107! 1.123997 2.768 x 1072 1.0359090 1.0082297 0.80000000‏ 1.208 
x 1072 0.9657956 1.0045166 0.90000000‏ 3.872 0.7282684 2762101 
x 10-١ 1.6450917 6.845 x 1072 1.0709304 1.0024788 1.00000000‏ 6.426 
إن سبب اختيارنا Adams-Bashforth-Moul t01‏ ليكون أسلوب المتنبئ - الملصحح المعياري من 
الرتبة الرابعة» الذي نعتمده في الفصل (6.5) والمقدم على طريقة «ووم0:ز6-5م7111 بنفس الرتبة 
هو أن كلا من طريقتى Adam s-8ash؟ 0٢‏ و Adams-Moulton‏ مستقرة بقوة. وهما أكثر احتمالا 
لإعطاء تقريبات دقيقة لصنف أوسع من المسائل مقارنة بالمتنبئ- المصحح المستند إلى أساليب Mi1ne‏ 
و «Simpson‏ حيث إن كلا منهما مستقر بضعف. ل 
مجموعة التمارين 10.5 EXERCISE SET‏ 


1. لبرهنة المبرهنة (20.5) الفقرة ()؛ أثبت أن الفرضيات تؤدي إلى وجود ثابت 0 < × بحيث 
أل حمسا > انا - :| لكل N‏ ك: >1 
فتى ما حققت د /[:»] و {ul‏ معادلة الفرق (۸ ,:۷ ,)۸4 + بس = ربزللا 
2 لكل من طريقتى ٥۲٤٢‏ 1ء8- هل4 و دمناده21-دسدلخ من الرتبة رابعة 
أ. أثبت أنه إذا كانت 0 = / فإن 
F(t, h, Wir, ... , Wi+ım) = 0‏ 
2 أثبت أنه إذا كانت / تحقق شرط 2انطهوم1آ بثابت 1 فإن ثابت © موجود مع 
انيبن - CY liri;‏ ك F(ti, 6, Ui+1, ... , Ui+1—m)|‏ - (وريجيللا ٠...‏ واجزللة F(t, RB,‏ 


0دزر 
3. استخدم نتائج التمرين (31) في الفصل (4.5) لإثبات أن طريقة aاااK-٥ع«د۸‏ من الرتبة الرابعة 
المتسقة. 
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4. افترض المعادلة التفاضلية 
y= f(y), astsb, y(a) = a‏ 


أ. أثبت أن 
ا )2( - )4(4 + )3(0 


J(4) = 2h 37 6» 


ل ٤‏ معينة» حيث بنا > © > ا. 
ب. تقترح الفقرة (أ) طريقة الفرق الآتية: 
4w — 3w — 2f (f, Wi)‏ = يبنا لكل 2 - i = 0,1,..., N‏ 
استخدم هذه الطريقة لحل المسألة 
OSG‏ :3 72:19:02 
20.1 


مع 0.1 .h=‏ استخدم قيم البداية 0= ولا و 1-67 > „wı = y()‏ 


ج. كرر الفقرة (ب) مع 0.01 = ۸ و 1-279 تح رس 
د. حل هذه الطريقة بالنسبة إلى الاتساق» الاستقرارية» والتقارب. 
5. لنفترض طريقة متعددة الخطوات 
(س 3f (f,‏ + درس - 3w + 3w-‏ = ربس لكل i= 2,..., N-1‏ 
مع قيم بداية دض ,1 ,0س: 
أ.أوجد خطأ القطع المحلي. 
ب .علق على حالات الاتساق» الاستقرارية» والتقارب. 
6. أوجد حلا تقريبيًا للمعادلة التفاضلية 
yaye 500 0= 1‏ 
مستخدمًا طريقة عمانا! مع 0.1 =۸» ثم مع 0.01 = ۸ »وقيم بداية 1 = و 27 = ۷ لكلا 
الحالتين. 
كيف يظهر تأثير انخفاض + من 0.1 = ۸ إلى 0.01 = ۸ فى عدد الخانات الصحيحة فى تقريب 
الحلول عند 1 -: و10 = !؟ : ١‏ 
7. تحقق من استقرارية طريقة الفرق 
—4w; + Swi-1 + 2h(f (ti, w:) + 2hf (fi-1, Wi-1)]‏ = ربزننا 
OS H< Las‏ = امع قيم بداية 1“ رونا, 
8. افترض المسألة 0 = (0)ر ,10 > ۲ > 0,0 = « التى لها حل 0 > . فإذا كانت طريقة الفرق 
فى التمرين (4) هى المطبقة على المسألة فإن ٠‏ 
3w‏ - ;س4 = ببس لکل N-1‏ ,...,1,2 =1 
0 ح ونا و » = رسا 


افترض := »= رس» حيث إن م خطأ تدوير صغير. احسب :۷ بدقة عند 6 ,...,2,3 =1 


للوقوف على كيفية تضخم الخطأ 6. 
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النظم الشديدة تستقي اسمها 
من حركة النابض ونظم الكتلة 
التى لها ثوابت نابضية كبيرة. 


مثال 1 


Stiff Differential Equations المعادلات التفاضلية الشديدة‎ 

للطرائق المستخدمة فى تقريب حل مسائل القيمة الابتدائية حدود خطأ تتضمن مشتقة عالية 
لحل المعادلة. فإذا كان بالإمكان وضع حدود معقولة للمشتقة فإن الطريقة سيكون لها حد خطأ 
متوقع يمكن استخدامه في تقدير دقة التقريب. وحتى لو أن المشتقة تنمو مع زيادة الخطوات» 
فإنه يمكن إبقاء الخطأ ضمن سيطرة نسبية» مع تحقق نمو الحل من حيث القيمة. على أي حال 
فغالبًا ما تظهر مشاكل عندما تزداد قيمة المشتقة» ولكن لا يكون الحل كذلك. ويمكن للخطأ فى 
هذه الحالة أن ينمو تما كبيرًا لرتبة تجعله يسيطر على الحسابات. إن ساكل القيمة الابتدائية 
التى من المحتمل أن يحصل لها مثل ذلك تسمى معادلات شديدة 81008ناو© 811) وهى شائعة 
إلى حدّ ما» وخصوصًا فى دراسة الاهتزازات» التفاعلات الكيميائية» والدوائر الكهربائية 
تتميز المعادلات التفاضلية الشديدة بأن لحلها الصحيح حدًا بالصيغة67؛ حيث ٥‏ ثابت كبير 
موجب. 

وهذا عادة يشكّل جزءًا فقط من الحل» ويُسمى الحل العابر 5وأأنااه5 68081684 الجزء الأكثر 
أهمية في الحل يسمى حل الحالة المستقرة هواانااهة ©5681-/ا81©0. الج العابر من المعادلة 
الشديدة سيتضاءل بسرعة نحو الصفر مع زيادة 4» ولكن لما كان للمشتقة من الرتبة 7 لهذا الجزء 
قيمة “من فإن المشتقة لن تتضاءل بمثل هذه السرعة. وى الحتيات كانت تاتا في د 
الخطأ فإنها لا ثقيّم عند » بل عند عدت ها بين الصنر و فإن حدود المشتقة يمكن أن تزداد 
مع زيادة ٤‏ وبسرعة كبيرة فى في الواقع. ولحسن الحظ؛ فالمعادلات الشديدة عمومًا يمكن التنبؤ 
بها من طبيعة المسألة التي اشقّت المعادلة منهاء ويمكن إبقاء الخطأ تحت السيطرة مع الحذر. 
وسنتناول في هذا الفصل الأسثوب الذي يمكن من خلاله عمل ذلك. 
إن نظام مسائل القيمة الابتدائية 

u = ريرو‎ + 24u2 + Scost - }sint, )0( = % 


u = - 24u, - 51u2 - cost + }sint, 1«2(0) = 3 
له حل وحيد‎ 
u(t) = 2€ * ب‎ e” + cost 
2(4) ست‎ e73 + ب 39-ه2‎ } cost 


إن الحد العابر '39-م في الحل يدقع هذا النظام إلى أن يكون شديدًا. وبتطبيق الخوارزمية (7.5) 
فإن طريقة a٤؛ا-ع«»۸‏ للأنظمة من الرتبة الرابعة تعطي النتائج المبينة في جدول (20.5). 

وعندما 0.05 = ۸> نحصل على الاستقرارية» وتكون التقريبات دقيقة. وعلى أي حال تؤدي 
زيادة سعة الخطوة ل0.1 = # إلى نتائج خطيرة تُنظر في جدول. ل 
وعلى الرغم من أن الشدة ترتبط عادة بأنظمة المعادلات التفاضلية » فإن خصائص التقريب لطريقة 
عددية معينة تطبّق على نظام شديد يمكن التنبؤ به من خلال فحص الخطأ الناتج عند تطبيق 
الطريقة على معادلة اختبار بسيطة 

a (63.5)‏ = (0)ر ,برح = /“ررحيث 0 >( 
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جدول 20.5 


w(1)‏ )رمه w2(1)‏ )ينلا 
h= 0.1 h= 0.05 «(1) h= 0.1 h = 0.05 «(1) 1‏ 
 -~X 169 1.712219 1.793061 0.1‏ 1.032001 -— 2 = 7.844527 


38.87631 -0.8550148 —- 0.8746809 -38 1.414070 1.423901 0.2 
176.4828 -0.7228910 -0.7249984 -=- 1 1.1303 1131575 03 
789.3540 -0.6079475 - 0.6082141 1-2 0.9092763 0.9094086 0.4 
3520.00 -0.5155810 -0.5156575 1-6 9.7387506 0.7387877 05 
15697.84 —-0.4403558 - 0.4404108 - 0 0.605683 0.6057094 0.6 
69979.87 -0.3773540 -0.3774038 - 3 0.4998361 0.4998603 0.7 
3119595 03229078 03229535 --14 0.4136490 0.4136714 0.8 
1390664. -0.2743673  -0.2744088 -= 0 0.3415939 0.3416143 09 
6199352. -0.2298511 - 0.2298877 -- 11 0.2796568 0.2796748 1.0 


حل هذه العاذلة هى 4ة ك :6 الى يتفن الخل العا *2. إن حل التجالة الستفرة 
3 هو ي پر .إ1 هو 
صفر» ولذلك فمن السهل تحديد خصائص تقريب الطريقة. ( تتطلب مناقشة أكثر شمولية لخطأ 
التدوير المرتبط بالأنظمة الشديدة فحص معادلة الاختبار عندما تكون ۸ عددًا معقدًا بجزء حقيقي 
سالب» انظر ( 222 .م ,641). 
افترض أولا طريقة أويلر ۲ا٤‏ مطبقة على معادلة الاختبار» وبجعل N‏ /(ه -ط) = ۸و ۸ز = را 
عند N‏ ,...,2 ,0,1 = ز» فإن المعادلة (5.8) تعطى 
wo = a 58‏ و wj+ı = wj + h(Awj) = (1 + hA)wj‏ 
ومن ثم فإن 1 
)64.5( يوا ("wo = )1 + A)‏ + 1) = برس لكل 5-1 ,...,0,1 در 
وحيث إن الحل الصحيح هو مه = (۲)ر» فإن الخطأ المطلق هو 

|e‏ | المج ) - نرم )| = زمر | 2+ 1) - | = ارس - ( )را 


وتخدق الدقة من خلال أي مدى يكون الحد 1+۸۸ يقرب *'ء. وعندما 0 > ۸> فإن الحل الصحيح 
(e)‏ يتضاءل نحو الصفر مع تزايد ز» ولكن من خلال المعادلة (5.64)» ستكون هذه سمة التقريب 
فقط إذا كان 1 > |2/+1|» التى تعطى 0 > ۸۸ > 2. وهذا يجعل سعة الخطوة ۸ لطريقة Euler‏ 
مقتصرة على تحقق |2/|۸> ٠.۸‏ 

لنفترض الآن أن خطأ التدوير م5 قد أدخل ضمن الشرط الابتدائى لطريقة #علناظ, 50 + » = مللا. 
E‏ يعوو خط الددوير 60( +1) = رة 

ولأن 0 > < فإن شرط السيطرة على نمو خطأ التدوير هو نفسه شرط السيطرة على الخطأ المطلق 
1 > |82 +1|ءالذي يؤدي إلى أن |<إ/2 > ۸. 

والحالة شبيهة بطرائق خطوة واحدة أخرى. وعمومًا فالدالة © موجودة مع خاصية وجود طريقة 
فالدالة الفرق» وعند تطبيقها على معادلة الاختبار تعطى 

wi+ı = 0 زللا(10)‎ "655 

وتعتمد دقة الطريقة على أي مدى تكون («0)0 أقرب إلى «/م: وعلى أن الخطأ سوف ينمو بلا 
حدود إذا كانت 1 <|(0)2|. وسيكون لطريقة 129106 من الرتبة # على سبيل مثال استقرارية 
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مثال 1 


جدول 21.5 


بالنسبة إلى كل من نمو خطأ التدوير والخطأ المطلق» على شرط اختيار ۸ لتحقيق 
LRN Rh RE‏ 
n!‏ 2 
يختبر التمرين (10) الحالة الخاصة حينما تكون الطريقة هي طريقة aاا)-مع«ںR‏ من الرتبة 
الرابعة الاعتيادية» وهي طريقة +1310 من الرتبة الرابعة. 
وعند تطبيق طريقة كثيرة الحدود من صيغة المعادلة (54.5) في معادلة الاختبار» فإن التمهيدية هي 
٠٠١ + boWj+1—m)‏ حك bm-1Wj‏ حك Wj+1 = am-1Wj + ٠٠١ + aOWj+1—m F RA(DmWj+1‏ 


غغ1 N=‏ ,#1 دار أو 

hAbm)Wj+1 — (am-1 + BHADm-1)Wj — ۰° — (ao + hAbo)wj+ı-m = 0‏ — 1( 
وترتبط بمعادلة الفرق المتجانس هذه كثيرة حدود المميزة 

0), RN) = )1- جرسيره) - ”2 لررقهم‎ hAb,-1)2™ 1 عد‎ (ao + hAbo) 


وكثيرة الحدود هذه تشبه كثيرة حدود المميزة (57.5)» لكنها تشمل معادلة الاختبار أيضًا. 
والمبرهنة هنا توازي نقاش الاستقرارية فى الفصل (10.5). 
افرض أنك أعطيت ١-«لا‏ , ... ,100 وعند ثبوت ۸۸» لتعبر 6 , 61:٠١‏ عن أصفار كثيرة حدود 
(80,ج)2, فإذا كانت «6, ...61 مختلفة فإن «© ,...,1© موجودة مع 
)66.5( 2)80 = رما لکل N‏ ,...,0 = ز 
k=1‏ 
إذا كانت ل ٨(‏ ,)© أصفار متعددة فإن زلا تعرف بنفس الأسلوب. (انظر المعادلة (62.5)) فى 
الفصل (10.5). وإذا كانت زلا تقرب ("ء) = 78م = (ر۲)ر بدقة فإن على الأصفار »جمد 
و عرد 0 : الك 
ن تحقق 1 > |»6|» وبخلاف ذلك» فإن اختيارات معينة ل 0 ستنتج 0 ¥ عه» وإن الحد 
0 لن يتضاءل نحو الصفر. 
إن معادلة الاختبار التفاضلية 
ل =(0)ر ,1.5 >+ >0 30y,‏ - در 
لھا حل صحيح 6-39 = ر باستخدام 0.1  -‏ لخوارزمية Euler‏ )1.5( « وخوارزمية Runge-Kıtta‏ 
(2.5) من الرتبة رابعة» وخوارزمية متنبئ- مصحح آدم Adams Predictor-Correcto‏ 


(4.5. وتعطي عند 1.5 =۲ النتائج المبينة في جدول (5.21). ل 
الحل الصحيح 10-21 x‏ 9.54173 

طريقة أؤيلر 04 × 1.09225 - 

طريقة رونج كوتا 10 x‏ 3.95730 

طريقة توقع - الصحح 105 × 8.03840 


إن عدم الدقة في مثال 2) يعود إلى حقيقة كون 1 < | (0)۸۸ | لطريقتى Euler‏ و .Runge-Kıtta‏ 
وإن ل ۸ ,)0 أصفارًا مع معامل تزيد على 1 لطريقة المتنبئ- الصحح. ولتطبيق هذه الطرائق 
على هذه المسألة» يجب إنقاص سعة الخطوة. ويُستخدم التعريف الآتي لتوضيح مقدار الإنقاص 
المطلوب لسعة الخطوة. 
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تعريف 25.5 


هذه الطريقة ضمنية لكونها؛ تتضمن 
1+1 بطرفى المعادلة. 


Initial-Value Problems For Ordinary Differential Equations 


المنطقة ۸ للاستقرارية المطلقة لطريقة بخطوة واحدة هو (1 > |((0)۸| | © © ۸۸] = ۸» وللطرائق 
متعددة الخطوات فهو 1 > |غ8| | © € 182 = ۸ للأصفار +8 جميعها ل ((۸۸ .0)z,‏ 0 
تشير المعادلتان (65.5) و(66.5) إلى إمكانية تطبيق طريقة ما بكفاءة على معادلة شديدة فقط إذا 
کانت ۸۸ ضمن حقل الاستقرارية المطلقة› الذي يضع قيدًا على السعة ۸ لسألة ما. وعلى الرغم 

من أن الحد الأسي ف فى الحل الصحيح يتضاءل بسرعة نحو الصفر» إلا أن ۸۸ يجب أن تبقى 
ضمن حقل الاسطرارية اللللقة عبر فترة:قيع © لحمل الثقريب#يتضاء ل نحو العنر» وى 
نمو الخطأ تحت السيطرة. هذا يعني أ أنه على الرغم من أن / يمكن أن يزداد طبيعيًًا بسبب 
افتراضات خطأ القطع » إلا أن العيار يدقع ۸ ليبقى صغيرًا. وتكون الطرائق متغيرة سعة الخطوة 
غير حصينة تجاه هذه المشكلة ؛ ؛ لأن فحص خطأ القطع المحلي قد يشير إلى إمكانية زيادة سعة 
الخطوة» التي قد تعطي من غير قصد قيمًا ل 27 خارج قل الاستترارية المطلقة. 


ولا كان حقل الاستقرارية المطلقة لطريقة ما هو عمومًا العامل الحرج في الحصول على تقريبات 
دقيقة للأنظمة الشديدة» فإن الطرائق العددية يؤمل أن تكون ذات حقل كبير للا ستقرارية المطلقة 
قدر الإمكان. 
يقال للطريقة العددية : إنها ©ا8-5]30 إذا كان ۸ حقلها للاستقرارية المطلقة يتضمن نصف السطح 
الأيسر كاملًا. 
إن طريقة شبه المنحرف الضمني rapezoidal‏ غءنامم| المعطاة من خلال 
CQ, )67.5(‏ ح wo‏ 

wز+ا‎ = زرلا‎ + [f(r wj+) + f(t, w;)], Osj SN -1 


تكون ء1طهاء-4» (انظر التمرين 15) وهى الطريقة متعددة الخطوات الوحيدة بصفة عاطهاء-4. 
وعلى الرغم من أن طريقة شبه المنحرف لا تعطي تقريبات دقيقة عند سعات كبيرة للخطوة» إلا 
أن خطأها لا ينمو أسيًا. 
إن أساليب الأنظمة الشديدة المستخدمة عادة هى طرائق ضمنية متعددة الخطوات. ونحصل 
عمومًا على ۷+1 من خلال حل معادلة لاخطية أو نظام لاخطي على نحو تكراري» وغالبًا من 
خلال طريقة نيوتن. افترض على سبيل مثال طريقة شبه المنحرف الضمني 

gf (t+ Wj+) + f (tj, w;)] 
لقيم محسوبة ل 1+زة .زة و زالاء فإننا نحتاج إلى 8 1 +زالاء وهو الحل ل‎ 
F(w) = w - wj - >[f(tj+1, w) + f (tj, w;)] = 0 (68.5) 
ولتقريب هذا الحل؛ نختار إ» وهو عادة زلا» وتنتج ]0 من خلال تطبيق طريقة نيوتن‎ 


+ زس = 1+زسw‏ 


للمعادلة (68.5) ليم 
صرق _ ا ے 0ں 
F' (wı)‏ +20 > پر 
(k-1)‏ کا k—1)‏ 
a AD OL‏ - لواب فس 
بزلا 


1- $ f(t, WI) 


3 k—1 
حتى نحصل على |« - ,۷| صغيرة بما يكفي» وتستخدم هذه العملية في الخوارزمية‎ 


5 ه المعادلات التفاضلية الشديدة Stiff Differential Equations‏ 339 


(8.5). ومن الطبيعى أن يتطلب هذا 3 أو 4 فقط من الإعادات لكل خطوة. 
إن طريقة القاطع يمكن استخدامها بديلًا لطريقة نيوتن في المعادلة (68.5): ولكن هذا يتطلب 
تقريبين ابتدائيين متلق ل 1+زل. ولتطبيق طريقة القاطع ؛ فإن الإجراء المعتاد هو جعل 
رس = رس وإيجاد + من طريقة ما متعددة الخطوات الواضحة. وعندما يكون نظام 
معادلات شديدة ضمن العملية» فإن ذلك يتطلب تعميمًا ما لطريقة نيوتن أو طريقة القاطع. 
وسنتناول هذه المواضيع في الباب العاشرة. 
شبه المنحرف مع إعادة نيوتن  Trapezoidal with Newton iteration‏ 
لتقريب الحل لنظام من رتبة 7# لمسائل القيمة الابتدائية من الرتبة أولى 

f), ((‏ = ۷ لكل 5 >: >ه عند ۾ = (ه)ر 
عند (1 + 7/) من الأرقام المتساوية التباعد في الفترة [5 ,4]: 
المدخلات: نقاط نهاية «a,b‏ عدد صحيح N‏ شرط ابتدائي »» حد سماح «TOL‏ أكبر عدد 
إعادات 14 عند أي من الخطوات. 
المخرجات: التقريب س إلى ( عند (1 + /3) من القيم ل 4: أو عبارة فشل. 


kı = w+ f(t, 0) 
wo = kı 
جک‎ 
FLAG = 0 


wo - f(t +h, wo) — kı 
9 1— $ f,(t +h, wo) 
FLAG = 1 إذا كان 70 < اوئلا — للا| فضم‎ 
ع‎ 1 
وما عدا ذلك ضع 1 + ز = از‎ 
دلا = ونا‎ 
وإذا كان 21 < 7 فإن‎ 
الخرجات ( تم تجاوز أكبر عدد من الإعادات).‎ 


ضع a+ ih;‏ =1 
0 
المخرجات (س ,) 


توقف. 
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مثال 3 إن مسألة القيمة الابتدائية الشديدة 
y= Se(y- 02+ 1, O<ts<l y(0)=-1‏ 
لها حل 6-5 - + = ()ر. وللوقوف على آثار الشدة» نطبّق طريقة شبه المنحرف الضمنية وطريقة 
ıtaاK-Runge‏ من الرتبة رابعة مع 4 = »N‏ لتعطى 0.25 = ۸» و5 = N‏ لتعطى 0.20 = ۸. 
إن أداء طريقة شبه المنحرف جيد فى كلا الحالتين مستخدمين 10 = M1‏ و 10-5 = 701 
وكما هو الحال في طريقة aاااK-عع«ںR‏ مع 0.2 = ۸. وعلى أي حال تقع 0.25 = ۸ خارج 
حقل الاستقرارية المطلقة لطريقة 8نا>1-ءع212110» وهو ما تثبته النتائج فى جدول (22.5). 


' 
جدول 22.5 طريقة رونج - كوتا طريقة شبه المنحرف‎ 
h= 0.2 h= 0.2 
Wi |y(%) - w:| Wi زمار‎ - wil fi 
— 1.0000000 0 — 1.0000000 0 0.0 
- 0.141469 2.6383 x 1072 —-- 1 1.9027 x 1072 0.2 
0.2748614 1.0197 x 1072 0.2684884 3.8237 × 10-3 0.4 
0.5539828 3.7700 x 1073 0.553997 1.7798 x 1073 0.6 
0.7830720 1.3876 x 10-3 02 7 6.0131 x 10-4 0.8 
0.9937726 5.1050 x 10-4 0.9934905 2.2845 x 10-4 1.0 
h= 0.25 h= 0.25 
Wi |»(%) - wil Wi زمار‎ - w:| fi 
— 1.0000000 0 ¬ 1.0000000 0 0.0 
0.0054557 4.1961 x 1072 0.4014315 4.37936 x 1071 0.25 
0.4267572 8.8422 x 1073 3.43743 3.01956 x 10° 0.5 
0.7291528 2.6706 x 1073 1.44639 x 23 1.44639 x 23 0.75 
0.9940199 7.5790 x 10-4 ©171110 فيض‎ 1.0 


لقد قدمنا هنا كمية صغيرة فقط مما يجب على القارئ معرفته حول المعادلات التفاضلية الشديدة. 
ولزيد من التفاصيل؛ راجع (صم]] ,[6622] او [ء50]). 





مجموعة التمارين 11.5 EXERCISE SET‏ 
1. حل مسائل القيمة الابتدائية الشديدة الآتية مستخدمًا طريقة 2510165 وقارن النتائج بالحل 


أ. © -0)بر ,1>+>0 ,برو - -برعند 0.1 = ۸ الحل الحقيقى "-اه = ()ر. 
ب. 4 = (0)ر ,1 >+ >0 ,2 +( - 200 -= بر عند 0.1 =۸ 


الحل الحقيقى "2-م1 + 2/ = ()ر. 
ج 1= (0)ر ,2 >+ >0 20in + cost,‏ +202 - = 'ر عند 0.25 = ۸ 


الحل الحقيقى ٠‏ + ٤او‏ = (1)ر. 
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ر 12 =(0)ر ,1 >+ >0 50y,‏ - 50/2 = بر عند 0.1 = ۸ 
الحل الحقيقى 199(12م + 1) = (/)ر. 
2. حل مسائل القيمة الابتدائية الشديدة الآتية مستخدمًا طريقة 1165» وقارن النتائے با 
وقارن النتائج 


ت (0)ر ,1 >7 >0 ,6# +يرد -= برعند 0.1 = ۸ الحل الحقيقى © + 3 = ()(. 
ب. =٤‏ (0)ر ,1 > >0 ,10+1 +102 -= ر عند 0.1 = 
الحل الحقيقي الاجم = )ير 
ج. 0.9999997 = (1)بر ,3 >4 >1 ,3/04 -(3-, -رر)15 - - بر عند 0.25 = ۸ 
الحل الحقيقى 3 + 15 - = (1)ر. 
y(0=0.‏ ,2 < > 0 ,)هذه -4ومء20 + 20y‏ - = 'ر عند 0.25 = ۸ 
الحل الحقيقى e”20 + cost‏ — = )1(„ 


. كرّر تمرين (1) مستخدمًا طريقة 2]ناك0286-1ا10 من الرتبة الرابعة. 


u 


. كرّر تمرين (2) مستخدمًا طريقة a)؛اK-ءع«ن۸R‏ من الرتبة الرابعة. 

. كرّر تمرين (1) مستخدمًا طريقة „Adams fourth-order predictor-corrector‏ 

کرر تمرين (2) مستخدمًا طريقة .Adams fourth-order predictor-corrector‏ 

. كرّر تمرين (1) مستخدمًا خوارزمية شبه المنحرف مع 10-5 = 101. 

. كرّر تمرين (2) مستخدمًا خوارزمية شبه المنحرف مع 10-5 -.101. 

9. حل مسائل القيمة الابتدائية الشديدة الآتية مستخدمًا طريقة 8))ناك1-هع0نا8 من الرتبة 


.۸ = 0.025 الرابعة» مع (أ) 0.1 = ۸ و (ب)‎ 
u = 32u + 66u2 + t+ 22 0> < 0.5, u(0) = } 


دن << ان (0 “< oO‏ 


u - - 66u, - 5غ 05 ,1 -غ1 -يب133‎ 0.5, u2(0) = 4 
: قارن النتائج بالحل الحقيقي‎ 
u(t) = t+ ğe'- 1 and u(t) = - 1- {e - je 
أثبت أن طريقة a)اا-مع«ںR من الرتبة الرابعة‎ .0 
kı = hf (ti, W;) 
ka = hf (tf: + h/2,W; + kڊ/2)‎ 
k3 = hf (tı + h/2,Wi + k2/2) 
ky = hf (tı + h,Wi + k3) 
Wir = Wi + (kı + 2k2 + 2k; + ka) 
بالصيغة‎ «١ = 2( يمكن كتابتها حين تطبق على المعادلة التفاضلية‎ 
Wirı = (1+ AA + 1(۸)? + (RA)? + بس لجم)ط‎ 
ناقش: الاتساق» الاستقرارية» والتقارب لطريقة شبه المنحرف الضمنية‎ .1 
1 201 2-3 الكل‎ Wata WF (رم نام رمرم ) ل‎ + f(f,W:)) 
بتطبيقها على المعادلة التفاضلية‎ ۷٠ = » مع‎ 
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y= f(y) astsb هار‎ =a 

2. تعرف طريقة معاد-عمه Backward Euler‏ بخطوة واحدة من خلال 
wirı = wi + hf (tir1rWi +1)‏ لكل i= 0,..., N-1‏ 

أثبت أن )1 -1/)1 = )0(۸ لطريقة „Backward Euler one-step‏ 
3. طبّق طريقة ۲ا٤‏ ١ة«‏ )ء8 على المعادلة التفاضلية المعطاة في تمرين (1). استخدم طريقة 
نيوتن لإيجاد حل ل ۷+۱. 
4. طبّق طريقة ۲ءاں٤‏ ١ة«‏ )ء8 على المعادلة التفاضلية المعطاة في تمرين (2). استخدم طريقة 
نيوتن لإيجاد حل ل ا+نس. 
5 أ. أثبت أن طريقة شبه المنحرف الضمنية (67.5) هي e[طھاs-A.‏ 


ب.أثبت أن طريقة Backward Euler‏ في تمرين (12) هي عاطهاة-4. 


Survey of Methods and Sofware مسح للطرائق والبرمجيات‎ 5 EEE 


تناولنا في هذا الباب طرائق لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية لمعادلات تفاضلية عادية. ولقد 
بدأنا بمناقشة الأسلوب العددي الأكثر أولوية وهو طريقة ۲٥ا٤.‏ وهذه العملية ليست دقيقة بما يكفي 
لاستخدامها في التطبيقات » ولكنها توضح السلوك العام للأساليب الأكثر قوة دون الدخول في مصاعب 
جبرية» لذلك فقد افتُرضت طرائق ق :110 بمنزلة تعميمات لطريقة #واناظ. ولقد تبين أنها كانت دقيقة» 
ولكنها بطيئة بسبب الحاجة إلى تحديد اشتقاقات جزئية واسعة للدالة الموصوفة للمعادلة التفاضلية. 
إن صيغ )عمد تبسّط طرائق :مار حيث لا تزيد الخطأ معنويًا. وعند هذا الحد فقد 
كان اهتمامنا بطرائق الخطوة الواحدة أساليب تستخدم البيانات فقط عند النقاط التي حُسبت توًا. 
وقد تناولنا الطرائق متعددة الخطوات في الفصل (6.5)» حيث افتّرضت طرائق واضحة من نوع 
Adams- Bashforth‏ وطرائق ضمنية من نوع Adams-Moulton‏ . جت هذه في طرائق المتذنبئع- 
الصحح التي ت تستخدم طرائق ق واضحة مثل ط0ره4ط825 -803705. للتنبؤ بالحل» ومن ثم تطبيق طريقة 
ضمنية مقابلة لها مثل Adams-Moulton‏ لتصحيح التقريب. أوضح الفصل (9.5) كيفية استخدام 
هذه الأساليب لحل مسائل القيمة الابتدائية برتب أعلى وأنظمة مسائل القيمة الابتدائية 
وتستند الطرائق الأدق والمتبناة إلى أساليب بخطوة واحدة وبعدة خطوات وغير معقدة نسبيًا. 
وقد لاحظنا فى الفصل (5.5) خصوصًا أن طريقة عنءطاطء1-مد؟[-هعه81 هى عملية بخطوة 
واحدة تتحرى اختيار مباعدة شبكية لأبقاء خطأ التقريب المحلى تحت السيطرة. إن طريقة 
التنبئ- الصحح بسعة خطوات متغيرة التي عرضت في الفصل 7.9 تستند إلى طريقة 
Adams- Bashforth‏ من الرتبة الرابعة وطريقة 40325-240108 من الرتبة الثالثة» وهى أيضا 
تغير من سعة الخطوة لإبقاء الخطأ ا ضمن حد السماح المحدد. وإن طريقة الاستكمال 
الخارجي التي نوقشت في الفصل (5 تستند إلى تعديل طريقة النقطة الوسطية» وتشمل 
استكمالًا خارجيًا للإبقاء على الدقة المطلوبة للتقريب. وتتناول المادة الأخيرة فى الفصل الصعوبة 
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الملازمة لتقريب حل المعادلة الشديدة» أو المعادلة التفاضلية التي يتضمن حلها الصحيح جزءًا 
بصيغة '7-م» حيث إن ۸ ثابت موجب. ويجب الحذر عند التعامل مع مسائل من هذا النوع » 
أو أن تطغى النتائج على خطأ التدوير. 
إن طرائق من نوع Runge-Kutta Fehlberg‏ و وافية عمومًا لمسائل غير شديدة» وتتطلب دقة 
وسيطية. وعمليات الاستكمال الخارجي ت تعتمد على مسائل غير شديدة» وتتطلب دقة عالية. 
وتستخدم توسعات طريقة شبه المنحرف الضمنية لطرائق متغيرة الرتبة ومتغيرة سعة الخطوة من 
نوع 5ةلك الضمنية لمسائل القيمة الابتداثية الشديدة. 
وتتضمن مكتبة ,11151 اثنين من البرامج الفرعية لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية. وكل 
واحد منها يحل نظامًا من 7# من المعادلات من الرتبة الأولى فى 72 من المتغيرات. والمعادلات 
ذات صيغة : 
fit, Ui, U2, ..., Um)‏ ےا لكل 212.۰78 

حيث إن (1): معطاة عند كل 1. اه البرنامج الفرعي سعة الخطوة المتغيرة 175816 إلى 
طرائق :عمء/١-ة)انك1-ءع#10‏ من الرتبتين 5 و 6 الموضحتين فى التمرين (4) من الفصل (5.5). 
ويُستخدم برنامج فرعي من نوع Adams‏ في المعادلات الشديدة يعون إلى Ger‏ صةذااة/ .© ومعطى 
من خلال 1۷۶۸6. هذه الطريقة تستخدم طرائق ضمنية متعددة الخطوات من رتبة حتى 12 وصيغ 

وتحتوي مكتبة 246 عمليات من نوع Runge-Kutta‏ تسمى 2502801 «DO2BHF‏ 202501 
.D02PDF‏ 2028068 و 2028118 تستند إلى صيغة M0١‏ لطريقة aااا)-مع«Ru.‏ وطريقة وسدلم 
متغيرة الرتبة ومتغيرة سعة الخطوة متضمنة في العملية 202015. وطرائق الفرق المتراجع متغيرة 
لرتبة ومتغيرة سعة الخطوة لنظام شديد متضمنة في العملية ۴. وتتضمن برامج فرعية 
أخرى نفس الطرائق» ولكن بإعادات حتى تقترب مكونة الحل لقيمة معطاة أو حتى يكون دالة 
لحل صفرًا. إن مكتبة ناه" تتضمن تتضمن برامج فرعية متعددة لتقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية 
في الحزمة 008 الموجودة عند الموقع .http://www.netlib.org‏ والبرنامج الفرعي 071.5 يستند 
إلى طرائق :626آ-ةادك1-ه8د1 من الرتبتين 5 و 6. والبرنامج الفرعي 45.5 يستند إلى 
طرائق عer‌bۆ|Feh-Kutta-Runge‏ من الرتبتين 4 و 5. وكما وصح في الفصل (5.5)» ولمسائل القيمة 
الابتدائية ة لعادلة تفاضلية شديدة اعتيادية. يمكن استخدام البرنامج الفرعي 00.5 المستند 
إلى صيغة التفاضل التراجعي المتغيرة المعامل. وهناك العديد من الكتب مختصة في الحل 
لعددي لمسائل القيمة الابتدائية» يتقدمها اثنان ككتابى ]1e1[‏ ءهمء]1 و [061] مدء0. وتتناول 
كتب أخرى هذا الحقل مثل دطاه8» [8۲] Golub « Poole [OP] «Ortega Pinder‏ و Ortega [GO]‏ 
.Dor- mand ]D0[ »Shampine [Sh]‏ وهناك أا کتابان ل Hairer, Nörsett‏ و Warner‏ يوفران 
نقاضًا مستفيضًا حول مسائل ]1×N۷1[‏ عديمة الشدة و HNW2]‏ الشديدة» وكتاب ل Burrage [Bur]‏ 


يوضح طرائق التوازي والتتابع. 





الطرائق المباشرة لحل الأنظمة الخطيّة 
Direct Methods for Solving Linear Systems‏ 
مقدمة 
تنص قوانین كيرشوف 10۴ ۸|۲٥۸‏ في الدارات الكهربائية على أن صافي تدفق التيار عند 

كل عروة وصافي انخفاض الجهد حول كل دارة في الدارة يساوي صفرًا. افترض أن طاقة وضع 
قيمتها ۷ فولت وضعت بين النقطتين 4 و © في الدارةء وأن 14.15 ,12 ,2 :1 تمثيل اندفاع 
التيار كما فى الشكل أدناه بافتراض © نقطة مرجعية ؛ وإن قوانين كيرشوف تعنى أن التيارات 
تحقق نظام المعادلات الخطية الآتية: 

Si + ع دونة‎ V 

i iq — i= 0 

2i4 3is = 0 

i 5 i is =0 


5i2 i= 2i4 =0 


20 30 C 
ف‎ AAA 
7 | 7 iı 20 
١ 
لت ب فولتك‎ 50 20 D 
1 8 10 
Ww WV 
G 32 F 40 E 


سيتناول هذا الباب حَل الأنظمة من هذا النوع. لقد شرح هذا التطبيق فى التمرين (29) من 
الفصل (6.6). 

إن أنظمة المعادلات الخطية مرتبطة بكثير من مسائل الهندسة والعلوم وكذلك بتطبيقات 
الرياضيات في العلوم الاجتماعية والدراسات الكمية في الأعمال والمسائل الاقتصادية. 
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مثال 1 


ندرس في هذا الباب طرائق مباشرة لحل نظام خطی على الصيغة 
1.6( رط = تبره +٠٠١0+‏ يديره + E: ax1‏ 
@2npXn = b2‏ +***+ يلاويه + إناريه  E2:‏ 


En: يروم + م6‎ ++ mh 
زا وبط‎ = 1,2,..., ٩ في المجاهيل (المتغيرات) »× , ...,1* حيث ز:ت ثوابت معطاة لكل‎ 
إن الطرائق المباشرة هى طرائق تعطى الحل بعدد محدد من الخطواتء‎ ١ > 1, 2,..., * لكل‎ 
وخاضعة لأخطاء تقريب فقط. وسنقدم خلال عرضنا بعض الفاهيم الابتدائية في موضوع الجبر‎ 
الخطى.‎ 
أما طرائق تقريب حل الأنظمة الخطية باستخدام الطرائق المتكررة فستعرض في الفصل السابع.‎ 





أنظمة المعادلات الخطية Linear Systems of Equations‏ 
نستخدم ثلاث عمليات (تدعى العمليات الابتدائية) لتبسيط النظام الخطي في المعادلة (1.6): 

أ. يمكن ضرب العادلة +۴ فى أي ثابت غير صغري ۸ والحصول على معادلة تكافئ المعادلة 

(رم)ء ونعبر عن هذه العملية بالرمز (ع) > .(AE;)‏ 

ب. يمكن ضرب المعادلة م في أي ثابت ۸ ثم إضافة الناتج إلى المعادلة ر5؛ ونعبّر عن هذه 

العملية بالرمز (:2) ج (رظذ + رظ). 

ج. يمكن تبديل المعادلتين ,8 و رع. ونعبر عن هذه العملية بالرمز (رك) + (:8). 

يمكن تحويل نظام خطي باستخدام متتالية من هذه العمليات: إلى نظام خطي آخر يسهل حله» 

وله حلول النظام الأول نفسها. 

حل المعادلات الأربع الآتية للمجاهيل 2,×3,4×,ا×: 


Er: xı + و‎ + 3x4= 4 


E: 22+ x x+ بر‎ > 1 5 
E: 3x x وير‎ + 2x4 2 - 3 2.6١ 
Eq: xı + 2x2+ 3x5 — وبر‎ >> 4 


نستخدم 5 أولا لحذف المجهول 1× من 84 ,83 ,22 وذلك باستخدام 


(Eq + E) > (E4) ذ‎ (E2 — 2E} + ),(وظ)‎ E - 3E) ¬» (وظ)‎ 


Es E 2 2 2 لنحصل على النظام‎ 
E2: x= x¬ 5x = -7 
E: = 4= -ونر‎ 74-5 
E4: دب3‎ + 3× + 2×4 = 8 


حيث رمزنا إلى المعادلات الجديدة بالرموز Eı, E2, E3‏ و ب للتبسيط. 


6 هو أنظمة المعادلات الخطية 


تعريف 1.6 


مثال 2 
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في النظام الجديد نستخدم 2 لحذف 2 من 55 و K4‏ من خلال تشكيل (و) ج (وظ4 - 23) 
و(وك) ح (وى3 + )٤4‏ فنحصل على 


E: +ع‎ x2 £ ک3‎ 4 
E2: - سور سرع‎ 5x4 = -7 
Es: 3x + 13x4 = 13 (3.6) 
E4: - 13x4 =- 3 


إن نظام المعادلات (3.6) الآن في صيغة مثلثية (أو مختزلة) (0ععنا0»: ,04) ۲او ها!» وبهذا 
يمكن إيجاد الحلول بعملية التعويض العكسى. (backward - substitution process)‏ بما أن 14 
تعطي 1 = 4× فيمكننا حل 23 لإيجاد 3×› وذلك باستخدام 
13x4) = 4)13- 13( = 0‏ -4)13 دور 
وباستمرار هذه العملية فإن ۴2 تعطى 


x2 = - )-7 + 5x4 + ×3( = - )-7+ 5 + 0( = 2 


وال تعطي 


1--4-3-2 ديج -برة -4 دور 


ولذلك فإن حل نظام المعادلات (3.6) ومن ثم نظام المعادلاات (2.6)هو1 - = رسن 2 = و3 0 = ود 
و1 = .X4‏ 9 
عند القيام بالحسابات في مثال (1)» لم تكن هناك حاجة إلى كتابة المعادلات كاملة في كل 
خطوة أو حمل المتغيرات 1× 32: 3× و 4× خلال الحسابات ؛ لأنها بقيت دائمًا فى العمود نفسه. 
إن التغير الوحيد الذي طرأ عند الانتقال من نظام إلى آخر كان في معاملات المجاهيل وفي قيم 
الطرف الأيمن للمعادلات. ولهذا السبب غاليًا ما تستخدم المصفوفة بدلا من النظام الخطي» 
وهذه المصفوفة تحتوي على المعلومات الضرورية جميعها في النظام للحل» ولكن بطريقة أفضل. 
المصفوفة من الدرجة (أو الشكل أو السعة) ۸ »7 هى مستطيل من العناصر عدد صفوفه 7 وعدد 
أعمدته 7# » حيث يتحدد العنصر بقيمته وموقعه معًا. ل 
يعبر عن المصفوفة 7# × ۸ بحرف كبير مثل ۸ > وبحروف صغيرة وعددي دليل مثل 6:1 لكل 
مدخل (أو عنصر) في تقاطع الصف : والعمود ل» أي 





سا6 ***° 12© 611 
@m‏ ***° 0422© 0421 7 
5 اين عند 
dnl 42 °*** dp‏ 
المصفوفة 
هى مصفوفة 3 ×2 حيث EU‏ 
١‏ ]118 
2 


2 = ررق 1 ¬= ورف 7 = ورف 3 = روف 1 = ييه و 0 = ويه 8 
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تسمى المصفوفة « × 1» ويعبر عنها [,ره 4,200١0‏ رره] = ۸ متجهًا صفيًا ذا بعد 7 
وتسمى المصفوفة 1 ×" 
a11‏ 
021 
A=‏ 
anı‏ 
متجهًا عموديًا ذا بعد 71 
نحذف في العادة الرموز غير الضرورية عند التعبير عن المتجهات› وتستخدم حروف صغيرة 
غامقة اللون للتعبير عنها فمثلا 


X1 
x2 
kK 
Xn 
متجه عمودي )و‎ 
y=[yı Y2 °° ya] 


يمكن تمثيل نظام المعادلات الخطية 
dı1Xı + @ı2X2 +۰**+ @ınXn = bı‏ 


b2‏ = ,ترجه +***+ 22X2‏ + دريه 


dn1X1 + @n2X2 +***+ dnnXn = Dn 


بمصفوفة من الدرجة (1 - ")× 7 على النحو التالي : 





bı d1 412 °*** dQin 
bı d1 ©0422 ٠٠٠ @2n 5 
b= . وضع | . . . | اربهاع-4 و|‎ 
: ¢ . ١ كلمة معززة (مزيدة) تشير إلى حقيقة‎ 
Dn dnl @n2 <<< dnn E 95 0 
يدت وضمّت إلى‎ 
augmented matrix ثم بتجميع هاتين المصفوفتين للحصول على المصفوفة الموسعة‎ 
26411 2412 *** Qin : 4 
d21 422 °** سيه‎ : b2 
[A,b] = AY 
anl @n2 *** dun ;: 3 


حيث استخدمنا الخط العمودي المنقوط ليفصل بين معاملات المجاهيل عن القيم فى الجهة 
اليمنى للمعادلات. ١‏ 


6 و أنظمة المعادلات الخطية 





هان ۴١۵١‏ قي السين ذلك 


قدي :الكانداب ”تنسغية فصول في فن 


الردافيات” الذي كتب عام 200 قبر 
اليلاد تقريبا 
لقد وصف جوزيف لويس لاجرائج 
1813-1736) طربضة مماثلسة ت 
العمئية عام 1778 في حالة أن قيمة كر 
معادلة صقر. رأعطى جاوس وصفا أعم 
فى کتبه 
Theoria Motus corporum coelestium‏ 
sectıonbus solem ambıentum‏ 
الذي شرح طريقة المربعات الصغرق 
التي استخدمها غام 1801 ليصف مدار 
الكركب العسغير سيريز 
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إن إعادة العمليات التي أجريت في مثال (1) باستخدام رموز المصفوفة تنتج بالمصفوفة الموسعة أولا. 


| 


وبإجراء العمليات الصفية للمثال المذكور نحصل على المصفوفتين 


TO 8: 
2: 1-1 Ee 
3-1-1 2:- 
5 $£ 8 1 


عاك سه 











1 د‎ 21 . 
06-1 - 5. -7 E E 
ه05‎ 82 3 BS 8 0 e 1 7-5 
0 0 © -!35 و اإذة-.‎ 5 5 ¥ 22 8 








ويمكن تحويل المصفوفة النهائية للنظام الخطي المرتبط بهاء ومن ثم الحصول على حل المجاهيل 

.X4 و‎ Xj, X2, X3 

تسمى الطريقة المستخدمة في هذه العملية طريقة الحذف لجاوس باستخدام التعويض التراجعي 
Gaussian elimination with backward substitution‏ 

تعمم طريقة الحذف لجاوس على النظام العام للمعادلات الخطية بصورة مماثلة على النحو 


الاتى: 
زه = GX‏ ++ يعوره + E: aX‏ 
b2‏ = اميه ++ يجيه + E2: @21X‏ 
+٠١ + @anXn = O, 4.6)‏ يلاجر + En: Gai)‏ 
إن الصيغة الأولى للمصفوفة الموسعة ^ هى 
dı @2 ''' Gin ١ n+l‏ 
اج+س2© : da ©0422 °° Qn‏ 5 
5 ٭ 2 7 , = A = ]4,b[‏ 
EF 5.6)‏ 
5٠5 Qun : dnn+l‏ 2م4 dnl‏ 


حيث تعبر 4 عن المصفوفة المكونة من المعاملات. 

إن مدخلات العمود (1 +2) هي قيم ط؛ أي أن بط > اجم,:© لكل ۸ ,...,2 ,1 دا 

قى حالة 0 ¥ رره ٠‏ ويمكن تنفيذ العمليات المقابلة للتحويل (ر) ج (210(ررعه/رره) - رظ) 
لكل من ۸ ,...,2,3 = ز؛ للتخلص من معامل × فى كل صف من هذه الصفوف . 

وعلى الرغم من أنه من المتوقع أن تتغير المدخلات في الصفوف ” .....3 ,2 » فإننا ولتبسيط الرموز 
سنعبر عن المدخل في الصف : والعمود أ بالرمز :© وبإبقاء هذا الأمر ضمن الافتراض سنتبع 
متتالية من العمليات لكل 1 - ۸ ,...,3 ,2 = اء ونجري العملية (ر) + (,8(ريه/يره) - ر). 
لكل ۸ , ... ,2 + : ,1 + : = زر على أن 0 ٭ به 

إن هذا يحذف ( يغير المعامل ليصبح صفرًا) :× في كل صف تحت الصف آ» وللقيم 
۸-1 ,...,1,2 = جميعها تأخذ المصفوفة الناتجة الصيغة الآتية: 


dı 412 5*9 dln . اعما©‎ 
0. da, ٠-١ موه‎ ` One| 





An 5 احم‎ 
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إذ لا يتوقّع أن تتوافق قيم © عدا التي في الصف الأول مع مثيلاتها في المصفوفة الأصلية ۸. 
وتمثّل المصفوفة 5 نظامًا خطيًا له مجموعة من حلول النظام الأصلي (46) نفسها. 
وبما أن النظام الخطي الجديد مثلثيّ فإن 


+٠٠١ + @QinXn = Q1,n+1‏ 41272 + 1361 ره 
+٠١ + @2nXn = d2,n+1‏ ونتويه 


اجسرمة = نتومة * 


ويمكن تطبيق التعويض الارتجاعى. وبحل المعادلة ذات العدد ” لإيجاد قيمة ,د نجد أن 
dn,n+ 1 3‏ 
مقف حي 

dnn 


وبحل المعادلة عدد (1 - )١‏ لإيجاد قيمة ×«-١‏ واستخدام القيمة المعلومة ل «× نجد أن 





_ dn-ln+1 > n= l,nXn 
Xn-1 = 2 
n-1,n-1 5 7 5 

وباستمرار هذه العملية نحصل على 

3 
ا‎ diyn+1 7 QiynXn = din-1Xn-1 < '**= Qii+1Xi+1 _ @in+1 PD dij*j 
2 = 

dii dii 


لكل 21 2 — 1R‏ قن دع 
ويمكن عرض طريقة جاوس بالحذف بدقة أكبر على الرغم من كونه أكثر تعقيدّاء عن طريق 
تكوين المصفوفات الموسعة 
, ... ,42 ,"4 حيث إن "4 المعطاة فى المعادلة (5.6) و "4 » لكل ۸ ,...,2,3 = ۸ 
) نج 
لها المدخلات ",© حيث 


(k-1) 








“Qij‏ عثقما 2-1 ,1512 13 + L2;‏ سر 
2 0< قا < رمي قا 2-1315 1227 j=‏ 
)ىن 2 
8 لاحلا 
i= (k1 i,k-1 (k1‏ = 
الى لقف RFI I= KEF <, ¥ aaa ca ١‏ .ا +طاباءدر 
k-1,k-1‏ 
وهكذا 
لاي + 0 0( )1 ا 2 
عو + OBE OS ° OA 27 + BM‏ بذ 
ار : a‏ 2 )2( 2ج ) 
er1‏ :¢ يوه ° عي چ ° وي ,جره .0 
(k-10 (0 :‏ 0 
Sk FT O (6.6)‏ د 
0( %0( 0 
kn+1‏ د cet‏ 0 
هاى ۰ ها 0 0 
واه + نم د a‏ 0 :حم ولع مر أيه يل ود Feat‏ 








يمل النظام الخطي المكافئ الذي حذف فيه ×»-١‏ من المعادلات ۾ , ...,رجرظ .8. 
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مثال 3 


إن العنصر المحوري في أي عمود 
محدد هو العنصر الممستخدم لوضع 
أصفار في الخلايا الأخرى لذلك 
العمود. 
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وستفشل العملية إذا كان أي من لإي ,"ى , ... ,له ,() يساوي صفرًا؛ لأن 
الخطوة 


ېږ 

8 ج‎ =) > E; 
(Kk) 
kk 


إما أنه لا يمكن تنفيذها (هذا فى حالة أن واحدًا من , _ ا" ه, ...,!!)ه يساوي صفرًا)» وإما أنه 
لا يمكن إجراء التعويض الارتجاعى (فى حالة 0 = )ي ). 
ومن الممكن أن النظام ما زال له حل» ولكن لا بد من تغيير الطريقة لإيجاد الحل. والتوضيح 


في مثال الآتی : 
لديك النظام الخطي 
x= -8 5‏ - و22 + x‏ سر لك 
2x - 2x2 + 3x3 - 3x4 = - 0‏ :و 
2- = وم E3: Xx+ X2+‏ 
3x4 = 4‏ + ويرك E4: xı X2+‏ 
إن المصفوفة الموسعة هى 
ATS ٠‏ 1 
0-: 3- 3 2- 2| _نخ م 
NAT OS‏ تن ضحد 
4 2 4 1- 1 
وإن إجراء العمليات 


(E4 - E) ج‎ (E4) g(E2 - (10ظ2‎ ¬> (E2), (E3 - جح (رط‎ (E3) 


يعطي 
E | 1‏ 2 = 
4-:1- 1- 0 0 
کل 1 1ك 2 
O 2 46‏ 


فر 


وبما أن 3 المسمّى بالعنصر المحوري ١٠٣٠ا‏ 004أم يساوي صفرّاء فإنه لا يمكن استمرار 
الطريقة بنمطها الحالي. ولكن العملية () <> (:2) مسموح بهاء ولذلك نبدأ بتمعن العناصر 
23 واه للتوصل إلى أول عنصر غير صفري. وبما أن 0ع 2 نجري العملية (E2) <> (E3)‏ 
لنحصل على مصفوفة جديدة 
E ER‏ 
at, LH‏ 20-1 
E EA‏ 
12 : 4 2 0 


a 


مرك هه ه 


بما أن 2× قد حذفت من 85 و 84 فإن 1/3 تصبح 4 ويستمر الحساب فى العملية 
(۴4) < (2:3 + 28+4) التى تعطى 
= 4= 000000" 
8 12 1- 2 
Of AR 8‏ 
4 :2 0 0 


A - 


0 © تق‎ m~ 
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وأخيرًاء يطبّق التعويض الارتجاعي ليعطي 


(2:ك 3 ديق 
و 1(*41-) - ا 
1- 
لان 6 
و 1( ا ا 
ر _ _ [1(×2-) - 2x3‏ - 1(×4-) - 8-] کچ 5 


1 
مثال (3) ما يمكن عمله إذا كان ۸ = أي لعدد ما1 - ۸ ,...,1,2 = 24 ويجب تمعن 


العمود | للمستوفة 614-10 :من الضف حتى الصف« اللخضرل على أول مد خل :غير صقري إذا 
كان 0 *: 4 لعدد ما 2 حيث 7 > م > 1 + 4 يجب إجراء العملية (م) ج (/58) للحصول 


على 406-97 .ويمكن بعد ذلك استمرار العملية لتكوين 2)0 .إذا كان 0 = أ لكل 7 يمكن 
برهنة ( انظر المبرهنة (16.6) فى الفصل 4.6) أن النظا م الخطي ليس له حل وحيدء وأن العملية 
تتوقف. وأخيرًا إذا كان 0 = 4 فإن النظا ع اطي س له حل وحيد» وعليه تتوقف العملية 
مرة ة أخرى. إن الخوارزمية 6 لک عملية الا لجاوس باستخدام التعويض ا اي 
وتستخدم الخوارزمية عملية التمحور عندما يقوم السخور 0 = به بتبديل الصف © بالصف 27 
حيث 7 أصغر عدد صحيح وأكبر من )» فسيكون له ۾ غير صفري. 


طريقة جاوس للحذف باستخدام التعويض الارتجاعى 
Gaussian Elimination with Backward Substitution‏ 
لحل النظام الخطي « ×۸ الآتي: 
inn = Qi,nt1‏ ء ااب + ره E:‏ 
azn‏ = ترجه +***+ E2: aax) + axa‏ 
E, : anix + ana presi ann - e‏ 
المدخلات: عدد من المجاهيل والمعادلات ۸ : مصفوفة معززة [ر»] = ۸» حيث 
2+1 كن 1 و 8 4 1 


المخرجات: حل ,د <1١ ٨2,...١‏ أو رسالة 5 تقول: ليس للنظام الخطي حل وحيد. 





٠. ,‏ = أ نفذ الخطوات 2 :3 » 4. (عملية الحذف) 
افترض/ أصغر عدد صحيح بحيث 0 # رمره و 7 > جم > 17 
إذا لم يحقق العدد 7 ذلك فعندئذ يكون المخرج (لا يوجد حل وحيد). 


توقف. 


كك إذا كان 4 # 7 فعندئذ نقذ () سب (م2). 
| 4 إعر” ٠٠٠‏ + 1 > ل نقذ الخطوتين 5 و6. 
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مثال 4 


Linear Systems of Equations 


إذا كان 0 = ,ررك فإن المخرج (لا يوجد حل وحيد). 


ضع ررم / 1 جمرم© = Xn‏ 
( ابدأ بالتعويض الارتجاعي). 


المخرج (,ند , ...,1«) ( نجحت العملية). 
توقف. 


ل 
إن برمجيات 085 جميعها تحوي برمجيات المصفوفات. ولتعريف المصفوفات وتنفيذ عمليات 
الحذف لجاوس باستخدام مابل ©ام1/13؟ عليك أولا الدخول إلى مكتبة الجبر الخطى :1568 
Algebra‏ ا ا >with(LinearAlgebra)‏ 
لتعريف المصفوفة !1 في مثال 2 التي سنسميها 44 استخدم الأمر 
>AA:=Matrix([[1,-1,2,-1,-8],[2,-2,3,-3,-20],[1,1,1,0,-2],[1,-1,4,3,4]])‏ 
إن هذا يعمل قائمة بالمدخلات بحسب صفوف المصفوفة الموسعة 4 = 44 : إن الدالة 
RowOperation(AA,[i,j],m)‏ 
يجري العملية (رظ) <- ٤¡(‏ + رظ). 
وهذا الأمر نفسه دون المعلمة الأخيرة (,[ززن]رطه)ده:ه,عم0»ه8 يجري العملية (ر2) <> (:8) 
ومن ثم فإن متتالية العمليات 
>AA1:=RowOperation(AA,[2,1],-2)‏ 
>AA2:=RowOperation(AA1,[3,1],-1)‏ 
>AA3:=RowOperation(AA2,[4,1],-1)‏ 
>AA4:=RowOperation(AA3,[2,3])‏ 
تؤدق إلى النتيج ة >AA5:=RowOperation(AA4,[4,3],2) 5 A®‏ 
وبطريقة أخرى فإن الأمر المنفرد 
AA5:=GaussianElimination(AA)‏ 
يؤدي إلى المصفوفة المنخفضة نفسها. 
وفى أي من الحالتين فالعملية النهائية 


تعطي الحل 


>x:=BackwardSubstitute(AA5) 


إن الغرض من هذا مثال هو توضيح ما يمكن أن يحدث لو فشلت الخوارزمية (1.6). 
إن الحسابات ستجري آنيًا على نظامين خطيين 


xı+ +يم‎ x= 4 xı+ دوم جوم‎ 4 
2x1 + 2x2+ x= 4 2x1 + 2x2 + x3 = 6 
xı + x2+ 2x3= 6 3 x1 + x2 + 2x3 > 6 
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وإن هذين النظامين ينتجان المصفوفتين 
0 4 11 | 1 
A |2 2 314‏ 
TEA‏ 2 
وبما أن 1 = 11 نجري (E2 - 2E) + (E2)‏ و (E3)‏ ج (E3 - E)‏ 





سمت 





5 01 4 rl a4 2 
A= 0 0 -1 :-4 و‎ Ã= 0 0 -1 :-2 
00 1: 2 OO TES 











عند هذه النتيجة 0 = مده = 2د۵2 
تتطلب الخوارزمية توقف العملية» ومن ثم عدم الحصول على حل لأي من النظامين. إن كتابة 
المعادلات لكل نظام يعطي 

XxX + يع‎ + X3 4 x+x+ x= 4 5 


4 - = و×- و 2= و 

x= 2‏ = 
إن النظام الخطي الأول له عدد لأنهائي من الحلول 

1× - 2 = 2× ,2 = 3× و 1× 

النظام الخطي الثاني يؤدي إلى تناقض 
2 = 3× و4 = و3 لذلك لا يوجد حل. 
لا يوجد حل وحيد لكل حالة ضمن ما نستنتجه من الخوارزمية (1.6). 5 
وعلى الرغم من أنه يمكن النظر إلى الخوارزمية (1.6) على أنها إنشاء المصفوفات 17 ,...,"۸ 
فإنه يمكن إجراء الحسابات على الحاسوب بتخزين مصفوفة واحدة (1 )١+‏ 7 فقط. ويمكن أن 
نعوض فى كل خطوة عن قيمة ز:6؛ السابقة بالقيمة الجديدة. بالإضافة إلى ذلك يمكننا تخزين 
از في مواقع زنه؛ لأن زنه قيمته 0 لكل 1 -» , ...,2 ,1 = 1 وه , ...,2 + 1,1 +1 د زر. 
وهكذا فبدلا من 4 يمكن كتابة المضاريب تحت القطر الرئيس وكتابة مدخلات "2 غير الصفرية 
على القطر الرئيس وفوقه. ويمكن استخدام هذه القيم لحل أنظمة خطية أخرى محتوية على 
المصفوفة الأصلية 4ء كما سنرى في الفصل (5.6). إن الوقت اللازم لكل من الحسابات وتدوير 
الخطأ الناتج يعتمد على عدد عمليات الحساب للنقطة العائمة اللازمة لحل المسألة روتينيًا. 
وعمومًا فإن الوقت اللازم لإجراء الضرب أو القسمة على الحاسوب هو نفسه تقريبّاء وهو هو أكثر 
بكثير من الوقت اللازم لإجراء الجمع أو القسمة. وعلى كل حال فإن الفروق الفعلية تعتمد على 
نظام الحساب المحدد. ولعرض تعداد العمليات لأي طريقة معينة؛ سنعد العمليات اللازمة لحل 
نظام خطي نمطي مؤلف من 7 معادلات بعدد 7 من المجاهيل باستخدام الخوارزمية 1.6. . سنبقي 
عدد عمليات الجمع/ الطرح منفصلا عن عمليات الضرب/ القسمة بسبب الفرق في الوقت. ولا 
يوجد أي عمليات حسابية لغاية الخطوتين 5 و 6 في الخوارزمية» وتتطلب الخطوة 5 (2 - 7) 
من عمليات القسمة» وإن وضع (: :ز۳ - ز) بدلا من ز۳ فى الخطوة 6 يتطلب ضرب :ز:7 فى 
كل حد فى نل وينتج من ذلك (1 + 1 -8)(: -۸) من عمليات الضرب. 
وبعد استكمال هذاء فإن كل حد في المعادلة الناتجة يطرح من الحد المقابل في ر. 
إن هذا يتطلب (1 +: -۸)(: -) من عمليات الطرح. لكل 1 - ۸ ,...,2 ,1 = ن فإن العمليات 
اللازمة فى الخطوتين 5 و 6 هى كما يلى: 


X3 
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ضرب/ قسمة 
(n - i) + (n ¬ i)(n ¬ i+ 1) = (n ¬ i)(n ¬ i + 2)‏ 


جم ظرمة )1 (n(n i+‏ 
يمكن الحصول على العدد الكلي للعمليات اللازمة لهذه الخطوات بجمع تعداد العمليات لكل 1. 
تذكر من حساب التفاضل والتكامل أن 


m س‎ ML.  m(m+ 1) 
gE 33 31 س در‎ 
2 6 21 =1 


ومن ثم نحصل على تعدادات العمليات الآتية : 


J|‏ / الة ۴ n-1‏ احم 
بضرب/القيريم )2 - 2ni + i + 2n‏ سقو( لز = )2 (n= i+‏ م3 
i=1 i=1‏ 
9 8 احم احم n-1‏ 
لصتف دتشت = (n + 2n) J 1- 2(n+ 1) SJi + Ji‏ = 
i=1 i=1 i=1‏ 
الجمع/ الطرح 


ل احم 
2ni + i? + n ¬ i)‏ رق eT‏ م3 
i=1 =1‏ 


احم 


n=1 احم‎ 
= (n+ n) > 1 (2+ 1D ji+ yi د‎ 


=1 





إن الخطوات الوحيدة الأخرى فى الخوارزمية (1.6) التى تحتوي على عمليات حسابية هى تلك 
اللازمة للتعويض الارتجاعى» وهى الخطوتان 8 و9. وتتطلّب الخطوة 8 عملية قسمة واحدة. 
وتتطنّب الخطوة 1(9 - ”) من عمليات الضرب و(1 -؛ - ”) من عمليات الجمع لكل حد 
جمع› ثم عملية طرح واحدة وعملية قسمة واحدة. 

إن العدد الكلي للعمليات في الخطوتين 8 و9 هو كما يلي : 








ضرب/ قسمة 
n-1 2‏ 
DA (n-D+ N= 5 0‏ +1 
جمع/ طرح 5 1 
0 ِ =0 +لا -؛ دعايق 
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ولذلك فإن العدد الكلى للعمليات الحسابية فى الخوارزمية 1.6 هو 
2 5 
Sn + _ e 2 2-5‏ 3 + 2 
ES 3‏ 6 
جمع/ 
طرع 57 اكد E En Ê‏ 
I 3 6‏ 3 
عندما تكون 7 كبيرة فإن العدد الكلى لعمليات الضرب والقسمة هو 73/3 تقريبًا» كما هو الحال 
فى العدد الكلى لعمليات الجمع والطرح. وهكذا تزداد كمية الحساب والوقت اللازم مع 7 
5 3 5 
کول 16 بالتناسب مع كما في جدول (1.6). 
n‏ جمع/ طرح ضرب/ قسمة 
3 17 11 
10 430 30 
50 44,150 42,85 
100 343,0 338,0 
مجموعة التمارين 1.6 EXERCISE SET‏ 
1.أوجد حلا بالطرائق البيانية إن أمكن لكل من الأنظمة الخطية الآتية» واشرح النتائج من 
وجهة نظر هندسية : 2-1 ير 2xı+‏ 
4x + 2x2 -- 2 xı + 2x2 = 0 xı + 2x2 = 3 x 2= 3 ¢‏ 
بن صوق وژ بء 6 = ييه 2٨+‏ ج۰ 0= 2+4 5< 5 کر رر 


2 أوجد حلا بالطرائق البيانية إن أمكن لكل من الأنظمة الخطية الآتية » واشرح النتائج من 
وجهة نظر هندسية : 


xı + 2x2 = 3 xı +2x2=0 

ا 0 كود کر ب. 6 = 4×2 - ع2 - 
x=-—1‏ +يعة و 1 ع سيوع چو 
2 ديع + 2x + 4x2 - x3 = - 1 xı‏ 


XxX ¬ 3x2 = 5‏ 
3. استخدم طريقة جاوس للحذف باستخدام التعويض الارتجاعى وحساب تقريب لعددين 
في حل الأنظمة الخطية الآتية؛ ولا تعد ترتيب المعادلات: ( إن الحل الصحيح لكل نظام هو 


3 = ون,1 - د ,1 = (.xı‏ 


أ 22-9 + 4xı+ x‏ ت 8 x+ x=‏ ععر4 
5 - 2 ون - 4x2‏ + 2:1 3 = و22 + ورد + 2x‏ 
3x = - 9‏ دوعر + xı + 2x2 + 4x3 = 11 xı‏ 


4. استخدم طريقة جاوس للحذف باستخدام التعويض الارتجاعي وحساب تقريب لعددين 
في حل الأنظمة الخطية الآتية» ولا تعد ترتيب المعادلات : (إن الحل الصحيح لكل نظام هو 
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(xı = - 1, x2 = لماك‎ 


. 8 2 ور + ريرك + xı‏ انب 5١‏ جح وير - 4x + 2x‏ 
2 2 1 1 1 

xı + 9x2 ¬ وو‎ <- 1 xı + x2 + =1 
xı + 4x2 + 2x = 9 2xı + x2 + 4x = 11 


. استخدم خوارزمية الحذف لجاوس لحل الأنظمة الخطية الآتية إذا كان ذلك ممكنّاء وحدّد 
أولا: 


1.5 
ما إذا كانت التبادلات في الصفوف ضرورية أ 
| 








2x - 1.5×x + 3x دور سير لبا 1 ح‎ 3x3 = 2 5 
و اد‎ > 3 
4x ¬ 4.5x2 + 5x3 = 1 
X1 + X2 + ت 2*1 ۵ 2 ديم‎ 
2x + دير‎ x+ x=1 SRS 3 
رير4‎ = ×2 - 22 + 2x : e 0.5x 2 
ا‎ 5 2 + 0.313 
r FS 2x 2x2 + x + x= 8 





6. استخدم خوارزمية الحذف لجاوس لحل الأنظمة الخطية الآتية إذا كان ذلك ممكنّاء وحدّد 
ما إذا كانت التبادلات فى الصفوف ضرورية أو لا: 





x = 3x2 + ×3 34 دير ت‎ 2x5 = 4 أ‎ 
2x = و‎ EE xx + x= 6 
XxX + e 3X3 ګ‎ xı - 2-2 
x1 - 3X2 + ود + ود‎ = 5 
2321- حور +يعر‎ ×4 = 6 
۴ + ج 5 0 2 4 2 > وبر‎ 
. X2“ Xx: X4 = 6 
22+ سير‎ x+ x=1 E 5 
x4 = 
=x + 2x2 + چ 4 =× - و32‎ E 
3x - ا 2-3 و22 +× وير‎ 
استخدم الخوارزمية 1.6 ومابل مامه“ بالأمر 10-:016175 لحل الأنظمة الخطية الاتية:‎ 7 
3.333 + 15920: - 10.333: = 15913 لب.‎ xı + {xa + دوا‎ 9 . 
2.222 + 16,712+ 9.6122: - 4 8ك وچو عير‎ 
1.5611x + 5.1791 + 1.6852: - 4 0 
3x1 + +يم‎ 22-8 
جم 3 27و32 - يعر +وم دږ + رم2‎ jx + x + اوعدا‎ € 
E e xı + {xo + xs + xa = } 
فا‎ 1 1 1 1 E 
3x1+ ديم‎ 4% + 5x; = 6 E E i E 
x= دوم‎ ×= x4+ ×= 3 xı + xa + x + x= $ 


8. استخدم الخوارزمية 1.6 ومابل مامه« بالأمر 0161۳8:10 لحل الأنظمة الخطية الآتية : 


ب. 


أى مدو را جما > 1032-12 + x»‏ +271 
O EE‏ 9 = 500% + ود = 4.12 
ف 8 3 1 9 8 1 = 2x2 - 200x‏ + :3.33 
د سيد PO‏ 
24 ف. 2 دور سير +وعر سور xı+‏ 
ج 0 + X4+ x= 4 nxı + 2x2 Xx‏ حور +يج2 + 2x‏ 
2x4 + 3x5 = 8 ¬  xa+ He 4=‏ - و32 دير + 3x‏ 
2 حير +وعثلا ديد + 16 = ورد ¬ x3 + 4x4‏ دور + 4x1‏ 
۷5x4 =3‏ - ×۷3 جود × 2-2 کچ دچ جد کا 
9. لديك النظام الخطى 3 = 6x‏ - 21 
3 ديد - د30 


أ. أوجد قيمة (قيمًا) للمعامل » بحيث لا يكون هناك حلول للنظام. 
ب.أوجد قيمة (قيمًا) للمعامل » بحيث يكون للنظام ما لانهاية من الحلول. 
ج على فرض وجود حل وحيد لقيمة معطاة للمعامل م: أوجد الحل. 
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0 5 e 
aT لديك النظام الخطي‎ .0 
Qaxı + وبر +ير‎ > 2 
أ.أوجد قيمة (قيمًا) للمعامل » بحيث لا يكون هناك حلول للنظام.‎ 
ب.أوجد قيمة (قيمًا) للمعامل » بحيث يكون للنظام ما لانهاية من الحلول.‎ 
ج. على فرض وجود حل وحيد لقيمة معطاة للمعامل »» أوجد الحل.‎ 
أن العمليات‎ . 1 
(E) ه‎ (Ej) ‘€ (E, + Ej) ¬» (E,) ب.‎ QE) ¬ (E; < 
لا تغير مجموعة حل النظام الخطي.‎ 
Gauss - Jordan Method طريقة جاوس - جوردن‎ . 12 
توصف هذه الطريقة كما يلى:‎ 
كما استخدمت فى‎ 8+1١ 8:+2,..., ۴۸ استخدم المعادلة 1 ليس فقط لحذف :< من المعادلات‎ 
وعند تخفيض [(طره] إلى الصيغة‎ .21, :,..., 2-١ طريقة الحذف لجاوس» بل لحذف :× من‎ 


POG o O RO 


2) - 1 ان 
سه 52001 قه م 


د e O‏ 0 
نحصل على الحل بوضع 1 
0 

لکل ” dii j=‏ 
إن هذه a‏ تتحاشى التعويض الارجاعي في طريقة الحذف لجاوس. ابن خوارزمية لطريقة 
جاوس - جوردان على غرار الخوارزمية (1.6). ١‏ 
3. استخدم طريقة جاوس - جوردان وحساب تقريب لخانتين لحل الأنظمة في التمرين (3). 
14. أعد حل التمرين ۷ باستخدام طريقة جاوس - جوردان. 
5. برهن أن طريقة جاوس - جوردان تتطلب , 5 

5 - م + © من عمليات الضرب/ القسمة» و 33 من عمليات الجمع/ الطرح. 
بُ. اعمل دو لمقارنة عدد العمليات اللازمة لطريقة جاوس - جوردان وطريقة الحذف 
لجاوس للقيم 100 ,50 ,10 ,3 = ” : 
أي الطريقتين تتطلب عدد عمليات أقل؟ 
6. افترض الطريقة الآتية الهجين من الطريقتين الحذف لجاوس/ جاوس- جوردان لحل النظام 
(4.6). أولاء طبق طريقة الحذف لجاوس لتحويل النظام إلى صيغة مثلثية؛ ثم استخدم المعادلة 
n‏ اذل بداملات بد في كل هف من الو 2 الأرلى. 

بعد استكمال ذلك استخدم المعادلة 1(٤‏ -”) لحذف معادلات ‏ -,× من الصفوف 2 - الأولى 
وهكذا. 
ا في النهاية مثل النظام المختزل في التمرين (12). 

أ. برهن أن هذه الطريقة تتطلب وک 2 پک من عمليات الضرب/ القسمة و م3  _‏ 
من عمليات الجمع/ الطرح. 
ب. اعمل جدولا لمقارنة ا اللازمة لطريقة الحذف لجاوس» جاوس - جوردان» والطريقة 
الهجين للقيم 100 ,50 ,10 ,3 = . 
17. . استخدم طريقة جاوس - جوردان وحساب تقريب لخانتين لحل الأنظمة قي التمرين (3). 
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8. أعد حل التمرين (7) باستخدام الطريقة الموصوفة في التمرين (16). 
9 . افترض أنه في نظام بيولوجي يوجد « نوع من الحيوانات و” مصدر للغذاء. 


افترض أن ر× ثل مجتمع النوع أ لكل ۸ ٠,‏ = ز٠‏ وافترض :ل تمثّل كمية الغذاء ا متاحة يوميًا من الغذاء 
أ وأن زا تمثّل كمية الغذاء ‏ المستهلكة من قبل النوع ر. 
إن النظام الخطي 


aX + @ı2X2 °+ بده‎ = Dı 
aX) + يعدويه‎ ++ aXe = و5‎ 


Dn‏ = الوم + “°+ yaxa‏ + إلارمه 
يمثل التوازن: حيث توجد كمية يومية من الغذاء تساوي الكمية المستهلكة من قبل كل نوع 
يوميًا. 


1 3 
أ. افترض 3 
1 


ددهو هت 
اه دام 


0 - [ره ] دهم 


or ~~ 





Ix = (xj) = [ 1000, 500,350,400 ف‎ 

ف ]900 ,2700 ,3500] = b= (b;)‏ 
هل يوجد غذاء كاف لمعدل الاستهلاك اليومي؟ 
ب. ما أكبر عدد من الحيوانات من كل نوع يمكن إضافته إلى النظام بانفراد على أن يبقى الغذاء 
كافيًا للاستهلاك؟ 
ج. إذا انقرض النوع 1ء فكم يزداد كل نوع بحيث يكون الغذاء كافيا؟ 
د. إذا انقرض النوع 2 فكم يزداد كل نوع بحيث يكون الغذاء كافيا؟ 
0. إن معادلة تكامل فردهولم ۴۲۲۵۵۱۳ من النوع الثاني تكون على الصيغة 

«(x)= f+ | K(x, Dut) dt 
حيث 5.4 والدالتان # و × معطاة.‎ 
لإيجاد تقريب للدالة » على الفترة 16,51 ؛ نختار التجزئة‎ 

XK = و‎ > XK > °°° > Xal > Xa = b 

u(x; = f(x) + FÊ K(x;, f(t) dr 
¿= 0,..., ” لكل‎ 
»)xo(, x)xر(,..., وتحل المعادلات لإيجاد (سد)»‎ 
×, ..., تقرّب التكاملات باستخدام معادلات التكامل المبنية على النقاط د‎ 
K(x, ) = el 4 a= 0,5 = 1, f)×( = ×” ليكن في مسألتنا‎ 
أ. برهن أنه يجب حل النظام الخطي‎ 
»)0( = f(0) + }IK(O, (0)ب(0‎ + K(O, Du(1)], #(D) = f(1) + )كنا‎ 1, 0)4(0) + K(1, D(1] 
عند استخدام قاعدة شبه المنحرف.‎ 
.« = 4 ب. كوّن النظام الخطي وحُلَّه عند استخدام قاعدة شبه المنحرف المركبة بأخذ‎ 
ج. أعد الفقرة (ب) باستخدام قاعدة سمبسون المركبة.‎ 
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مثال 1 


استراتيجيات التمحور Pivoting Strategies‏ 
وجدنا في إثبات الخوارزمية (1.6) الحاجة إلى التغيير الصفي عندما يكون أحد عناصر 
التمحور 0 = a‏ إن صيغة ة التغيير الصفي من النوع (م8) - (18) حيث 2 أصغر عدد صحيح 
يكون أكبر من . ) ويحقق 0 # إإه. ولتخفيض خطأ التدوير؛ غالبًا ما يكون من الضرورة إجراء 
تغييرات صفية حتى لو كان التمحور غير صفرية. 
إذا كان المقدار #إه صغيرًا مقارنة ب !> فإن مقدار حد الضرب 
4 
سيكون أكبر من 1 كثيرًا. a‏ 
إن خطأ تقريب الداخل في حساب أحد الحدود إإه سيضرب فى المقدار :7 عندما نحسب 
ى مما يزيد من الخطأ الأصلي. 3 
وكذلك عند إجراء التعويض الإرجاعي للمجهول 
a1 - 2 E‏ 
a‏ 
الذي فيه مإ قيمة صغيرة» فإن أي خطأ فى البسط يمكن أن يكبر دراماتيكيًا؛ بسبب القسمة 
على #ه. وسنرى في مثالنا الآتى أنه فى الأنظمة الصغيرة جدَّاء يمكن لخطأ تقريب أن يطغى 
على الحسابات. ٠‏ ا 


إن النظام الخطي 


Mjk = 


X= 


E, : 0.003000xı + 59.14x2 = 59.17 
E»: 5.291 - 6.130% - 8 

ل هالحل الصحيح 0 ح- يد و 10.00 = 1×. افترض أنه أجريت طريقة الحذف لجاوس 
على هذا النظام باستخدام الحساب ذي الخانات الأربع مع التدوير. إن أول عنصر التمحور 
0 = )م صغيرء والمضاعف المرتبط به هو 


2-6 ا = رجام 


ويدوّر إلى العدد الكبير 1764. 0.003000 
وبإجراء (E)‏ ب (رط روم - (E2‏ 
واستخدام التقريب المناسب نحصل على 
0.003000x + 59.14: x 59.17 - 1043002  - 0‏ 

بدلا من القيم الدقيقة 

6 - = ي104309.3762 -59.17 = 59.14x‏ + 0.003000 
إن الاختلاف في مقادير 121413 و 23 قد أدى لى خطأ تدويرء ولكن لم تجر زيادات على خطأ 
التدوير» إن التعويض الإرجاعي يعطي 1.001 2× الذي هو تقريب قريب من القيمة الفعلية 
1.0 = ين وعلى كل حال فبسبب صغر عنصر التمحور 0.003000 = ره > فإن 
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__ 59.17 (59.14 1.00 _ 


0 2 0.003000 8 
يحتوي على خطأ صغير قيمته 0.001 مضروب فى العدد 
59.14 
00 7 0.003000 


إن هذا يهدم تقريب القيمة الفعلية 10.00 = 0 » ومن الواضح أن هذا مثال مصطنع » ويُظهر 
الرسم في شكل (1.6) كيف يمكن حدوث الخطأ بسهولة » ولكن بالنسبة إلى الأنظمة الخطية 






التقريب 
الحل الدقيق 
)10,1( 






)-10, 1.001) 





إن مثال 1 يوضح كيفية ظهور الصعوبات عندما يكون عنصر مركز التمحور #إه صغيرًا بالنسبة 
إلى المدخلات #إه لكل م k<is‏ ودر > #. ولتجنب هذه المشكلة؛ يجري التمحور 
باختيار عنصر و6 كبير القيمة ليكون مركرًا محوريًا» وبعد ذلك يحدث تبادل بين الصفين # 
و ونتبع بعد ذلك تبادل العمودين / و إذا كان هناك ضرورة. 
إن أبسط استراتيجية هي أن تختار عنصرًا في العمود نفسه الواقع تحت القطرء وله أكبر قيمة 
مطلقةء وبالتحديد نعيّن أصغر عدد 2. بحيث يحقق ۸ < م 

505 {4) 

lapel = max lai |‏ 
ثم نجري (م2) جه (رظ) 
ولا حاجة إلى تبادل الأعمدة في هذه الحالة. 
افترض ثانية النظام 

2/1:  0.003000ن,‎ + 59.14x2 = - 7 

E2: 5.291: - 6.130% - 8 


إن عملية التمحور التي شرحت تؤدي أو إلى إيجاد 


max الما‎ l1} = max{|0.003000|, |5.291} = | 5.291| = | a | 
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تنفن بعدئذ العملية (:5) <> (22) لتعطي النظام 
6.130x2 - 8‏ - :5.291 2 نر 
E2: 0.003000x, + 59.14x2 = 59.17‏ 
إن المضاعف (العدد الذي نضرب فيه) لهذا النظام هو 
)1( 
70 = = ررم 
2611 
والعملية (2) ج (:8 رج - 22) تختزل النظام إلى 
6.130x2 - 8‏ - 5.2911 
59.14x2 xz 59.14‏ 
وتكون الإجابات ذات الخانت الأربع الناتجة من التعويض الإرجاعي هي القيم الصحيحة 
0 ح- × و1.000 = .X2‏ 7 
إن الطريقة التي شرحت تسمى التمحور الجزئي Partial Pivoting‏ أو تمحور العمود الأعظم 
maximal column pivoting‏ وتفضّل فى الخوارزمية (2.6). إن التبادل الصفى الفعلى قد حوكى 
في الخوارزمية بتبادل القيم في الأمر ۸0۷ في الخطوة 5. 
طريقة الحذف لجاوس بالتمحور الجزئي 
Gaussian Elimination with Partial Pivoting‏ 


لحل النظام الخطي « × ” 


E: ax + a2X2 +***+ @inXn = Qi,ne«| 
E2: @21X + @22X2 +***+ @QanXn = @2,n+1 
En: anix + an2X2 +°**+ @anXn = dn,n+1 

المدخلات: عدد من المجاهيل والمعادلات 7: المصفوفة المزيدة [زنه] = 4 حيث ۸ > : > 1 
HS FEEL‏ 


المخرجات: حل المجاهيل ,د , ...,1ا أو رسالة تقول: إن النظام الخطي ليس له حل وحيد. 


1> اجعل / أصغر عدد صحيح بحيث !7 كم‎ 
|a(NROW(p), i)| = max;< j<, |a(NROW( j), i)| 
(Notation: a(NROW(i), j) = @yRow,, j) 


NCOPY = NROW(i) 
NROW(i) = NROW(p) 
NROW(p) = NCOPY 


( التبادل الصفى المحاكى) 
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مثال 3 
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إذا كان 0 = )۸ a(NROW(),‏ 
فضع المخرجات ( لا يوجد حل وحيد). 


x, = a(NROW(n), n + 1)/a(NROW(n), n) ضع‎ 
ابدأ بالتعويض التراجعي.)‎ ( 


7-,ı NROW(), j) °‏ 
a(NROW(i), i)‏ 
المخرجات (,× , ...,×) (نجحت العملية). 
توقف. 
كل مضاعف نز" في خوارزمية التمحور الجزئي له قيمة تساوي أو أقل من 1. وعلى الرغم من 
أن هذه الاستراتيجية كافية لمعظم النظم الخطية » إلا أنه تظهر حالات لا تكون الاستراتيجية 


-_ a(NROW(i), n + 1) - 5 


ضء /× 
5 


فيها ناجحة. 
النظام الخطي الآتي هو ذاته في مثالين 1 و2٠‏ إلا أن المدخلات في المعادلة الأولى قد ضربت 
فى العدد 104. 

E: 30.00: + 5914001: = 591700 ي‎ 


E2: 5.2918 - 6.130x2 - 8‏ 
إن العملية الموصوفة في الخوارزمية (2.6) بالحساب ذي الخانات الأربع تؤدي إلى النتائج نفسها 


كما فی مثال (1). 
إن أكبر قيمة فى العمود الأول هى 30.00 والمضاعف 
5.291 
m2) = 30.00 = 4‏ 


يؤدي إلى النظام 
591400x2 = 591700‏ + 30.001 


104300x2 × - 0‏ - 
الذي يعطى الحلول غير الدقيقة كما فى مثال 1 وهى 1.001 2× :1 و 10.00 ع 1×. 
لا 
التمحور الجزئي الموزون ومنام»ةم انوم وواوئة الذي يُسمى أيضا تمحور العمود الموزون 
Pivoting‏ umnاco-edاSca‏ هو عملية مناسبة للنظام فى مثال (3) بحيث يضع العنصر الأكبر 
من المدخلات فى صفه بوصفه مركرًا للتمحور. إن الخطوة الأولى فى هذه العملية تبدأ بتعريف 
عامل ضربي (وزن) :5 لكل صف كما يلي: 
|ز:ه| Si = max‏ 
كر ك1 
إذا حدث وكان 0 = نه لأي عدد ة» فهذا يعني أنه ليس للنظام حل وحيد؛ لأن المدخلات 
جميعها في الصف + هي أصفار. 3 
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وعلى فرض أن هذه ليست هي الحالة؛ فإن التبادل الصفي المناسب لوضع أصفار في العمود الأول 
يتحدد باختيار أصغر عدد صحيح 7 بحيث 

امها _ انمعا 

ڪڪ يرون > حت 


Sp Isksn Sk 
.)210( + ومن ثم إجراء التبديل (م)‎ 
إن تأثير الوزن يكون لضمان أن العنصر الأكبر في كل صف له قيمة نسبية 1 قبل‎ 
إجراء المقارنة لتبديل الصفوف» وبطريقة مماثلة وقبل حذف المتغير ف باستخدام‎ 
العمليات :م7 - »۴ لكل ۸ ,...,1 +1 -2 نختار أصغر عدد صحيح © < م بحيث‎ 
اا ہہ ہے انها‎ 
Sp isksn Sk 
وننفذ المبادلة الصفية مر ج ;£ إذا كان م # 1. إن العوامل الضربية ,ى, ...,.ى تحسب مرة‎ 
واحدة فقط عند البدء بالعلياء ويجب مبادلتها عند تنفيذ مبادلة الصفوف.‎ 
إن تطبيق التمحور الجزئي الموزون على مثال 3 يعطي‎ 
s2 = max{|5.291|, |- 6.130|} = 6.130 و‎ sı = max{|30.00|, |591400|} - 0 

ومن ثم 

lanl 30.00 > lal 5.291‏ 
1 `= الس = کے ,10 0.5073x>‏ = = کس 
60 ود I IO OO‏ 
وتحدث المبادلة (و) © (ر2). 
وبتطبيق عملية الحذف لجاوس على النظام الجديد 

5,291x1 ¬ 6.130x2 - 8 
30.00, + 591400x2 - 0 

نحصل على النتائج الصحيحة 10.00 = ع و 1.000 = ود. 
تنّفذ الخوارزمية 3.6 عملية التمحور الجزئي الموزون. 
عملية جاوس بالتمحور الجزئي الموزون 
Gaussian Elimination with Scaled Partial Pivoting‏ 
الخطوات الوحيدة فى هذه الخوارزمية التى تختلف عن الخوارزمية 2.6 هى : 


2د 2 ضع |:4| si = MaXıs j<n‏ 
إذا كان 0 = 5 فعندئذ تكون اللخرجات (لا يوجد حل وحيد). 
توقف. 
ضع .NROW(i) = i‏ 


افترض 7 أصغر عدد صحيح حيث ispsn‏ 
و )متها بيب _ اق |a(NROWLD)‏ 


s(NROW(p) > isjsn s(NROW\j)) 
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يشرح المثال الآتي طريقة التمحور الجزئي الموزون باستخدام مابل #اطة۷ ومكتبة الجبر 
الخطى لطا 81966518 :1063 ا ذات الحساب بتقريب بعدد منته من الخانات. 
حل النظام الخطي باستخدام حساب تقريب لثلاث خانات 

2.11xı - 4.2122 + 0.921x3 = 1 


4.012 + 10.2x2 - و1.122‎ = - 9 
1.09x + 0.987x2 + 0.8322 = 1 


لكى نحصل على حساب تقريب بثلاث خانات؛ أدخل 


>Digits:=3 
لدينا 10.2 = دی ,4.21 = رى و 1.09 = وى‎ 
|ası| 1.09 و يون‎ 
انيه‎ _ 1.09 _ lal _ 2.11 |azı| _ 4.01 
كته ,0.501 - س للك 1= = س‎ =0. 
3 109 e RD AO Te TO 
بعد ذلك نحمّل مكتبة الجبر الخطي بالأمر‎ 
>with(LinearAlgebra) 


إن المصفوفة المزيدة 44 تكون معرفة ب 
>AA:=Matrix([[2.11,-4.21,0.921,2.011,[4.01,10.2,-1.12,-3.09],[1.09‏ 
([[0.987,0.832,4.21 


لقي تعد 
201 921 421 2.11 
AA := | 401 10.22 -1.12 09‏ 
421 832 987 1.09 

وبما أن 3:|/3| هو الأكبر» نجري (83) + (21) باستخدام 


>AA1:=RowOperation(AA,[1,3]) 


1.09 .987 .832 4.21 
AA:= | 4.01 10.2 1.12 -09 
2.11 -1 .921 2.01 


حساب المضاعفات يعطي 
>m21:=AA1[2,1]/AA1[1,1] 9 7‏ 


m21 := 8 
>m31:=AA1[3,1/AA1[1,11] 


m31 = 4 5‏ 
ننقذ أول عمليتين للحذف باستخدام 
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>AA2:=RowOperation(AA1,[2,1],-m21) 


3 
>AA3:=RowOperation(AA2,[3,1],-m31)‏ 
4.21 832. 987. 1.09 
AA3:=— |0 6.57 -4.18 -86‏ 
6- 689. - 6.12- 0 
وبما أن 
6.12 |32| 6.57 |دده| 
4 - کک لتخا > 0.644 - ل - کا 
a) OT EAN ALTE 2‏ 
نفد 
>AA4:=RowOperation(AA3,[2,3])‏ 
التي تمطي 


421 832. 987. 1.09 
AA4:= j0 6.12 - .689 -66‏ 
86- 4.18- 6.57 0 
إن المضاعف 7132 2-0 بالأمر 
>m32:=AA4[3,2]/AA412,2]‏ 
7 - = يواجر 
وخطوة الحذف 
>AA5:=RowOperation(AA4,[3,2],-m32)‏ 
تعطي 
421 832. 987. 1.09 
AA5:= | 0 6.12  -.689 6‏ 
52 .492ب .02 0 
ولا نستطيع استخدام التعويض الإرجاعي ءاuاءادS‏ 83610/30؛ لأن المدخل 02. موجود في 
المكان (3,2). وإن هذا المدخل غير صفري بسبب التدوير» ولكن يمكن أن نصوّب هذه المشكلة 
البسيطة باستخدام الأمر 
>AA5[3,2]:=0‏ 
التى تعوض عن 02. بالصفر. ولكى تشاهد ذلك؛ أدخل 
>AA5S‏ 
الذي يعرض المصفوفة 445. 


أخيرًا 
>x:=BackwardSubstitute(AA5) 9‏ 
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يعطي الحل 
1- 
x= | 0‏ 

5.12 ل 
إن أول الحسابات الإضافية اللازمة لطريقة التمحور الجزئي الموزون تنتج عن تحديد العوامل 
الضربية بثوابت؛ هناك (1 - #) من المقارنات لكل صف من الصفوف التي عددها 7» ومن ثم فيكون 
۸)١ - 1(‏ من المقارنات. لتحديد أول خطوة تبادل صحيحة ؛ نجري 7 من عمليات القسمة 
متبوعة بمقارنات عددها (1 - ۸)» 
ولذلك فإن أول تحديد للتبادل يضيف 7 من عمليات القسمة مع (1 - ”) من المقارنات. 
ولا كانت العوامل الضربية تحسب لرة واحدة» فإن الخطوة الثانية تحتاج إلى (1 - ”) من 
عمليات قسمة و (2 -2) من عمليات مقارنة. 
ونستمر بطريقة مماثلة حتى نحصل على أصفار فى اللدخلات جميعها تحت القطر الرئيس عدا الصف /7. 
إن الخطوة النهائية تتطلب عمليتى قسمة وعملية مقارنة واحدة. 
وبالنتيجة فإن عملية التمحور الجزئي الموزون تضيف 

- (n-1)n 3 








n(n-1 7.‏ = 1-هام = ات 
)7.6( )1 »)سج تمه n(n DA a‏ 
من عمليات المقارنة› 
3 و E1 ED‏ 8 
2 
k=2 k=1‏ 


من عمليات القسمة إلى طريقة الحذف لجاوس. 
إن الوقت اللازم لإجراء مقارنة يقارب الوقت المطلوب لعمليات الجمع/ الطرح. ولا كان الوقت 
الكلي اللازم لإجراء عملية الحذف لجاوس هو من الرتبة (0073/3 من عمليات الضرب/ القسمة 
و(0)7/3 من عمليات الجمع/ الطرح» فإن عملية التمحور الجزئي الموزون لا تحتاج إلى وقت 
إضافي ذي قيمة مهمة لحل نظام ذي قيم كبيرة ل 7. 
ولنؤكد أهمية اختيار عوامل الضرب لرّة واحدة؛ نفترض كمية الحسابات الإضافية التى ستكون 
مطلوبة فى حالة تعديل الطريقة» بحيث تحدّد عوامل ضربية جديدة فى كل مرّة يُتخذ فيها 
قرار تبادل صفي . 
فى هذه الحالةء فإن الحد (1 -#)” فى المعادلة (7.6) يجب التعويض عنه بالمقدار 

Dy k(k- 1) = n0n - 1) 


k=2 
ونتيجة لذلك» فإن طريقة التمحور ستضيف (0)7°/3 من المقارنات» بالإضافة إلى‎ 
من عمليات القسمة.‎ ])2+ 1(/2[- 1 
يجب إذن ضمن نظام ما من نوع التمحور هذا استخدام ما يسمى التمحور التام (الأعظمي)‎ 
. Complete (or maximal) 


إن التمحور الكامل في الخطوة/ يتفخّص استخدام المدخلات ز:© جميعها لكل 7 ae‏ ريل كار 


367 


68 الباب 6 * الطرائق المباشرة لحل الأنظمة الخطيّة Direct Methods for Solving Linear Systems‏ 
و" ,...,1 + 4,4 = ز لمحاولة إيجاد المدخلة ذات القيمة الأعلى. تُجرى المبادلات الصفية 
والعمودية كلها لتوصيل هذه المدخلة إلى مركز المحور. إن الخطوة الأولى للتمحور الكلى تتطلب 

إجراء 1 - 72 من المقارنات» وتتطلب الخطوة الثانية 1 - ”(1 - 2) من المقارنات» وهكذا. 


ولذلك فإن الوقت الإضافى الكلى اللازم لاستكمال التمحور الكامل فى عملية الحذف لجاوس هو 
n(n - 1)(2n + 5)‏ 


(k7 - 1) = 5 

من المقارنات. 6 2 

إن هذا العدد قابل للمقارنة بالعدد اللازم لعملية التمحور العمودي الموزون» ولكن لا حاجة إلى 

عمليات القسمة. ومن ثم فإن التمحور الكامل هو استراتيجية محبذة للأنظمة » حيث إن الدقة 
مهمة والوقت اللازم لتنفيذ هذه الطريقة مبرر. 





EXERCISE SET 2.6 مجموعة التمارين‎ 


1. أوجد المبادلات الصفية اللازمة لحل الأنظمة الخطية الآتية باستخدام الخوارزمية (1.6): 


١‏ 7> ور Sx2+‏ - ير ب 1[ ور - يع + نر 
10x, + 20x = 6‏ 2 = ورك + X1 + x2‏ 
4 دوع - 5x1‏ 3 = و22 + يد = 2x‏ 
2x ¬ 322+ 2213-5 ‘°‏ ل. x2+X=6‏ 
4x + 2x2 - 6x3 = 4‏ - 4 = ود ¬ 2x2‏ = رد 
8 = يورك + X= 5 2x + 2x2‏ + يع xı‏ 
2. أوجد المبادلات الصفية اللازمة لحل الأنظمة الخطية الآتية باستخدام الخوارزمية 1.6: 
أ 13x + 172+ x%=5‏ جاب a <O‏ ارد 
12x2 - ×; = 4 x2 + 19x =1‏ 
0 دوع - 2x+ x + x= 5 12x‏ 
2 7 - و62 ديع + Sx‏ .2-5 ور +يع x=‏ 
8 حور ديع +22 8 = 5x2 - x3‏ + 11 
9 دود + x + x= 7 6xı + 12x2‏ +221 


3. كرر التمرين (1) باستخدام 
4. كرر التمرين (2) باستخدام 
5: كرر التمرين (1) باستخدام 
6. كرر التمرين (2) باستخدام 
7. كرر التمرين (1) باستخدام 
8. كرر التمرين (2) باستخدام | 


لتمحور الكامل. 
لتمحور الكامل. 


لخوارزمية (2.6). 
لخوارزمية (2.6). 
لخوارزمية (3.6). 
لخوارزمية (3.6). 


9. استخدم طريقة الحذف لجاوس وحساب القطع ذي الخانات الثلاث لحل الأنظمة الخطية 





الآتيةء وقارن التقريب بالحلٌ 


أ. ,59.2 = 58.9x‏ + ,0.03 
.47.0 = يد6.10 - :5.31 


الحل الفعلي [1 ,10] 


لفعلي : 


ب. 


3.032: - 12.1x2 + 14x3 = -119, 


—-3.03x + 12.1x2 - 7x3 = 120, 


.19- = و21 + ر14.2x‏ - 6.11 
لحل الفعلي [+ ,10 ,0] 


6 #8 استراتيجيات التمحور 


369 Pivoting Strategies 


5 4 
جيه جع‎ xs x= VII ° 1.19% + 2.11x2— 100% + x4 = 1.12 ج-‎ 
جار‎ ex e x+ ;x4= 0 14.22 - 0.122x2 + 12.2: - x4 = 4 
xı - V6x+ دود‎ 2x4 = 7 100x2 - 99.9% + x4 = 2.15 
nx + ديرت‎ x + bx = V2 15.3, + 0.110x2 - 13.1 - x4 = 4.16 
]0.788, - 3.12, 0.167, 4.55[ الحل الفعلى [1.18 - ,0.0206 - ,0.0126 ,0.176] الحل الفعلى‎ 


0. استخدم طريقة الحذف لجاوس وحساب القطع ذي الخانات الثلاث لحل الأنظمة الخطية 
الآتية » وقارن التقريب بالحل الفعلى: 


ب 
أ„ 59.2 = 3.3330x + 15920 + 10.333 = 7953 °7 58.9x + 0.03x‏ 
16.710x2 + 9.612033 - 5 - 6.10: + 5.31x = 0‏ + :2.2220 
.2 4 = 1.68553 - :5.1792 + :1.5611 - 
الحل الفعلي [10 ,1] 
ي الحل الفعلى [1- ,0.5 ,1] 
5 1002 + 51.3% + ,2.12% - 2.12% 0= + 22 جردم 
A E, BE A 1 0.333: - 0.333% - 12.2: + 19.74 = 2‏ 
8.20x» - 1.00 - 2.014 = 0‏ + :6.19 2 حيمر + 3x‏ دود جرم 
1-= × ادوع +612 + -5.73xı‏ 3 = ل۷ دوچ اجيم دچ 
الحل الفعلي [0.0465 ,0.0363 - ,0.0683 - ,10.0998 الحل الفعلي [1.66 - ,4.03 - ,4.68 - ,1.35] 


1. كرر التمرين (9) باستخدام حساب التقريب ذي الخانات الثلاث. 

2. كرر التمرين (10) باستخدام حساب التقريب ذي الخانات الثلاث. 

3. كرر التمرين (9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي. 

14. كرر التمرين (10) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي. 

5. كرر التمرين (9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي وحساب التدوير 
ذي الثلاث خانات. 

6. كرر التمرين (10) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي وحساب التدوير 
ذي الخانات الثلاث. 

7. كرر التمرين 9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي الموزون. 

8. كرر التمرين (10) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي الموزون. 

9. كرر التمرين (9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي الموزون وحساب 
التقريب ذي الخانات الثلاث. 
0. كرر التمرين (9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الجزئي الموزون وحساب 
التقريب ذي الخانات الثلاث. 
21. كرر التمرين (9) باستخدام الخوارزمية (1.6) في مابل ©ام2/ا ذات 10 -:210115. 
2. كرر التمرين (10) باستخدام الخوارزمية (1.6) في مابل Maple‏ ذات 10 .D1IG1T1S:=‏ 
3. كرر التمرين (9) باستخدام الخوارزمية (2.6) في مابل #امة۷ ذات 10 -:210115, 
24. كرر التمرين (10) باستخدام الخوارزمية (2.6) في مابل #امهال! ذات 10 -:210115,. 
25. كرر التمرين (9) باستخدام الخوارزمية (3.6) في مابل eامMap‏ ذات 10 -:210115, 
6. كرر التمرين (10) باستخدام الخوارزمية (3.6) في مابل هامهالا ذات 10 =:16115, 
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7 كرر التمرين (9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الكامل. 
8. كرر التمرين (10) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الكامل. 
9. كرر التمرين (9) باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الكامل وحساب التقريب ذي 


الخانات الثلاث. 

0. كرر التمرين )10( باستخدام طريقة الحذف لجاوس مع التمحور الكامل وحساب التقريب 
ذي الثلاث خانات. 1 = x2 + 3x3‏ + ع2 

4x + 6x2 + 8x3 = 5 افترض أن‎ .1 


6x + ax2 + 10x3 = 5‏ 
حيث 10 > »ا لأي من قيم » الآتية» فليس هناك ضرورة لمبادلة صفية عند حل هذا النظام 
باستخدام التمحور الجزئي الموزون. 
1 أن 0ك :3 ب. 9= ي ع 8 
2. أنشئ خوارزمية لعملية التمحور الكامل التى وصفت فى الكتاب. 
3. استخدم خوارزمية التمحور الكلي لحل التمرين (9) باستخدام مابل مام" ذي 10 -:210115, 
4. استخدم خوارزمية التمحور الكلي لحل التمرين (10) باستخدام مابل هام۷ ذي 10 -:210115, 


تعمد 6 الجبر الخطي ومعكوس المصفوفة 


Linear Algebra and Matrix Inversion 


قدمنا المصفوفات في الفصل (1.6) على أنها طريقة ملائمة للتعبير عن الأنظمة الخطية والتعامل 
معها . وسنناقش في هذا الفصل بعض المفاهيم الجبرية المرتبطة بالمصفوفات» ثم بينا كيفية استخدامها 
في حل المسائل المشتملة على أنظمة خطية. 
تعريف 2.6 تكون المصفوفتان 4 و8 متساويتين إذا كان لهما العدد نفسه من الصفوف والأعمدة» وليكن ” 7 
وكان زنط = ززه لكل « ,...,2 ,1 =1 و" ,...,2 ,1 = j‏ [ 


على سبيل المثال 
23 
2 
1 1- | # 
0 0 | 


لأنهما يختلفان فى البعد (موأوهع015). 
هناك عمليتان مهمتان تُجرى على المصفوفات» وهما حاصل جمع مصفوفتين › وضرب مصفوفة في 


عدد حقيقى. 
تعريف 36 إذاكانت كل من4 و8 مصفوفة من الشكل :7 ×۸ فيعرف مجموعها 8 +4 على أنه مصفوفة 
" × ۸ عناصرها زنط + ززه لكل ۾ , ...,2 ,1 = 1و" ,...,1,2 = ل. ل 


تعريف 46 عملية الضرب في ثابت Scalar multiplication‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة 7# × ۸» وكان ۸ عددًا حقيقيًا فإن ضرب ۸ في العدد 4 المعبر عنه اه 


المصفوفة +7 × 7 التي عناصرها زن۸ لكل ۸ ,.. A‏ كح Daa TIR‏ .= 
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مثال 1 


مبرهنة 5.6 


تعريف 6.6 


قات 27 :4 7 2 

4=] a a= [o ١ 1 
وه‎ ED ER 6 
a+ 8= [30 0 3 


4 2 4- ا | (2)7= (2-1-:. )2= 1 = 

0 2- 6- (2)0- (2)1- (2)3- 9 
عبر بالرمز 0 عن المصفوفة التى عناصرها جميعها هى 0 و 4 - المصفوفة التى عناصرها زه -. 
ولدينا الخصائص العامة التالية لجمع المصفوفات والضرب في ثابت. وإن هذه الخصائص كافية 
لتصنيف المصفوفات 7 × ١‏ التى مدخلاتها (عناصرها) أعداد حقيقية بوصفها فضاء متجهات (أو 
فضاء خطی) Vector Space‏ ك حقل (5610) الأعداد الحقيقية. انظر ( [107-109 .مم (IND,‏ 
لتكن 4 و8 و6 مضفوقات واج وليكن ۸ ولا عددين حقيقيين. عندئذ تتحقق الخواص الآتية 
لعمليات الجمع والضرب في ثابت: 


أن A+B=B+A‏ 50 ب. رن + 8) +م (A+B)J+C=‏ 
ج. 4 -م + 0ع 4+0 د. 4-0 +م- - (م-) A+‏ 
ها هر +4 - pA -3 1(4 +B)‏ + 4م دع OA+uU)A‏ 

ز. ممم = )1)4 ج‘ A‏ = 14 


إثبات هذه الخواص مماثل لنظرياتها فى الأعداد الحقيقية. 
ضرب المصفوفات Matrix product‏ 

إذا كانت [6:1] = 4 مصفوفة من الشكل ۸" ×۸.» وكانت [5:1] = 8 مصفوفة من الشكل 7 ×" 
فإن [:] = 48 مصفوفة من الشكل 7 × *» حيث نا“ هو العنصر الذي نحصل عليه على النحو 
التالى: 


0 
Ci = SJ زاطينه‎ = aiıbıj + aj2b2j +٠٠١ + QimDmj 
k=1 


لكل * بقارا ك1 او # j2r‏ - 
يمكن النظر إلى حساب :© على أنه حاصل ضرب عناصر الصف : في المصفوفة 4 في العناصر 
المقابلة لها في العمود ز للمصفوفة 8 متبوعًا بجمع حاصل الضرب هذاء أي 

4 
b2j 


(ai1, di2, ٠.٠, dim] 8 = زنه‎ 


Daj 


حيث 


0 
Cij = زوطويه + زرطره‎ +٠٠١+ aimbmj = 3 arb 
اح‎ 
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مثال 2 


تعريف 7.6 
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إن هذا يفسّر سبب كون عدد الأعمدة في ۸ مساويًا بالضرورة عدد الصفوف في 8 لكي يكون 


حاصل الضرب 48 معرّفًا. 


إن المثال الآتي كاف لتوضيح عملية ضرب المصفوفات. 


ليكن 
2 3 
1 8-1-1 
4 6 
1 1- 1 
D=|2 -1 2‏ 
0 3 
فإن 
6- 2- 
DA‏ = | 10- 
2- 
وبالإضافة إلى ذلك 
4 9 4 
BC= |-3 2 2‏ 
8 18 8 


ولكن لا يمكن حساب 84. 


المصفوفة المربعة (©:59003) 4 هى المصفوفة التى عدد صفوفها يساوي عدد أعمدتها. 
المصفوفة القطرية 041890081) [ر:4 ] = 2 هى مصفوفة مربعة فيها 0 = زب لكل ز # 1. 
المصفوفة المحايدة ذات الرتبة" [ز§] = ,1 , identity matrix of order n)‏ هي مصفوفة قطرية 


عناصرها 


1.i= j 
0i # j 


ا 


وعندما يكون حجم »7 واضحًا في السياق» يعبر عنه عادة بالرمز 1. 
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تعريف 8.6 


عناصر المصفوفة المثلثية جميعها أصفار. 





إلا تلك التي على القطر الرئيس أو 
(علوية) أو تلك التي على القطر ال 


أو تحته: (سفلية) 


مثال 3 


مبرهنة 9.6 


فعلى سبيل المثال فإن المصفوفة المحايدة ذا 


المصفوفة 7 × 7 المثلثية العلوية U = [uj] (upper - triangular)‏ 
فيها لكل ۸ ,...,2 ,1 = ز العناصر 0 = ز» لكل « ,...,2 + ز ,1 + ز - 1 
والمصفوفة المثلثية السفلية (arاuو (lower - tra‏ 
[:1] = .5 فيها لكل ۸ ,...,1,2 = ز العناصر 
0= را لکل 1 - لز ,...,1,2 = 
لديك المصفوفة الحيادية ذات الرتبة الثالثة 
0 0 


1 
0 1 


o 





o = 





إذا كانت 4 مصفوفة 3 × 3 فإن 


1 0 0 411 ©4120 d13 
00 2 021 022 23 
0 4 


0 431 432 033 


dı1 412 d13 
AB= | إيه‎ «d2 a23 
031 0432 433 


4 = 
ا 





| 


إن المصفوفة الحيادية ١‏ تبادلية مع أي مصفوفة 4 بالحجم ۸ × ؛ أي أن الترتيب في عملية 
الضرب ليس مهمّاء أي أن ,41 = 4 = 4م 

يتضح في مثال 2 أن 8۸ = 48 ليس صحيحًا بالنسبة إلى ضرب المصفوفات. وإن خواص 
ضرب المصفوفات المحققة ستعرض في المبرهنة الآتية : 

لتكن 4 مصفوفة 7# × ۸» 8 مصفوفة # × 7# © مصفوفة م × 4 2 مصفوفة م × 72 و۸ عددًا 
حقيقيًا. فإن الخواص الآتية صحيحة: 





A(BC) = (AB)C 0 
A(B + D) = AB+ AD (ب)‎ 
B= BgBIk= 8 (ج(‎ 


X(AB) = 4128م‎ = 448( (o) 


البرهان نعطي برهان الخاصية في الفقرة (أ) لشرح الطريقة المستخدمة في البرهان» ويمكن 
برهنة الفروع الأخرى بطريقة مشابهة. ولبرهنة أن ©(48) = (4)80؛ نحسب العنصر 3 أ 
لكل طرف من المعادلة. ومن الواضح أن 80 هي مصفوفة < × ”7 » ويكون العنصر 7 ١أ‏ فيها هو 


3 
ن:80)‎ = Y J bircıj 
121 
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مبرهنة 11.6 


وهكذا تكون (4)860 مصفوفة 7 × وعناصرها 


0 0 k mk 
]4)8©© رن[‎ = 3 ais(BC)sj = 3 ais (a) = رج رق‎ aisbscij 
1>ى‎ s=1 اعم‎ 


1ع 1دى 
وبا لمثل» فإن 48 تكون مصفوفة 6 ا وعناصرها 
7 
زوظينة رق = (AB)ij‏ 
s=1‏ 


وعليه (AB)C‏ تكون مصفوفة nXp‏ وعناصرها 
k m kK m‏ 03 
زه نوطونه ر (aes) = YD‏ زح = [(AB)Clı; = 3 (ABJircıj‏ 
1I=1 1 \s=1 1‏ 


l= =1 =1‏ 
وبتبديل ترتيب الجمع في الطرف الأيمن نحصل على 
A(BC)lij‏ ] = ردوطييه زر 3 زج = ن[6(ه4)] 


s=1 1 


لكل ۸ ,...,1,2 Pgi=‏ م2 ,1 ع قل ولذلك فإن ©(48) = E .A(BC)‏ 
يمكن النظر إلى النظام الخطي 
7 لبن لی ا “رط = @ınXn‏ +***+ يدوره + إدرره 
b2‏ = ,ترجه +**۰+ d21X1 + d22X2‏ 
b,‏ = رتم04 ++ 2 + @dnıXı‏ 


على أنه معادلة مصفوفات ط = ×۸» حيث 


4 1 dıı ©412 66 Qin x1 

b2 d21 422 *** يه‎ x2 
=| 6 A= : کا‎ 

3 5 و 3 

Dn 1 dnl @n2 *** dnn Xn 


هناك مفهوم ذو علاقة بالأنظمة الخطيةء ألا وهو معكوس المصفوفة 521 2 01 ©و,»لاهأ). 


تسمى 4 المصفوفة « × « غير المنفردة 37ال0005109) أو القابلة للعكس «©ا100©16) إذا وجدت 
مصفوفة ۸ × ۸ يعبر عنها بالرمز 24-1 

حيث 1 = ۸-1۸4 = ۸۸471 

تسمى المصفوفة 4 معكوس 4 أو النظير الضربي للمصفوفة ۸. وتسمى أي مصفوفة دون 
معكوس منفردة «هالاودأة) أو غير قابلة للعكس e(‏ اط۷" u .).٣¡‏ 
الخواص الآتية متعلقّة بمعكوس المصفوفة من تعريف (1.6)» وبراهين هذه النتائج مطلوبة في التمرين 5. 
لكل مصفوفة 7 × ۸ غير منفردة 24 يتحقق ما يلى: 

أ. 4-1 وحيدة. 

ب. 4-1 غير منفردة ويكون ۸ - 1-(471). 

ج إذا كانت 8 مصفوفة « × ۸ غير منفردة فإن 8147 = ' (48). ل 
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مثال 4 لیکن 
N‏ 2- 
َ 9 9 9 
E DV‏ 2 
A= 20 0‏ 9 9 9 ۳ 
1 1 3 
A DE -1 1 2‏ 
فإن 
0 5 2 
0 0 1 79 9 ا 1- 2 1 
= | 01560 ]ا صا = ]|5 221 = قم 
E 3 1 0 0 1‏ 2 1 1- 
3 3 3 





وبطريقة مماثلة و2 = 84» ولذلك فإن 4 و 8 غير منفردتين ويكون .A= B'gB= 247-1١‏ 
إذا كان لدينا معكوس 4 فإننا نتمكن من حل النظام الخطي على الصيغة ‏ = ×4. 
افترض على سبيل مثال أننا نريد حل النظام 


xı + 2x2 — x= 2 
2821+ وعد‎ =3 
=X + و22 + يعر‎ = 4 


أولا: نحوّل النظام إلى معادلة بالمصفوفات 


























X1 2‏ 1- 2 1 
3 = [|ود 0 2-1 
X3 4‏ 2 1 1- 
ثم نضرب طرفي المعادلة في المعكوس 
3 2- رت 8 
KE = xı 9 9 9 2‏ 9 9 9 
2 1 4 
e 3‏ = |21 0 1 8 
EU 2 x3 5 1 1 4‏ 1 د لے 
3 3 3 3 3 3 
1 
3 
E‏ 
9 
5 
3 
ولذلك فإن 
224 5 £ 
E X1‏ 9 9 9 0 
2 1 4 5 
x2‏ 0 2-1 ۳ و = .2 
a 2 X3‏ 3 3 1 5 
5 49 3 
X1 X1‏ 
م |= | B | x2‏ = 
X3 x3‏ 
ذا ١‏ 2 دبع 3ل = 5ت ل 
وهذا يعطى الحل و = × ,ا =× وج = ود. 


وعلى الرغم من أنه من السهل حل نظام خطي على الصيغة طا = ×4 إذا كانت 4-1 معلومة 
فإن عملية تحديد 4 لحل النظام ليست ذات فاعلية حسابيًا. «انظر التمرين 8) وعلى الرغم من 
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مثال 5 


هذا كله فإنه من المفيد من وجهة نظر مفاهيمية» شرح طريقة لإيجاد معكوس المصفوفة. 
ولإيجاد طريقة لحساب 4-١‏ على فرض وجودها؛ دعنا نتفحص ضرب المصفوفات ثانية. 
افترض ز8 العمود 7 للمصفوفة 8 ذات ۸ << 2, 


bıj 
E 
7 
إذا كان © - 48 فإن العمود 7 للمصفوفة © يعطى بحاصل الضرب‎ 
6 211 ©412 ** مله‎ 4 Dk 1 زاطيده‎ 
Cnj 7 2 37 2 08 00000 


افترض أن 4-1 موجودة» وأن (ررط) = «A! = B‏ عندئذ 7 = 48 ويكون 


0 
حيث تظهر القيمة 1 فى الصف [. 
ولإيجاد 8؛ يجب حل 7 من الأنظمة الخطية التي يكون فيها العمود 7 للمعكوس هو حل النظام 
الخطى الذي يكون الطرف الأيمن له العمود ز في 1. 
ويوضح مثال الآتي هذه الطريقة : 
لإيجاد معكوس المصفوفة 


1: 72-3 
A= 2 1 0 
يت‎ 2 








تجد أؤلاً حاصل الشرب :۸۶ حية 8 هى أي مصفوفة 3 ×3 








12 21 bıı bı2 bı3 
ABE ١ DF 0ن‎ |) E BS a 
i EE: bıı 2و‎ b33 
bıı + ح روط2‎ b31 2 يرط‎ + 2b22- b3 bı3 + 2b23 - b33 
- روط + ررط2‎ 2bı2 + ورط2 يوط‎ + b23 


2b32 —bı3 + b23 + 2b33‏ + يوط + —bı2‏ روط2 + روط + ررط- 








إذا كانت 4-1 = 8 فإن 7 = 48 ولذلك يجب أن يكون لدينا 
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b33 = 0‏ -ووط26 + ورط 2 ,0 د يوط - جوط2 + يرط "2 ,1 - روط bıı + 2b2ı—‏ 
2bı2+ b22 =1, 2bı3+ ba3 =0‏ ,0 = روط + 2bıı‏ 
2b33 = 1‏ + ووط + ورط- ,0 = 2b32‏ + يوط + يرط- ,0 = روط2 + روط + —bıı‏ 


انظر أن المعاملات في كل أنظمة المعادلات هي نفسها والتغير في الأنظمة موجود في الطرف 
الأيمن من المعادلات. ونتيجة لذلك» يمكن إجراء عملية الحذف لجاوس على المصفوفة المزيدة 
المكوّنة من توليفة المصفوفات لكل نظام من الأنظمة 


12 -1: 
EE 
E 


= هه هه 


G70 
10 
I 


أولا: إجراء (E, - 2E) ¬+ (E)‏ و (وظ) »¬ (E+ E)‏ 
متبوعًا بالعملية (3) < (۴2 + 8) ينتج 


1 2-1 1 0 0 1 2 ع امت‎ 14 0-0 
0-3 "قن لاد يله ردكت‎ OCS O SR LTO 
0+ O0 e HT 003 LS خا‎ LE 








7 3 0 1 0 
يعطي في النهاية 5 2 1 
,و ع bı3 = -8, bıı = —ş, bı‏ 
bı=È, ba = -—},‏ و ,دنيم 
bı = 0‏ 4- = روط 0 = يوط 
وكما يظهر فى المثال (4) هذه العناصر فی ۸4: 
E 0 1‏ 
9 97 
E UT 2‏ 
A4 = a‏ 
1 1 2 
35 >9 5 35 
لقد شرحنا في المثال الأخير حساب .4-١‏ وكما رأينا في ذلك مثالء فمن الملائم تكوين 
] 


وبتنفيذ الحذف بحسب الخوارزمية (1.6)» نحل المصفوفة المزيدة بالصيغة 

|[ 2 
حيث 0ا مصفوفة مثلثية علياء ولا مصفوفة ناتجة من تنفيذ العمليات على المصفوفة الحيادية 1 
التى نفذت لتنقل 4 إلى ا. 
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تعريف 12.6 


مبرهنة 13.6 


وإن عملية الحذف لجاوس بالتعويض الإرجاعي تتطلب ۸/3 - 4۸/3 من عمليات الضرب/ 
القسمة و ۸/6 +372/2 -473/3 من عمليات الجمع/ الطرح لحل الأنظمة الخطية . (انظر التمرين 
8 (أ)). يجب أخذ الحيطة التامة فى ملاحظة العمليات التى لا حاجة إلى تنفيذهاء فعلى سبيل 
المثال في عملية الضرب عندما کر أحد المضاعفات هو الباب 61 أو في عملية الطرح عندما يكون 
العدد المطروح صفرّاء فإن عدد عمليات الضرب/ القسمة اللازمة يمكن إنقاصه إلى ۸ ويمكن 
إنقاص عدد عمليات الجمع/ الطرح إلى « + 202 - 03. (انظر تمرين 8 (د)) 
وهناك مصفوفة مهمة مرتبطة بأي مصفوفة 4 وتسمى منقولا 20128058056 ويعبّر عنها بالرمز '۸4. 
منقول المصفوفة 7 × 7 المعبّر عنها[ز:4] = 4 هو المصفوفة 7 × 72 المعبّر عنها لززه] = '4 
حيث لكل : يكون العمود ¡ في المصفوفة '4 هو نفسه الصف : في المصفوفة ٠۸4‏ أي أن (بره) = / 


وتسمى المصفوفة المربعة متماثلة ]ع لاة) إذا كان /4 = 4. ل 
على سبيل المثال المصفوفات 

95 2 0 6 4 -3 

و 2= 4 |= | |82 وألاك 5 

1 > 0535-8 
لها المنقولات 


MS 3ت 4 0 3 2 الات‎ 
AS 2 5 S|; BPS l4 ىن | قف-‎ C= 4 -2 0 
0 Û =6 7 =1 $F 9 0 


والمصفوفة © متماثلة؛ لأن © = »٥'‏ ولكن المصفوفات 4 و 8 غير متماثلة. 

وبرهان النتيجة الآتية يتضح مباشرة من تعريف المنقول. 

تتحقق العمليات الآتية حول منقول المصفوفة في كل حالة تكون العملية فيها ممكنة 
هر =4 ب “8ه + (A+ 8( = A'‏ 


ج. (AB)' = B'A'‏ د. إذا كانت 4-1 موجودة فإن '”('۸) = '(4-1) 


يمكن استخدام أي 045 لتنفيذ أي عمليات قابلة للتنفيذ على المصفوفات. ويمكن على سبيل 
المثال إجراء جمع المصفوفات باستخدام مكتبة الجبر الخطي في #امدالا ب ۸+8. 
أما الضرب في ثابت فهو معرّف ب8*©: وضرب المصفوفات 48 ينفذ باستخدام ۸.8. يوجد منقول 
المصفوفة باستخدام (11305005©)8, ويوجد معكوس المصفوفة باستخدام (8)ع11»|01/6)5]ةالا. 





مجموعة التمارين 3.6 


EXERCISE SET 
: حدّد أيّا من المصفوفات الآتية غير منفردة (قابلة للانعكاس)‎ .1 
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0 
0 
0 
1 


1 
1 
2 
1- 
2. حدد أيّا من المصفوفات الآتية غير منفردة» واحسب المعكوس لكل منها: 
1 0 4 
0 0 0 
1- 0 0 


5 3-1 0 
3 0 ب. 0 
#39 3 
ok 8 e NEB‏ 34 20 
ج“ 39 200 د. E‏ 1 
OF F31 n 21‏ 2 
ge - F3 05 2-6‏ 
3.لديك مجموعتان من 4 ×4 من الأنظمة الخطية لهما مصفوفة المعاملات نفسها: 
1ع وعم - و22 + Xx =x‏ ,6 جح x4‏ - و22 لد Xx = x2‏ 
,21 وج جوع - د ,4= x‏ دوع - د 
2x, + ×2 + 3×3 - 4×4 = -2, 2x + x2 + 3x3 - 4X4 = 2,‏ 
.1 ع ور سدور + x‏ ;5= سدور + x‏ 


اسل الأنظمة الخطية باستخدام طريقة الحذف لجاوس على المصفوفة المزيدة. 


Tk SARS © 
1 O هد 1 1ك‎ 1 
il 3 MS 2 
اد :8 " :دزت 1 و‎ 


ب. حل الأنظمة الخطية بإيجاد معكوس المصفوفة 4 ثم الضرب في معكوس هذه المصفوفة. 


1 212 
E OF AC ع‎ 
د‎ CET 
0EME =1 


. أي الطريقتين تحتاج إلى عمليات أكثر؟ 
3 لديك أربعة أنظمة خطية 3 ×3 ذات مصفوفة معاملات واحدة: 


6 =× + و32 - 2x‏ 2 ع دوعر + ي32 -ع2 
x= 4‏ ديع Xı+‏ کو حت وق و2 
5 =3 -ر× +× 0 = و3 - و2 + × 
1-= وبر + 2x ¬ 3x2 + x= 0 2x ¬ 3x2‏ 
0 دود ليع x=1 Xx+‏ دير XxXı+‏ 


=X + و32 ديع‎ -- 3 - Xx + ديع‎ 3x = 0 
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أ. حل الأنظمة الخطية باستخدام طريقة الحذف لجاوس على المصفوفة المزيدة. 


ب. حل الأنظمة الخطية بإيجاد معكوس المصفوفة 


قه 

1 2-8 
ا ا 1 
1 1 


3 


cA‏ ثم الضرب في معكوس هذه المصفوفة. 
ج أي الطريقتين تحتاج إلى عمليات أكثر؟ 
5.العبارات الآتية مطلوبة لبرهان المبرهنة (11.6): 
أ برهن اماع موجودة فهي وحيدة. 
ب. برهن أنه إذا كانت 4 غير منفردة فإن 4 = !-(4-1). 
ج. إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين « ×« غير منفردتين فإن "814 = '(48). 
6. برهن العبارات الآتية أو أعط أمثلة مضادة تبرهن أنها غير صحيحة: 
أ. حاصل ضرب مصفوفتين متماثلتين مصفوفة متماثلة. 
ب.معكوس أي مصفوفة متماثلة غير منفردة هو مصفوفة متماثلة غير منفردة. 
ج إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين ۸ × ۸ فإن “4/8 = '(48). 
Ev‏ برهن أن حاصل ضرب أي مصفوفتين مثلثتين سفليين « ×« هو مصفوفة مثلثية سفلية. 
نج برهن أن حاصل ضرب أي مصفوفتين مثلثتين علويين ۸ ×" هو مصفوفة مثلثية علوية. 
ج. برهن أن معكوس أي مصفوفة غير منفردة مثلثية سفلية ” ×" هو مصفوفة مثلثية سفلية. 
8. افترض أن ” من الأنظمة الخطية 
دم ,تامع تيرم 

مطلوب حلهاء حيث كل منها مصفوفة المعاملات « ×۸ هى 4. 
أ. برهن أن تطبيق عملية الحذف لجاوس بالتعويض الإرجاعى على المصفوفة المزيدة 

[ م... موقم A:‏ ] 2 
يتطلب عمليات ضرب/ قسمة عددها "؟ - “مام + ”3 
وعمليات جمع / طرح عددها مط + n? + mn? — }n? - mn‏ 
ب. برهن أن تطبيق طريقة جاوس-جوردان (انظر التمرين 12من الفصل 1.6) على المصفوفة 
المزيدة 

p2... pi” |‏ طþ‏ :4 [ 
يتطلب عمليات ضرب/ قسمة عددها "1 - 0م + ”ج 
وعمليات جمع/ طرح عددها 7( -!) + 2م( - n? + (m‏ 
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ج“ بالنظر إلى الحالة الخاصة : 
العف 51 د اماع 
0 

لكل ” ,...,1 = م حيث ۸ = ” فإن الحل © هو العمود 7 في المصفوفة '47. 
برهن أن طريقة الحذف لجاوس بالتعويض الإرجاعي تتطلب 
عدد عمليات الضرب/ القسمة $n? - $n‏ 
وعدد عمليات الجمع/ الطرح Èn? + }n‏ ثم 
وان طريقة جاوس - جوردان تتطلب 
عدد عمليات الضرب/ القسمة ”!+ - م 
وعدد عمليات الجمع/ الطرح ğn? - 2n? + kn‏ 
د . أنشئ خوارزمية باستخدام طريقة الحذف لجاوس لإيجاد ! 24 ولكن لا تنفذ عمليات ضرب 
إذا كان أحد المضاعفات معلومًا أنه 1 ولا تنفذ أي عمليات جمع / طرح عندما يساوي أحد العناصر 
صفرًا. 
برهن أن الحسابات اللازمة تز تنقص إلى ۸ من عمليات الضرب/ القسمة و ۸ + 2 - 3« من عمليات 
الجمع/ الطرح. 
ا E‏ م الخطي ط = ×4۸ عندما تكون 4 معلومة ما زال يتطلب ”” من عمليات 
الضرب/ القسمة و »م - تدمج ولات الج / افر 
و. . برهن أن حل ” من الأنظمة الخطية 0م = ×۸ للقيم "ر ,... ,1,2 = م بالطريقة ماحم = )× 
يتطلب 7:22 من عمليات الضرب و(« - ۸)۸" من عمليات الجمع إذا كانت 4-١‏ معلومة. 
لتكن 4 مصفوفة ۸ »ا#. قارن عدد العمليات اللازمة لحل ۸ من الأنظمة الخطية المحتوية على ۸ 
بطريقة الحذف لجاوس بالتعويض الإرجاعي وبطريقة إيجاد معكوس 4 أولاء ثم بضرب طرفي 
ط = ×4 في المصفوفة '-4 للأعداد 100 ,50 ,10 ,3 = ۸. ١‏ 
هل من المغيد على الإطلاق أن تحسب ' 4٠‏ لغرض حل الأنظمة الخطية؟ 
9. استخدم الخوارزمية التي أنشئت ت في التمرين (8) (د) لإيجاد معكوس كل مصفوفة غير منفردة 

فى التمرين (1). 
قا نا م ای ف المصفوفات إلى مجموعة من المصفوفات المصغرة؛ فيمكن على 
سبيل المثال تجزئة المصفوفتين 


1- 2 1 0 7 1- 2 
3 4 3 کڪ و 5 4 0 3 B=‏ 
0 5 6 1 وت 1 2- 
2h FED0 N A :‏ 
روط د | نفد نهد ١3‏ | دق | عق IO BSS a‏ 
An‏ : ريك ا Bz : B» E‏ 201 اقم 1 رت 
أ. برهن أن حاصل ضرب 4 فى 8 فى هذه الحالة هو 
الو : | E‏ 


A22B22 5‏ + يرظ ريق : Ax B2ı‏ + ررظ ريقف 
ES ٠.‏ 8 5 هود 
ب. إذا جزئ 8 بدلا من التجزئة السابقة إلى 


aT TAO :‏ 
E‏ 8 ال مره مه ماع ذاه مهاه مي 

- 45 0 3 ك 
E‏ 1 3= 1 2 


فهل ستبقى النتيجة (أ) متحققة؟ 
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ج. أعط اقتراخًا أو تخميذًا عن الشروط الضرورية لتتحقق النتيجة في الفقرة (أ) في 


الحالة العامة. 
1. ورقة بحث بعنوان "موجات المجتمع "81] أاله0هم»8 Wve,”‏ مدادالامه6” (انظر أيضًا 
[Sel‏ { 


يع رای فرضية عن نون رميسط من الييدل ری جرا 9وا وإن معدل حياة أنثى 
هذا النوع ‡ في السنة الأولى من الحياة» و1 في السنة الثانية إلى السنة الثالثة» وتلد بمعدل 6 
إناث جديدة قبل نهاية حياتها في نهاية السنة الثالثة . ويمكن تمثيل ما تساهم به أنثى البيتل 
في مجتمع نوعها بمصفوفة يعبر عنها بمعنى احقمالي؛ > وذلك بالمصفوفة [»>] = ۸ حيث تمثّل ره 
مساهمة أنثى البيتل الواحدة ذ في العمر ز نحو المجتمع الأنثوي ذي العمر نر في السئة التاليةء أي أن 
6 0 0 
0060 ! 
1 0 


A= 





أ. إن ما تساهم به أنثى البيتل في المجتمع بعد سنتين يتحدد من عناصر 42 وبعد ثلاث سنوات 

4 وهكذا. احسب*4 و4 وحاول إعطاء عبارة عامة حول مساهمة أنثى البيتل في الجتمع خلال , 

سئةء. حيث « عدد صحيح موجب. 

ب .استخدم نتائجك في الفقرة (أ) لتصف ما سيحدث في السنوات القادمة في مجتمع البيتل المكؤن 

من 6000 أنثى من فئات الأعمار الثلاث. 

ج . أوجد 47ء وصف أهميتها لجتمع هذا النوع. 

2. إن دراسة سلاسل الغذاء موضوع مهم في تحديد انتشار الملوثات البيئية في المادة الحيّة 

ا افترض أن لسلسلة غذاء ثلاث روابط: by‏ يتألف من النباتات من الأنواع 
٠‏ التي تزود الأنواع جميعها نباتية الغذاء جأ ,...,د۸ ۰ في الرابط الثاني بالغذاء 


ازو ويتألف الرابط الثالث من الحيوانات آكلة اللحوم Cle C29.“ Ck‏ التي تعتمد في غذائها 
كليًا على الأنواع آكلة النبات في الرابط الثانى. إن العنصر زا في المصفوفة 

422 

an a1 ' سمه‎ 


تمثّل النباتات جميعها من النوع :لا المستهلكة من قبل الحيوانات نباتية الغذاء من النوع زا 
أما العنصر رط في المصقوفة be BÊ‏ 


يده --- bn bn‏ 
عد r‏ 
فيمثّل عدد الحيوانات النباتية الغذاء من النوع ز:/ التي تستهلكها الحيوانات من النوع ز©. 
أ. وصح أن نباتات النوع :لا التي تنتهي أخيرًا بحيوانات النوع ر٩‏ تعطى بالعنصر في الصف أ 
والعمود 7 فى المصفوفة 48. 
ب. ما الأهمية الطبيعية للمصفوفات 
B'A'gA4',B'‏ = ' رق4) ؟ 
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3. وجدنا في الفصل 53 أن الصيغة البارمترية (4)( ,(/)*) في كثيرات حدود هرمايت 
(181011]) التكعيبية المارة من (0 ,0:) = ((2)0 ,(0)×) و(ا ,:) = ((1)« ,(1)*) وبنقاط مؤشرة 
(0 + ولا ,0 + 0*) و (61 ¬ ربز ريه - *) على التوالي تعطى بالصيغتين 
20o) + aot + xo‏ — ريه — (3(xı — xo)‏ + 43(( ريه + x() = (2(xo — xı) + (oo‏ 
و y() = (2(0 — yı) + (Bo + 8)) + (3(Y1 = yo) = Bı = 28o) 1? + Bot + Yo‏ 
إن كثيرات حدود بيزيه 86'2160) التكعيبية تعطى بالصيغتين 
3aot + xo‏ + 12 ((0ي20 + ربه)3 — (3(xı — xo)‏ + ((ريه + ونه)3 + (2(xo - xı)‏ = )(£ 


$(D = (2(0 - yı) + 3(8 + (زرم‎ + (3Y = yo) - 3(8, + 280) 1 + 3801 وبرج‎ 13 
AT O أ. إن المصفوفة‎ 
-6 -3 -6 0 
0 0 2 
0 0 0-1 


A= 


تحول معاملات كثيرات حدود هرمايت إلى معاملات كثيرات حدود بيزيه. 


ب. أوجد المصفوفة 8 التى تحول معاملات كثيرات حدود بيزيه إلى معاملات كثيرات حدود 
هرمايت. 


(A+iB)(x+iy) =c+id 2x 2 لديك النظام الخطي‎ .4 


بمدخلات مركبة في صيغة المركبات 
iy2) = cı + id,‏ + يد)لورطة: + (aıı + ibıı)(xı + iy) + (a2‏ 
ib2ı)(xı + iy) + (a2 + ib22)(x2 + iy2) = c2 + ih‏ + ريه) 
ا استخدم خواص الأعداد المركبة لتحويل هذا النظام إلى نظام خطي حقيقي 4 ×4. 
ب ع Ax — By‏ 
واه .ل ع Bx+ Ay‏ 
حل النظام الخطي 
iy») = 5 + 2i‏ + يع)(:2 + 3) + 2i)(xı + iy)‏ -1) 
i)(xı + iyı) + (4+ 3i)(x2 + iy2) = 4- i‏ +2( 
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إن محددة المصفوفة تبيّن ما إذا كانت حلول الأنظمة الخطية التى يساوي فيها عدد المجاهيل 
عدد المعادلات موجودة ووحيدة. : 
تعريف 14.6 نعيّر عن محددة المصفوفة المربعة 4 بالرمز ]206 علمًا بأن الرمز |4| شائع الاستخدام أيضًا. 
أ. إذا كانت [ه] = 4 مصفوفة 1 × 1 فإن ۾ = 06]4. 
ب. إذا كانت 4 مصفوفة # ×" فإن المصغر (61007) ز1 هو محددة المصفوفة الجزئية 
(1 -2) × (1 -2) من 4 التى نحصل عليها بحذف الصف : والعمود 7 فى المصفوفة 4. 
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لقد ظهر مفهوم المحدّدة في عام 1683 
في كل من اليابان وأوروبا. على 
الرغم من أن تكاكازو كوا ب2ه/هاه7 
1642-1708( 8 وليبنتز 


(GottfriedLeibniz(1646-1716) 
لم يستخدما عبارة المحددة.‎ 


kowa 


مثال 1 


مبرهنة 15.6 


Direct Methods for Solving Linear Systems 


ج العامل المشارك 00186100) ز4 المقترن ب ز1 يعرّف بالمعادلة ز1 /*'(1 -) = زبك. 
د. إن محددة المصفوفة 4 ذات ۸ ا #» حيث 1 < « تعطى بإحدى المعادلتين 


n 
= 1,2,..., ۸ زە ر( = 64ل لكل‎ = 
j=1 


n 


ajj Mij‏ *)1 -)ر2 


=1 أ‎ 
و‎ 
: 2 17 
= لکل ۸ ,...,1,2 دز‎ de4 = Ya A = 8 (- aj Mi; 
i=1 i=1 


يمكن برهنة «انظر التمرين 9) أنه لحساب محدّدة مصفوفة عامة ١‏ ×« في تعريف السابق يلزم 
(0)7 من عمليات الضرب/ القسمة والجمع/ الطرح. وحتى إذا كانت قيم ‏ صغيرة نسبيًا فإن عدد 
الحسابات يخرج عن السيطرة. 

وعلى الرغم من وجرد 2۸ من التعاريف المختلفة ل 4664 وفق أي 
تعريفات جميعها تعطى النتيجة العددية نفسها. 

استخدمت مرونة تعريف في حل مثال الآتي. 

إن الأكثر ملاءمة في حساب 4ء1 هو استخدام الصف أو العمود ذي عدد الأصفار الأكثر. 
لتكن 


صف أو عمود تختاره» فإن 


28 
7 2- 4 
ا و 45 
6-8 


هه ماه 


لحساب 0664؛ يكون من الأسهل استخدام العمود الرابع. 
مداا5 - = 5A34‏ = بوخببه + da24 A24 + a34 A34‏ + برخقبره = det A‏ 


وبحذف الصف الثالث والعمود الرابع نحصل على 


a3 
det A =- هل5‎ | 4 -2 7 
6 -6 8 
22-3 4 7 4 -2 
5 =- 52| ۾ ر‎ | | e ; [+ 3| 6 | 


يمكن حساب محددة مصفوفة ما في مابل #ام۷ عن طريق مكتبة الجبر الخطي باستخدام الأمر 
.determinant (A)‏ 

وتعد الخواص الآتية مفيدة فى ربط الأنظمة الخطية وطريقة الحذف لجاوس بالمحددات. 
ويمكن الرجوع إلى أي كتاب في الجبر الخطي لبرهنة هذه الخواص. (انظر على سبيل المثال 
IND, pp. 200-201[(‏ 


لتكن 4 مصفوفة ۸ × ۸: 
أ. إذا كانت عناصر أي صف أو عمود من 4 أصفارًا فإن 0 = 0664. 
ب. إذا تساوى أي صفين أو عمودين فى 4 فإن 0 = .det A‏ 


6 # محددة المصفوفة 


مثال 2 


جدول 2.6 


The Determinant of a matrix 


ج إذا حصلنا على ۸ من 4 في العملية (ر۴) ج (:۴)» حيث ز نآ : فإن 4 امل - = قر اde.‏ 

د. إذا حصلنا على من 4 فى العملية (:) + ٤:(‏ ۸) فإن 4 ءل ۸ = 4 6tل.‏ 

ه. إذا حصلنا على ة, من ۸ فى العملية(:) + (ر2 + :2), حيث ز # ¡ فإن 4 :عل = 4 :]مل 
و. إذا كانت 8 مصفوفة « × « أيضًا فإن 0668 4 e‏ = 48 اءل. 

, det A' = ماعل‎ .j 

ح. إذا كانت "47 موجودة فإن "(۲۸ء) = !0647 

ط. إذا كانت 4 مصفوفة مثلثية عليا أو مثلثية سفلى أو قطرية فإن ره , ![] = 06:4. 0 
إن المصفوفة في الصيغة المثلثية يسهل حساب محددتهاء وعليه فإن حساب محددة أي مصفوفة 
يمكن تبسيطه عن طريق تحويل المصفوفة إلى مصفوفة مثلثية أولاء ثم نستخدم الفقرة (ط) من 
المبرهنة لحساب محددة المصفوفة. 


احسب محددة المصفوفة 


1 2 
3 00 1 
ال ع ادم 
2 د ,اه 


2 

1 
و _ | =4 
3 

باستخدام الفروع (ب)ء(د) و(ه) في المبرهنة (15.6)» وباستخدام الحسابات في Maple‏ من 
مكتبة الجبر الخطي. وإن المصفوفة 4 معرّفة بالأمر 
A:=Matrix([[2,1,-1,1],[1,1,0,31,[-1,2,3,-11,[3,-1,-1,2]]);‏ 

إن توالى العمليات فى الجدول (2.6) يعطينا المصفوفة 


1 1 1 
a o 
اكور‎ O A 5 
0-0 3 13 
0 0 0 -3 
- ومن الفقرة (ط) نجد 39 - = 06648 ولذلك 39 = 4غع6ل.‎ 
العملية مابل الأثز‎ 
det A1 = } det A A1:= RowOperation(A,1,1/2) }Eı > رك‎ 
det 42 = det A1 = }detA A2:=RowOperation(A1,[2,11,-1) ول‎ E, +> E» 
det A3 = det A2 = + مل‎ A3:=RowOperation(A2,[3,1],1) E3+ E + E3 
det A4 = det 43 = } det A A4:=RowOperation(A3,[4,11,-3) حو‎ 3E, » E4 
det A5 = 2det A4 = det A A5:=RowOperation(A4,2,2) 2E: ¬» E» 
det A6 = det A5 = det A A6:=RowOperation(A5,[3,2],-5/2) دورط‎ SE ¬+ E; 
det A7 = det A6 = det A A7:=RowOperation(A6,[4,2],5/2) E4 + 3E» جه‎ E, 


det A8 = - det A7 = — det A A8:=RowOperation(A7,[3,4]) Es 4 E, 
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مبرهنة 16.6 


مجموعة التمارين 4.6 


النتيجة التالية لها أهمية خاصة حيث تربط بين قابلية العكس للمصفوفة وطريقة جاوس للحذف. 
العبارات الآتية جميعها متكافثة للمصفوفة المربعة 4 من الدرجة ۸ × ۸: 

(أ) للمعادلة 0 = ×4 حل وحيد 0 = ×. 

(ب) للنظام 8 = ×4 حل وحيد لأي متجه ط من البعد « . 

(ج) المصفوفة 4 غير منفردة» أي 47 موجودة. 

det A # 0 (د)‎ 

(ه) يمكن أن تنقّذ عملية الحذف لجاوس بالتبديل الصفي على النظام طا = ×4 لأي متجه طا من 
البعد «. 





EXERCISE SET 
: استخدم تعريف 14.6 لتحسب محدّدات المصفوفات الآتية‎ .1 


2. استخدم تعريف 14.6 لتحسب محدّدات المصفوفات الآتية : 


Ar 8 E 
3: لاد نف‎ | 2 OE | / 
30 5 E 
A 34 1 2 
2 اج‎ 1 11 a 2-217 
وت‎ 22-8013 E ATE 
5 6 الت‎ 8 


3. كرر التمرين 1 باستخدام الطريقة في مثال 2. 
4. كرر التمرين 2 باستخدام الطريقة في مثال 2. 
5. أوجد قيم » جميعها التى تجعل المصفوفة الآتية منفردة (غير قابلة للانعكاس): 


1 1 a 
اک4‎ 2 2 1 
ry و‎ 


6. أوجد قيم » جميعها التي تجعل المصفوفة الآتية منفردة (غير قابلة للانعكاس) : 


1 2-1 
|ع-4‎ 1 © 1 
2 a -1 
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6 # محددة المصفوفة 


7. أوجد قيم » جميعها بحيث إن النظام الخطي الآتي لا يملك أي حلول: 
,5= و32 + 2x - x‏ 
4x + 2x2 + 2x3 = 6,‏ 
ax2 + 3x3 = 4.‏ + 2- 
8. أوجد قيم » جميعها بحيث يكون للنظام الخطى الآتى ما لانهاية من الحلول: 
,32-5 + يد -221 
2x2 + 2x3 = 6,‏ + رعر4 
.1 = و32 + —2x + ax2‏ 
9. استخدم الاستقراء الرياضى لتثبت أنه إذا كان 1 < « فإن حساب محددة المصفوفة م« “م 
ا سا 
باستخدام تعريف يتطلب عددًا من عمليات الضرب/ القسمة يساوي 7 ر < !۸ 


k=1 
وعددا من عمليات الجمع / الطرح يساوي 1 -إم.‎ 
لتكن 4 مصفوفة 3 ا3. برهن أنه إذا حصلنا على من ۸ باستخدام أي من العمليات»‎ .0 
det Ã = - det A فإن‎ (E2) + (E) أو‎ (E) 4 (E2), (E,) + (وظ)‎ 


1. برهن أن ۸8 غير منفردة إذا وفقط إذا كان كل من ۸ و 8 غير منفردتين. 
2. حُلَّ النظام الخطي 

7 رط = d33‏ + يدوره + ردرره 
b2‏ = ودويه + يندويه + رندريه 


@33X3 = b3‏ + يدريه + رندروه 


بقاعدة كرامر عالا؟ 013107615 يعطينا 





1 bı a@2 ده‎ Dı dıı قله رط‎ D» وكانت قد ترت‎ 
HED I a: جيه‎ al ED E Det | افيه نوف ييه‎ FT 1748 فى عام‎ Colin Maclin 
bı a» دده 55 ري دده‎ 














a 2 b dıı @ı2 6‏ 
5 2 |“ چ 2 2 س 
a2 b3 1 32 33‏ 431 
أ. أوجد حَلَّ النظام الخطي الآتي باستخدام قاعدة كرامر: 
4 دود -322 +22 
x= 6‏ +222 بير 
xı - 12x2 + 5×; = 0‏ 
ب. أثبت أن النظام الخطي 
4 دور -3210 +22 
x= 6‏ + و22 xı‏ 
9 = و×5 + 12x‏ - × - 
ليس له حل. احسب 23 ,22 ,21. 
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. أثبت أن للنظام الخطيٍ 
حََ ا 7 4 x=‏ -ير3 +22 
2x2+ x= 6‏ سير 
12x2 + 5× = 0‏ - × - 


عددًا لانهائيًا من الحلول. احسب 2 ,ب2 و :2. 

ك0 برهن إذا كان النظام الخطي 3 ×3 فيه 0 -م حلول» وأن 0= وط = „Dı = D2‏ 

ه. حدد عدد عمليات الضرب/ القسمة والجمع/ الطرح اللازمة لاستخدام قاعدة كرامر على النظام 
الخطى 3 ×3. 

03 عمّم قاعدة كرامر للأنظمة الخطية « × ۸. 

ب. استخدم نتيجة التمرين 9 لحساب عدد عمليات الضرب/ القسمة والجمع/ الطرح اللازمة 
لاستخدام قاعدة كرامر على الأنظمة « “««. 


Matrix Factorization تحليل المصفوفات‎ 6 ES 


إن طريقة الحذف لجاوس هي الأداة الرئيسة في الحل المباشر لأنظمة المعادلات الخطية» 
ولذلك فليس مدهشًا ظهورها في صور أخرى. وسنرى في هذا الفصل أن الخطوات المستخدمة في 
حل نظام على الصيغة ط = ×4 يمكن استخدامها لتحليل المصفوفة إلى العوامل. إن التحليل إلى 
العوامل مفيد وخصوصًا عندما يأخذ الصيغة اا = 4» حيث 1 مثلثية سفلية» ولا مثلثية علوية. 
وعلى الرغم من عدم امتلاك كل المصفوفات لهذا التمثيل» إلا أن كثيرًا منها يمتلكه» وتظهر كثيرًا 
في دراسة الطرائق العددية. ولقد وجدنا في الفصل 1.6 أن تطبيق طريقة الحذف لجاوس على أي 
نظام خطي ط = ×4 يتطلب (0)73/3 من العمليات الحسابية لتحديد *. وعلى كل حال فإن 
حل النظام الخطي الذي يحوي نظامًا مثلثيًا علويًا يتطلب التعويض الإرجاعي الذي يحتاج إلى 
072 من العمليات. إن وضع الأنظمة المثلثية السفلية مشابه » لذلك إذا حلّل 4 إلى الصيغة الثلثية 
0 = 4 فعندئذ يمكننا حل المتجه × بسهولة أكبر باستخدام عملية ذات خطوتين. أو : نفترض 
عا حاو ونحل ۲ = ¥[ لإيجاد ¥ ولا كانت 1 مثلثية » فإن تحديد ¥ من هذه المعادلة يحتاج إلى 
(0)7 من العمليات. وإذا وجدنا ¥ فإن النظام المثلث ×0 = ۷ يتطلب (”)0 فقط من العمليات 
الإضافية لإيجاد ×. إن هذه الحقيقة تعنى أن عدد العمليات اللازمة لحل النظام طا = ×۸ قد نقص 
من (0)72/3 إلى (00272 في الأنظمة الأكبر من 100% تنقص هذه الطريقة مقدار الحساب بأكثر 
من 99%؛ لأن 0.01()100(3) = (0.01()1,000,000) = 10,000 = 1002. 

إن التخفيض باستخدام التحليل إلى العوامل, له ثمن؛ إذ إن تحديد المصفوفتين الخاصتين 1 
ولا يتطلب (0)3 من العمليات. ولكن في حال حدّد التحليل» فإن الأنظمة ذات المصفوفة 4 يمكن 
حلها بالطريقة المبسطة هذه لأي عدد من المتجهات ط. ولفحص أي المصفوفات تملك التحليل 
ل ولتحديدها؛ نفترض أولا أنه يمكن إجراء طريقة الحذف لجاوس على النظام 5 = ×4 دون 
تبديلات صفية. وباستخدام الرموز في الفصل 1.6 فإن هذا يكافئ وجود مراكز دورانية غير صفرية 
ا لكل ۸ ,...,1,2 -ة . إن الخطوة الأولى في عملية الحذف لجاوس تتألف من تنفيذ العمليات 


لکل 
)1( 


Mj, = حيث ا‎ (Ej د‎ m;,1 E1) ح‎ (E;) (8.6) 
2 
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تحليل اللمصفوفة إلى عوامل هو 
طريفة أخري مهمة ميخ تلنك 
الطرائق التى عرضها جاوس 
عام 1809 في الطرائق المبرهنة 
.Theoria Motus‏ 
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إن هذه العمليات تحوّل النظام إلى نظام آخر تكون فيه مدخلات العمود الأول تحت القطر 
أصفارًا. 
ويمكن النظر إلى نظام العمليات في المعادلة (6.8) بطريقة أخرى» بحيث يمكن تحقيقها انيَّ 
بضرب المصفوفة الأصلية 4 عن اليسار فى المصفوفة 
E‏ 
M» = 0 O‏ 





0 ع 
وتسمى هذه المصفوفة جاوس التحويلية الأولى .first Gaussian Transformation matrix‏ 
سنعبر عن حاصل ضرب هذه المصفوفة فى المصفوفة 4 = 4 بالرمز ۸ وحاصل الضرب فى 
المتجه ط بالرمز 2522 لذلك يكون 
Mb = b®‏ = يرم MP‏ = يرم 

ونبني ”1 بطريقة مشابهة» وهي المصفوفة المحايدة بعد وضع سوالب المضاعفات 

(2) 

حك و 
كي ود 
2 


في المدخلات تحت القطر في العمود الثاني تكون عناصر حاصل ضرب هذه المصفوفة في 
المصفوفة 4 أصفارًا تحت القطر في العمودين الابتدائيين» ومن ثم نضع 


Ax = 7122 20م‎ = MM Ax = MM Pb — 0م‎ 


ويوجد © = ×4 عمومًا» ونضرب فى مصفوفة جاوس التحويلية ذات العدد ۸ 





MM = 





Eek: 0 i 

لنجد 

)9.6( ونير ... MP... MD Ax = MOp® — p+  M®‏ = يم MO‏ برط ايمر 
وتنتهي العملية بتكوين © = 40 , حيث ۸۳ هي المصفوفة المثلثية العليا 
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مبرهنة 17.6 





المعطاة بالصيغة 4 1 ... 2" 0" = لام 
تشكل هذه العملية الجزء ”۸ = ل من تحليل المصفوفة ال = 4. 
ولتحديد المصفوفة المثلثية السغلى المتممة للتحليل 1؛ تذكر أو حاصل ضرب 0ط = :40م 
في مصفوفة جاوس التحويلية )11 المستخدمة في الحصول على المعادلة (9.6) 
(+»م  A%+Dx  M®A%®x — Mp‏ 

حيث تولد 1 عمليات الصف 

1 22 =ز لكل m;j,kEx) > (Ej)‏ -رط) 
يتطلب عكس تأثيرات هذا التحويل والرجوع إلى 4 ؛ إجراء العمليات 

„j = k+1,..., n لكل‎ (Ej + mj,Ex) > (Ej) 


هذا مكافئ للضرب في معكوس المصفوفة )14 والمصفوفة هي 
9 


0 لممن م لمعي ممه عمو ةمه مف فلم مامه 0 1 
: و = 7-1 = قار 
Mk+ 1,k 4‏ : 
o 0‏ : 
Ks e 0 Mik 55‏ 
إن المصفوفة المثلثية السفلية 1 فى تحليل 4 هى حاصل ضرب المصفوفات الآ. 
1 
Fal‏ - لاحماع ... لقا لاع L=‏ 
e‏ 





ولا كان حاصل ضرب £ في المصفوفة المثلثية العليا 4 M1"... 1 M4‏ = ل يعطي 

LU = LP L2... L-3 (=2 (r-D . y-1 y-2 y-3... اير‎ MD A 
= [MJ M21... [21M P1. =D y-2... pAMPA = A 
عندها تنتج المبرهنة (17.6) من هذه الخطوات.‎ 
إذا أمكن تطبيق طريقة الحذف لجاوس على النظام الخطي ط = ×4 دون تبديل صفي فإن‎ 
© المصفوفة 4 قابلة للتحليل إلى حاصل ضرب مصفوفة مثلثية سفلى 1 في مصفوفة مثلثية عليا‎ 
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مثال 1 
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ر ليرا‎ ٤ 
أي اا = ۸» حيث إنه/رره = نزام‎ 
(1) (0 
E WE 
a 
= 0, «a 2 
2 = EA (nin 
. الورك‎ 
۾‎ 





لقد تعاملنا مع النظام الخطي الآتي في الفصل (1.6): 


SF کپچ + ور‎ 4 
2xı+ x¬ x+ x= 1 
3x = ×= ×+ 2x4 =-3 


-Xxإ‎ + 2x2 + 3X3 - ×= 4 

إن توالى العمليات 
0 لي (E2 - ZE) > (E2), (E; - 3E) + (E)‏ 
(E4- )- 3( E2) ¬» (E4)‏ ,(وظ) > (E4), (E3- 4E2)‏ + (رظ (1 -) (E4-‏ 
يحول النظام إلى الصيغة المثلثية 


HFRS + 34 = 4‏ 
5x4= -7‏ سور - x2‏ - 
3x3 + 13x4= 13‏ 
13x4 = - 3‏ - 
إن المضاعفات ز::” والمصفوفة المثلثية العليا تنتج التحليل 
ED 3 1⁄00 0 TD LF 10‏ 1 
5ك كك :0 TU 2 O0‏ 
SOE EEO BUS SE‏ امت ا جد 
3- 0 0 0 1 1-8-0 2 1ت 
إن هذا التحليل يتيح لنا حل أي نظام يحوي 4 بسهولة» فعلى سبيل المثال لكي تحل 
U CO 8 xı 8‏ 000 1 
ال E‏ 01 الك 9 
8 || هد || كد sS‏ عو | أن و RES 02١‏ 
ف O 0 =5 x4‏ 0 01ت 
نعوض أولا Ux‏ = و ثم ط = ا بمعنى أن 
8 الا 000 1 
SONE Ea |‏ 
d4‏ ا ا يد 5 LURSLS ١‏ 
وت 7 38201 ك 
ويُحل هذا النظام لإيجاد ل بعملية تعويض أمامي سهلة 
y1 = 8:‏ 
2y + Y2 =7,‏ لذا ;9 = y2 =7 - 2y‏ 


;4 = ور + ر4 371 لذا :26 = 4(2 - 371 - 14 = ور 
,7- = ور + 372 - رر= لذا .26 J4 7 + yı +3y2‏ 
بعد ذلك نحل ل = ×0 لإيجاد × وهو حل النظام الأصلي»ء أي أ 


ان 
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ALGORITHM 


ارزمية 
4.6 
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1T O 3 xı 8‏ 
x»| _ | -9‏ 5- 1- 1- 0 
26 ات 1 3 0 0 
6- 34 3- 0 0 0 
وباستخدام التعويض الإرجاعي نحصل على 3 = ,م ,1 - = يد ,0 = ود ,2 = بد. ل 


إن التحليل إلى العوامل المستخدمة في مثال (1) يسمى طريقة دوليتل 4500© 00011816'5. ويتطلب 
أن يكون 1 في عناصر قطر 1 جميعها الذي يؤدي إلى التحليل الذي شرح في المبرهنة (17.6). 
سنبحث فى الفصل (6.6) فى طريقة كروات 4500© 01010185 التى تتطلب وجود 1 فى عناصر 
قطر ل جميعهاء وسنبحث فى طريقة تشولسكى Cholesky's method‏ التى تتطلب أن يكون 
بنع = زا لكل :. 

إن الخوارزمية (4.6) تعطى طريقة عامة لتحليل المصفوفات إلى حاصل ضرب مصفوفات مثلثية. 
وعلى الرغم من إنشاء مصفوفتين جديدتين 1 ولا فإن القيم الناتجة تحل محل عناصر 4 المقابلة 
التي لم تعد هناك حاجة إليها. 

تسمح الخوارزمية (4.6) بأن يكون قطر ا أو قطر لا هو المحدد. 

LU Factirization تحليل لاا‎ 

لتحليل المصفوفة ۸ ×" المعبر عنها [ز:» ] = 4 لحاصل ضرب مصفوفة مثلثية سفلية [ر;1] = ا في 
مصفوفة مثلثية عليا [ر»] = لاء أي ئ = 4 حيث كل عنصر (مدخله) في القطر الرئيس في 
ا أو ل هو 1 (الوحدة) ؛ 

المدخلات: البعد ۸ العناصر ۸ > ز ,ا ك 1 ,زنه للمصفوفة 4» حيث 1 = ,را =٠٠٠=‏ 1رل؛ القطر 
1 و د ...ع في المصفوفة .1 أو القطرنا في المصفوفة. 

المخرجات: العناصر زا حيث ۸ > : > 1 ,: > ز > 1 فى المصفوفة 1 والعناصر ا" حيث ۸ > ز > 1 
فى 


اختر 11 و11 بحيث 411 = 11!)11/. 
إذا كان 0 = 11111 فالمخرجات (التحليل مستحيل). 
توقف. 
2 < ضع 111 /ز1» > uj‏ (الصف الأول في © ). 
1 = 11 (العمود الأول فى ). 


اختر :زا و انا بحيث وهايزا j‏ - ريه = ززلاززا 
إذا كان 0 = ز»/::! فإن المخرجات ر التحليل مستحيل). 
توقف. 
لكل ۸ , ...,1 +1 = ز 
ضع سي 0 7 w=‏ (الصف 1 في 0 ). 
1 9 


| =[ . »ا (العمود 1 في 1). 
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E i 





مثال 2 
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7-1 
اختر وا و ٤۸۸‏ بحيث إن 1k11»‏ سر 9 - Ann‏ = مملامراً 


(ملحوظة: إذا كان 0 = مم/ا,ما فإن 1.17 = ۰۸ ولكن ۸ منفردة) 
الخرجات ر زا لكل أ , 
المخرجات ر زا“ لكل 71 ,...,أ = رو" ,...,1 = ) 
توقف. 


7 
عندما يكتمل تحليل المصفوفة» يوجد حل النظام الخطي على الصيغة ا = ×1 = ×4 عن 
طريق وضع كج ع أولاء ثم ل Ly‏ لإيجاد ¥ 
بما أن .1 مثلثية سفلية يكون لدينا - کر 
41 
ولكل ۸ , ...,2,3 = : يكون 
i—1‏ 1 
ديق - م 7 3 
ii j=1‏ 

وبعد إيجاد ل بعملية التعويض الأمامى هذه» نحل النظام المثلثي العلوي ل = ×0 لإيجاد × 
بعملية التعويض الإرجاعي وباستخدام 

3 م 1 

5 Jn 

س = UijXj‏ اود اوو ا 

i‏ و 1 1 23 أ 
لقد افترضنا في الشرح السابق أن طا = ×4 قابلة للحل باستخدام طريقة الحذف لجاوس دون 
مبادلات صفية. ومن وجهة نظر عملية يكون التحليل إلى العوامل مفيدًا فقط عندما لا يكون هناك 
لزوم للمبادلات الصفية للتحكم في خطأ تقريب الناتج عن استخدام الحساب منتهي الأرقام. 
ولحسن الحظ؛ فإن كثيرًا من الأنظمة التي تقابلنا عند استخدام التقريب هي من هذا النوع » ولكن 
ستتعامل الآن مع التعديلات التى يجب إجراؤها عندما يتطلب الأمر مبادلات صفية. وسنبدأ 
الشرح بتقديم مجموعة من المصفوفات التي تستخدم لإعادة ترتيب صفوف مصفوفة ما أو تبديلها. 
مصفوفة التبادل “1/246 )Pern uti‏ ۸ × ۸ هى [ز:م ] = ۶ ناتجة عن تبادل صفوف المصفوفة 
الحيادية 1؛ وإن هذا يعطى مصفوفة فى كل صف فيها مدخلة واحدة فقط غير صفرية» وفى كل 
عمود فيها مدخلة واحدة فقط غير صفرية » وكل قيمة غير صفرية هي ان 


المصفوفة 

1 0 0 0 
| 
6 15 


هي مصفوفة التبادل 3 ×3 لأي مصفوفة 4 بحجم 3 3» الضرب من اليسار في المصفوفة م 
ينتج أثر تبادل الصفين الثانى والثالث للمصفوفة 4: 


1+0 0 411 412 613 411 412 63 
PA= |0 0 1 0421 d2 d3 | = | 431 ©0432 33 
0 


0 1 431 432 33 d21 422 23 
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ملحوظة: ينتج ضرب المصفوفة من 
جهة اليمين.أي ۶۸ تبديل أعمدة 
.A‏ 
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مثال 3 


وبائثل فالضرب من اليمين في المصفوفة 4 ينتج 7 عند تبادل العمودين الثاني والثالث للمصفوفة 
4. ' 
تتعلق طريقة الحذف لجاوس بخاصيتين مفيدتين للمصفوفات التبادلية » وضحت الأولى فى مثال 
السابق. افترض أن kn‏ ...1 هى تبادل للأعداد الصحيحة ١‏ ,...,1: وأن مصفوفة التبادل 
(ررم) = م معرفة بما يلي : 
1 _ أل إذاكان بم = ز 

0 عدا ذلك 


Pij 


فإن (1) 4 تنتج تبديل صفوف ۸ 
أي أن 
'٠* @kyn‏ 62© 1مك 


موي41 ٠١‏ 2ي/6© 1إيغ/04 
1 : : 4م 


dknl @k,2 °** مر‎ 

(ا) 1-م موجودة ويكون 'م - 1-م 

رأينا في نهاية الفصل 46 أنه يمكن لكل مصفوفة غير منفردة 4 حل النظام الخطي ١‏ = ×4 
بطريقة الحذف لجاوس مع إمكانية استخدام مبادلة الصفوف. إذا ما علمنا مبادلات الصيغة 
اللازمة لحل النظام بطريقة الحذف لجاوس» أمكننا ترتيب المعادلات الأصلية في ترتيب يضمن 
عدم الحاجة إلى مبادلة صفوف. 

يعاد إذن ترتيب المعادلات في النظام» بحيث يسمح لطريقة الحذف لجاوس بالاستمرار 
دون مبادلات صفية. وإن هذا يحتم وجود مصفوفة تبديل 7 لكل مصفوفة غير منفردة» بحيث 
يمكن حل النظام 58 = ×۶4 دون مبادلة صفية. ولكن يمكن تحليل هذه المصفوفة 4 إلى ۲ 
1.1-4» حيث 1 مثلثية سفلية» ول مثلثية علوية. بما أن “م = 5-1, يكون لدينا التحليل 
As PILU= (PBT‏ 
لا تزال المصفوفة ل مثلثية علوية» أما ۲1 فليست مثلثية سفلية إلا إذا كان ] = ۲. 


1 0 
E‏ 
5 2 1 
لا تملك تحليلا كاءآ. 
على كل حال» فإن استخدام المبادلة الصفية (2) + (21) متبوعًا بالعمليات د + (81 + و8) 


1 12 
1-4 1 
9 E2 
1 10 


بما أن 0 >-1:©» فإن المصفوفة 


Non 
ا‎ 


ثم E4‏ + (0ه -54) ينتج 


نياو هه 


6 # تحليل المصفوفات 


395 Matrix Factorization 


بعد ذلك يعطى (54) + (:5) متبوعًا بالعملية 85 + (۴2 -83) المصفوفة 


و ا 
1 3 
2-14 
02 





1 
0 
0 0 
0 


oom 


وإن مصفوفة التبديل المقترنة بالمبادلات الصفية (82) © (۴1) و (وظ) © (و) هى 


0 
1 
0 
070 


P= 


د هق © 
© 5 دراه 


0 
0 
0 
1 


ويمكن تنفيذ طريقة الحذف لجاوس على 74 دون مبادلات صفية لتعطى التحليل .01] للمصفوفة 


4 على الصيغة 


ه ه د 


0 
0 
0 
1 


دمر هم ه © 
Oo0om‏ 
دم 
1 
ب 


¬ 
ب 
2 
0 


PA 


= ن سرس 
© تک سن 
© ه = © 
© © و ~~ 
مس هه هه © 
م ثم بو © 


(P'L)U =‏ = (ناط)'ط = رن )للم A=‏ 


نر ها 


0 
1 
-1 
1 


إن التحليل على الصيغة 21.00 = 4 للمصفوفة 4 يمكن الحصول عليه باستخدام مكتبة الجبر 
الخطى فى مابل بالأمر (515100)8هم0مء»0لاا 
وعندما تنشأ المصفوفة 2.4 فإن الاستدعاء الدالى 


>(P, با‎ U) := LUDecomposition(A) 


سيعطي التحليل» ويخزن مصفوفة التبديل بوصفها قيمة للمصفوفة ٠۴‏ والمصفوفة المثلثية السفلية 
بوصفها قيمة» والمصفوفة 1 المثلثية العلوية بوصفها قيمة للمصفوفة 0. 





مجموعة التمارين 5.6 3 
1. حل الأنظمة الخطية الآتية: 


N mo Omo 
oo 
کے‎ 


EXERCISE SET 


س ذو © بست 


دم هه هه 


سام س 
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2. خلّ الأنظمة الخطية الآتية: 


xı 2 -1 1 0‏ 1 
x2 0 2 -2 0‏ 0 
x3 0 5 3 1‏ 5- 
xı 1 -3 1 0‏ 4 
0 2 2 0 | ]اد 6 
x3 0 1 -3 E‏ 8 
3. لديك المصفوفات الآتية» أوجد مصفوفة التبديل 2 بحيث تكون ۶۸ قابلة للتحليل إلى 
حاصل الضرب '1.]1» حيث 1 مثلثية سفلية عناصر قطرها كلها الباب 1» ول مثلثية علوية : 


0 1 1 1 ٠-2 1 5 
A= |1 -2 -1| ب.‎ 4-12 4 o . 
1 4 1 O = 


I I 
مات 65م‎ e 


براه هت انوا ساني 


دم 


0 1 1 TA 
0 1 1 5 
)هد‎ BI ا و | كم‎ 
111 0 00 


4. لديك المصفوفات الآتية» أوجد مصفوفة التبديل ۶ بحيث تكون 74 قابلة للتحليل إلى 
حاصل الضرب 1:1» حيث 1 مثلثية سفلية عناصر قطرها كلها الباب 21 ول مثلثية علوية : 


1 0: AT 
ب |7 4 8 | حفر‎ Aa E SE 
I 5 1 1 4 


EH 1 I F2 
2 23 4 15 لت‎ 21 5 
AE 11 FS 4 2 2 FIRE 
Ig A6 2 3 8 
حلّل المصفوفات الآتية إلى التحليل 17 باستخدام خوارزمية التحليل 1.00 حيث 1 = :1 لكل‎ .5 
:: مما يلى‎ 
1.012 -2.132 4 271 
-2.132 4.906 -7.013 أ | 9 3 ب.]|‎ 
3.104 -7.013 4 8 85 
2.1756 4.0231 -2.1732 07 2 0 CO 0 
- 4.0231 6.0000 0 1.193 TF RS O: 0O 
-1.0000 -5.2107 111 0 0 -3 05 0 | 
6.0235 7.000 0 -1 2h I 


6 حل المصفوفات الآتية إلى التحليل 1.07 باستخدام خوارزمية التحليل ا1 حيث 1 = ١ا‏ ل 


2 1 00 ‡ğ 4 1 12 GPL, 
اي و 2 1 32-0 ا‎ 1 
2 21 4| د‎ 5 
اي ا 2 بو 7 وت‎ 
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2.121 -0 0 S27 
0: SG IIT > Mb 
5132 1.414 3.141 0 


-3.111 -1.732 2.718 2 

7 عدّل خوارزمية التحليل 1.00 لكي تكون قابلة للاستخدام بوصفها حلا لنظام خطي» ثم حُلَّ 
الأنظمة الخطية الآتية: 
|| 1 -2 ور 2x x+‏ 
3x + 3x2 + 9x = 0‏ 


1.0122 - 2.132xر‎ + 3.1042 = 1.984 ب.‎ 
- 2.132: + 4.906x2 - 7.013% = - 49 
3.104: - 7,013: + 0.014% = - 5 


3x + 3x2 + ورد‎ > 4 
2.1756: + 4.0231x2 - و:2.1732‎ + 5.1967x4 = 17.102 ج 3= 21 د.‎ 
—4.0231x, + 6.00002 + 1.1973x4 = - 6,153 xı + 1.5x2 = 5 
- 1.0000, - 5.2107x2 + 1.1111 = 3.0004 - و×0.5 + ر×3‎ = - 6 
6.0235: + 7.0000x2 - 4.1561x4 = 0.0000 2x 2x+  x3+ x= 8 


8. عدّل خوارزمية التحليل L7‏ لكي تكون قابلة للاستخدام بوصفها حلا لنظام خطي» ثم حُلَّ 
الأنظمة الخطية الآتية: 


1x + ت 5000 ب. 1 = و دوم‎ 
xı + x2 + و‎ = 2 2x + 2x2+ 3x = — 1 
2x 2 + و‎ - -3 - x + و22 جودة3‎ = 4 
2.121x = 2.460 + 5.217x4 = 1.909 ر‎ E ج 0 = د‎ 
5.193x2 - 2.197: + 4.206x4 = 0 - × + 3×2 + 33 =5 
5.132x + 1.414x2 + 3.1413 -- 1 2 = D+ BEARS -—2 
- 3.111% - 1.732x2 + 2.718x3 + 5.2124 = 4 -2x + 2×2 + 2×3 + 5×4 = 6 


9. أوجد التحليل بالصيغة 1ا۲1 = 4 للمصفوفات الآتية: 


20 1 
| يلت 1ن 0ا کک Ba‏ نذا ان | "كم 
a TD‏ 


Taê 58 8 3 وح‎ 3 0 
e 3 26 9 3 
e Ta Gg م‎ EEE TIE 
E 7 وك 5 وك‎ 


0. افترض أن ۲'11 = 4 حيث ۶ مصفوفة تبديل» 1 مصفوفة مثلثية سفلية حيث كل عنصر 
على القطر هو 1» ولا مصفوفة مثلثية علوية. 
أ. احسب عدد العمليات اللازمة لحساب ۶'11 لمصفوفة معطاة. 
ب. برهن أنه إذا احتوت م مبادلات صفية عددها ۸ فإن 

det P = det P' = )- 1) 
061 4ه لإيجاد عدد العمليات لتحديد‎ = det “det lk detU = )-1(* ٠ 1١ detU ج استخدم‎ 
بالتحليل.‎ 4 


د. احسب 4 2064 وأوجد عدد العمليات عندما 
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6.6 


تعريف 18.6 
فى كل مف من صغوف المصغوفة ذات القطر 
السائد بالكادر يكون مقدار كل عذصر في القطر 





l= 


١ 
اح دن سايم‎ 


3 1 
-١‏ 2 
1. أ. برهن أن خوارزمية التحليل لاا تتطلب 
عمليات ضرب/ قسمة عددها = , 


دو دا س ت س س 


-1 
4 
2 
0 
0 
2 


ONU O 


1 


وعمليات جمع / طرح عددها 17 + 7ہ د 
ب. برهن أن حل ١‏ = راء حيث ا مصفوفة مثلثية سفلية فى العناصر 1 = :ا لكل : يتطلب: 


عمليات ضرب/ قسمة عددها 37 - 02 


وعمليات جمع / طرح عددها "1 - 1 : 1 
ج برهن أن حل ط = ×4 عن طريق تحليل 4 إلى لاة = 4 أولاء وأن حل طا = إا و ل -«لا 
يتطلب عدد العمليات نفسه التى تتطلبه خوارزمية الحذف لجاوس (1.6). 
5 أوجد عدد العمليات اللازمة لحل ٨1‏ من الأنظمة الخطية على الصيغة “م = “يام لكل 


....1- 6 عن طريق تحليل 4 أولاء ثم استخدام الطريقة في الفقرة (ج 74 من المرات. 
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سنحول الآن اهتمامنا إلى فئتين من المصفوفات: ويمكن أن نطبق عليهما طريقة الحذف لجاوس 
تطييقًا فعالًا دون مبادلات صفية. 
الفئة الأولى توصف من خلال التعريف الآتى : 
تي المصفوفة ۸ ذات « × ۸ مصفوفة ات قطر سائد بالكامل وأمهمتصمل القدموهال نراأه816) إذا 


کان 
lal > > lal‏ 
= 

لكل ۸ ,...,1,2 = تم 3 5 
لديك المصفوفات [ 0 2 7 3- 4 6 

اك 5 3 |=4و|0 2- 4 8B=|‏ 

6 5 0 1 0 3- 
إن المصفوفة غير المتماثلة ۸ هى ذات قطر سائد بانكامل؛ لأن |1 -|+|3| < |5|و |0 | + |2| < |7| 
و |5 +| < |6 -ل 


أما الصفوفة المتماثلة 8 فهى ليست ذات قطر سائد بالكامل؛ لأنه فى الصف الأول على سبيل المثال 
7 = |3 -| + |4| > |16 
ومما يثير الدهشة أن 4 ليست ذات قطر سائد بالكامل ؛ لأن الصف الأوسطللمصفوفة 4 هو [5 5 2] . وكذلك 


فإن 8 التي تساوي 8 بدهيًا ليست نات قطر سائد بالكامل أيضًا. 


Special Types of Matrices أنماط خاصة من المصفوفات‎ «© 6 


مبرهنة 19.6 


استخدمت المبرهنة الآتية فى الفصل 4.3 لضمان وجود حلول وحيدة للأنظمة الخطية المطلوبة 
لتحديد استكمالات الشريحة المكعبة. 
كل مصفوفة ذات قطر سائد بالكامل غير منفردة» ويمكن بالإضافة إلى ذلك تنفيذ طريقة الحذف 
لجاوس على أي نظام خطي على الصيغة طا = ×4 للحصول على حله الوحيد دون مبادلات صفية 
أو عمودية» كما ستكون حسابات نمو أخطاء تقريب مستقرة. ل 
البرهان نستخدم البرهان بالتناقض لنثبت أن 4 غير منفردة. افترض أن النظام الخطي الموصوف 
بالصيغة 0 = ×4» وافترض أن حلا غير صفري (:) = × لهذا النظام موجود. 
افترض / مؤشرًا له 

ادا max‏ = اا >0 
بها أن 0 = ردريه, ”5 لكل ۸ ,...,2 ,1 = ف 
يكون لدينا عندما ۸ = ¡ 5 

زتريه رق — = QkkXk‏ 


jk 
إن هذا يتضمن‎ 
| > 2 از#ااپها ر > اسااه| د اتان > اا‎ 
j=1 j=1 j=1 
1 0 ور‎ 


إن هذه المتراجحة تناقض خاصية أن 4 ذات قطر سائد بالكامل» ومن ثم فإن الحل الوحيد 
للنظام 0 = ×4 هو 0 = ×»» وهذه الحالة مكافئة لخاصية 4 غير المنفردة وفق المبرهنة (16.6) 
لبرهنة أن طريقة الحذف لجاوس يمكن تطبيقها دون مبادلة صفية» سنثبت أن كلا من 
المصفوفات 4 , ... ,4 ,4 التى تولّدت بطريقة الحذف لجاوس ١‏ كما وصفت فى الفصل 
6 هی ذات قطر سائد بالكامل. 5 

بما أن 4 ذات قطر سائد بالكامل» فإن 0 ب ب و42 يمكن تركيبها. وهكذا لكل 
r PE‏ = : يكون 


(1)ى )1( 














a 
Ê ورك‎ E RE لمات‎ 
/ ززه = ززه لكل‎ E0 
21 3 : 
' 2 بما أن 0 = إإه» فإن‎ 
لا لام ,م انلام‎ 
2| از‎ 416 | 1j i1 
ا‎ - 3 a ا‎ LD (0 
22 j=2| 1 
j#i #i j#i 
(n 
| -| | اث |" ا ړ‎ | | a 2 / (0 (0 
> lai; 1 26 1 > laf; 11+ لي‎ (ları l= la; |( 
3 AEE ها‎ 
1 
(1) (1) 
570 هناها‎ 2 |42| 


(D (D 
3 ا‎ 5 
ii 





al < 
lal 
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تعريف 20.6 
يشير التعبير موجب التحديد إلى 


حقيقة أن العدد ×4 × يجب أن يكون 


موجبا لكل 0 # × 


مثال 2 


Direct Methods for Solving Linear Systems 


إن هذا يثبت خاصية القطر السائد بالكامل فى الصفوف 7 , ...,2» ولا كان الصف الأول للمصفوفة 
4 هو نفسه للمصفوفة ۸ فهذا يعنى أن ۸ ذات قطر سائد بالكامل. 

يستمر تنفيذ هذه العملية بالاستقراء حتى الحصول على المصفوفة المثلثية العلوية ذات القطر السائد 
بالكامل ”۸. 
ويتضمن هذا أن عناصر القطر جميعها غير صفرية» ومن ثم يمكن تنفيذ عملية الحذف لجاوس دون 
مبادلات صفية. 

إن إثبات استقرار هذه العملية يمكن الرجوع إليه في [©للا]. 

الفئة الثانية من المصفوفات الخاصة هى موجبة التحديد. 


يقال للمصفوفة 4 إنها موجبة التحديد (©066011 20511106) إذا كانت متماثلة» وكان 0 < ×4× لكل 
متجه 0 عو ×. ا 
لا يرى كل المؤلفين ضرورة التماثل لمصفوفة موجبة التحديد. وعلى سبيل المثال فإن طاناآه© 
و هدم.آ [۷an‏ 6۷]. اللذين يعدان مرجعين رئيسين لطرائق المصفوفات ضرورة 0 < ×4'× لكل 
0 × وتسمى المصفوفات من نوع موجبة التحديد موجبة التحديد المتماثلة في [6۷]. خذ هذا 
التوضيح في الحسبان إذا كنت تستخدم مواد من مصادر أخرى. 

ولكى نكون دقيقين؛ فإن تعريف (20.6) يجب أن يحدد بأن المصفوفة 1 × 1 قد تولدت بالعملية 
×4 '*× التى لها قيمة موجبة لعنصرها الوحيد؛ لأن العملية تنقذ بشكل الآتى: 


O O o O x1 
221 422 ۰*۰ مه‎ x2 
FARS E اوت :موود‎ 
dnl @n2 ٠٠١ dann Xn 
3 
ز×1 إدزر‎ 
1 n n 
j-12 | _ 
= ]1 ..., xn] 5 = QijXiXj 
=1 از‎ 
n 
ا‎ @nj*j 


تكون المصفوفة 

تكون 1 2 
ا 2 | A=‏ 
2 1 9 


موجبة التحديد عند افتراضنا أن × عبارة عن أي متجه عمودي بالبعد الثالث. لذلك 


2 0-1 0 x1 
XAx = [xı,x2, x3] | -1 2 -1 x2 
0 -1 2 X3 


2x —- x2 
,]اح‎ x2, X3] | =x! + 2x2 - ود‎ 
ت‎ + 5 


2x23 + 25‏ - 27 + جع ع2 — 21 - 
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مبرهنة 21.6 


وبإعادة ترتيب الحدود نحصل على 
x Ax = x? + (x? — 2xıx2 + x3) + (x? — 2x2x3 + x7) + x3‏ 


د + ”(و× = 2×) + x×2(‏ = 1*) + × = 


x? + (x1 ¬ x2)” + )x2 - x)” + x7 < 0,‏ 
إلإذا کان 0 - وک وت = 
ويجب أن يكون واضحًا من مثال 2 أن استخدام تعريف لتقرير ما إذا كانت المصفوفة موجبة 
التحديد 0660116 50818106 قد يؤدي إلى صعوبات. ولحسن الحظ؛ توجد معايير أسهل ستناقش 
فى الباب 9» لتحديد أفراد هذه الفئة المهمة. 
تبين النتيجة الآتية بعض الشروط التى يمكن استخدامها لاستبعاد بعض المصفوفات. 
إذا كانت 4 مصفوفة « × ۸ موجبة التحديد: 
أ. يوجد معكوس للمصفوفة 4. 
ب. إن العناصر 0 < ننه لكل ۸ ,...,1,2 = غ. 
ج Maxı<k, jsn laxj| 5 maxısisn lai:|‏ 
د. ززهنيه < (aj)‏ لكلزر #4« 1. 9 
البرهان أ. إذا كان × يحقق 0 = ×4 فإن 0 = ×4'×. ولما كانت 4 موجبة التحديد فإن 0 = × 
لها الحل الصفري فقط ومن ثم 4 غير منفردة (لها معكوس). 
ب. لأي «i‏ ضع (ر×) = × وعرّفها كما يلى: 
x =1‏ و0 دبع إذا كان 1+ ز. 
بما أن 0 = × فإن 
AX = dii‏ ها < 0 
ج. لكل ز # ۸ عرّف () = × كما يلي : 
0 إذاكان )1# و تر 1# 
×= ل إذاكان تر <1 
8 1 إذا کان م = 
بما أن 0 = ×» فإن 1 2 1 
زيه يزه — بره + X'AX = ajj‏ > 0 
ولكن 4 = ۸ لذا فإن 0ه = »زه 
3 
)10.6( نه + ززه < .2akj‏ 
والآن عرّف (:2) = 2 كما يلى: 
0 إذاكان )1# و تر 1# 
= 


5ک او = 
عندئذ 0 < 247 لذلك 
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تعريف 22.6 


تمهيدية 23.6 


مثال 3 


kk + jj )11.6(‏ > زع24 - 
إن المعادلتين (10.6) و (11.6) تتضمنان لكل ز # /» 
ززه + Qkk‏ 


el‏ > اپا نذلك انها کج > اا ری 
د. لكل 7 ” » عرّف (2) = × كما يلى: 
0 إذا كان ز + م و +i‏ »۸ 
ع = زوين إذا كان k=i‏ 

IT‏ 1 ذا كان ( 2ع 
حيث تمثل » عددا حقيقيا مهما اتفق. 
بما أن 0 < ×» فإن 

0 < xX AX = يوززه2 + بوره‎ + ajj 

وبالنظر إلى زره + »ر2۵ + ”»::ه = )١(‏ ۶ بافتراض كثيرة حدود تربيعية في » ذي الجذور غير 
الحقيقية» فإن المميزة ل (2)0 يجب أن تكون سالبة. 


2 2 
و‎ 4a; = 4aiiajj < 0 9 aj < @ii@jj وهكذا فإن‎ 


ومع أن المبرهنة (21.6) تعطى بعض الشروط المهمة التى يجب أن تتحقق فى المصفوفات الموجبة 
التحديد» إلا أنها لا تضمن للمصفوفة التى تحقق هذه الشروط أن تكون موجبة التحديد. 
إن المفهوم الآتي سيستخدم استخدام الشرط الضروري والكافي : 
تعرّف المصفوفة الجزثية المتقدمة الرئيسة 4 داك امام و63015) على أنها مصفوفة 

م اله 
د لنوع © 2 21 
Qk‏ ***° 422 021 

ديقم 

لعدد ما ۸ > ۾ > 1. اج - 
إن برهان النتيجة الآتية موجود فى [250.م,2 .])۵W‏ 
تكون المصفوفة المتماثلة 4 موجبة التحديد إذا وفقط إذا كانت مصفوفاتها جميعها جزئية متقدمة 
رئيسة ذات محددات موجبة. ل 
استخدمنا فى مثال (2) تعريف لبرهنة أن المصفوفة 


2-1 0 

ا 2 ا A=‏ 

2 1- 0 
موجبة التحديد. 


ولكي نؤكد هذا باستخدام المبرهنة 23.6؛ انظر أن 
det A, = det[2] = 2 > 0‏ 
1- 2 


4-1=3<0=| ر 1 


det A2 = det | 8 
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الحم‎ 2 -1 -1 -1 
det A; = det ا‎ 2 -1 | = 2| 2 | ee] 0 1 
0 -1 2 
' 


مبرهنة 24.6 


تمهيدية 25.6 


تمهيدية 26.6 


0 <4 = (0 +2 -) + (1 -2)4 = 
إن أمر مابل #امة۷ فى مكتبة الجبر الخطى 

>IsDefinite(A, query = ‘positive_definite’) 
يعطى “صحيحة” هد٠ إذا كانت المصفوفة 4 المدخلات الحقيقية جميعها موجبة التحديد» فيما‎ 
عدا ذلك يعطى “خطأ” 13156 بوصفها إشارة للتحديد الموجب.‎ 
وبالتلاؤم مع تعريفنا فإن التماثل مطلوب للحصول على نتيجة صحيحة ©دما.‎ 
تعطي النتيجة الآتية تعميمًا للفقرة (أ) للمبرهنة (21.6)» وتوازي النتائج الخاصة بالقطر السائد‎ 
المعطاة في المبرهنة (14.6)» ولن نعطي برهانا لهذه المبرهنة؛ لأنها تتطلب تقديم مصطلحات‎ 
ونتائج غير ضرورية لأي غرض آخر.‎ 
إن تطوير هذه المبرهنة وبرهانها موجودان فى [1201.م,عللا].‎ 
المصفوفة 4 موجبة التحديد إذا وفقط إذا أمكن إجراء عملية الحذف لجاوس دون مبادلات صفية‎ 
على النظام الخطي ط = ×4 حيث التمحور موجب. ل‎ 
وفي هذه الحالة» وبالإضافة إلى ذلك فإن الحسابات الخاصة بأخطاء تقريب مستقرة.‎ 
: وإن بعض الحقائق الممتعة التي لا يكشف عنها برهان المبرهنة (24.6) عرض في النتائج الآتية‎ 


المصفوفة 4 موجبة التحديد إذا وفقطإذا أمكن تحليل 4 على الصيغة '.1.21» حيث 1 مصفوفة مثلثية 


سفلية بعناصر القطر كلها 1» و2 مصفوفة قطرية بعناصر القطر الموجبة. - 
تكون المصفوفة ۸ موجبة التحديد إذا وفقط إذا أمكن تحليلها على الصيغة 11ء حيث 1 مثلثية سفلية 
بعناصر القطر كلها غير الصفرية. - 


إن المصفوفة 1 فى النتيجة (26.6) ليست هى نفسها فى النتيجة (25.6). وهناك علاقة بينهما تعرض 
فى التمرين (32). إن الخوارزمية (5.6) مبنية على خوارزمية التحليل 0 (4.6)» وتنتج التحليل 
21 ال موصوف فى النتيجة (25.6). 
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وقي عام 1900 Andre - Louis Cho-]‏ 
8 - 1©51/)11875)]-طوْر طريقة التحليل 
لحساب حلول مسائل المربعات الصة 








LDL Factorization التحليل ا0ا‎ 

لتحليل المصفوفة ۸ × ۸ موجبة التحديد 4 بالصيغة '121» حيث 1 مصفوفة مثلثية سفلية 
بعناصر القطر كلها ٠1‏ و 2 مصفوفة قطرية بعناصر القطر كلها الموجبة: 
المدخلات: البعد 7 العناصر المدخلة نن“ » لكل # > ز ,¡ > 1 للمصفوفة 4. 
المخرجات: العناصر المدخلة زاء لكل ¡ > ز > 1و۸ > : > 1 للمصفوفة .1 و:4 لكل ۸ > ¡ > 1 
للمحفوفة لاه ويك لكل « 25 15 للمصفوفة ف 


لكل با = 4 نقذ الخطوات 4-2 


المخرجات ( ز1 لكل ۸ , ...1 2< و 1-1 ,.. 

المخرجات (:4 لكل ۸ , ...,1 = ) 

توقف. ل 
للنتيجة 256 نتيجة مقابلة عندما تكون 4 متماثلة : ولكنها ليست بالضرورة موجبة التحديد. 
إن هذه النتيجة واسعة التطبيق؛ لأن المصفوفات المتماثلة شائعة» ويمكن تعرفها بسهولة. 
لتكن 4 مصفوفة متماثلة # ×۸ يمكن أن نطبق عليها عملية الحذف لجاوس دون مبادلات صفية» 
ويمكن تحليل 4 إلى 1.21:0: حيث 1 مثلثية سفلية كل عناصر قطرها 1» و 2 المصفوفة القطرية 
عناصر قطرها #إه , ...,)ه. ل 
يمكن تعديل الخوارزمية (5.6) لتحليل المصفوفات فى النتيجة (27.6). وإنها تتطلب بكل سهولة 
فحصًا إضافيًا لضمان أن العناصر القطرية غير صفرية. إن خوارزمية تشولسكي (6.6) تنتج التحليل 
ا[ الموصوف فى النتيجة (26.6). 
تشولسكي براوعامم© 

لتحليل المصفوفة موجبة التحديد 4 من نوع ۸ ×۸ ل 1ا حيث 1 مثلثية سفلية : 

المدخلات: البعد *» العناصر المدخلة ز:» 59 > ر,ة > 1 للمصفوفة 4. 
المخرجات: العناصر المدخلة زناء لكل : > ز > 1 و« > 1 >1 للمصفوفة .1 (مدخلات 'آ = لا 
هي بزا = ز» لكل ۸" > ز > : وم > :1 > ). 
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مثال 4 


لكل ۸ ,...,1 +1 = ز 

55 1 
lji = (a: = Di Lelie) 1 lii ضع‎ 
ب‎ 


7-1 2 
مما‎ = (enn 5 1غ‎ Lk 


إن تحليل تشولسكى للمصفوفة 4 يحسب من مكتبة الجبر الخطى باستخدام عبارة عام هالا 
>L:=LUDecomposition(A, method='Cholesky’)‏ 
ويعطى المصفوفة المثلثية السفلية 1 بوصفها مخرجًا. 


الضفوقة 13 =4 
| 219 4.25 5 -4 
5 245 1 


موجبة التحديد. إن التحليل 1(1 للمصفوفة 4 المعطى فى الخوارزمية (5.6) هو 
5 0.25- 1 0 0 4 0 0 1 
| 075 1 0 4 0 |0 1 ا = AS EDE‏ 
1 0 0 1 0 0 1 0:75 :025 
وخوارزمية تشولسكي )6.6( تعطي التحليل 


22 0 0 2 05 05 
As LI = 5 2 2 ١ 2 ا‎ | 
. 05 15 1 0 0 1 


إن التحليل 1,21 الموصوف فى الخوارزمية (5.6) يتطلب عمليات ضرب/قسمة عددها 
۸-6 +6 /3م, وعمليات جمع |طرح عددها 6/« - ۸°/6. 
ويتطلب تحليل تشولس كي 1[ للمصفوفة موجبة التحديد عمليات ضرب/قسمة عددها 
3 - ۸/2 + 203/6 وعمليات جمع/ طرح عددها 6 .n/6-‏ 
لكن المزية الحسابية لتحليل تشولسكي مضللة ؛ لأنها تتطلب إجراء ” من الجذور التربيعية. لكن 
عدد العمليات اللازمة لحساب #» من الجذور التربيعية هو عامل خطى فى 7 وسيتناقض بشدة 
مع زيادة «. 

توفر الخوارزمية (5.6) طريقة مستقرة لتحليل المصفوفة موجبة التحديد بالصيغة .1.21 = 24 
ولكن يجب تعديلها لحل النظام الخطي ط = <4. 
ولعمل ذلك؛ نحذف عبارة توقف 58508 من الخطوة 5 فى الخوارزمية » ونضيف الخطوات الآتية 
لحل النظام المثلثي السفلي ١‏ = و: . 
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جدول 3.6 


تعريف 28.6 


بعد ذلك يمكن حل النظام الخطي لا - 22, 





يظهر جدول (3.6) العمليات الإضافية اللازمة لحل النظام الخطي. 


الخطوة الضرب/القسمة الجمع /الطرح 
6 0 0 
n(n — 1)/2 n(n -— 1)/2 1‏ 
n 8‏ 0 
9 0 0 
n(n - 2 n(n - /2 10‏ 
المجموع n —n n?‏ 


إذا فصل تحليل تشولسكي المعطى في الخوارزمية 6.6 فإن الخطوات الإضافية المطلوبة لحل 


النظام ط = ×4 هي كما يلي : أولًا: احذف عبارة توقف 5505 من الخطوة 7» ثم أضف: 


| 9 | 
| 2 ضف اريك 


لکل 1 ,...,] کم = ضع | 1j)‏ مرك 7 6 j=‏ 


المخرجات ( × لكل ۸ ,...,1 > 8 ). 
توقف 





تحتاج الخطوات 12-8 إلى عمليات ضرب/ قسمة عددها ۸ + 72 وعمليات جمع / طرح عددها 
ير 

9 إن ف المصفوفات التى افترضت تسمى مصفوفات طوقية (0731421665 0300) في معظم التطبيقات 

تسمى المصفوفة ۸ ×" مصفوفة طوقية إذا وجد عددان صحيحان 4 و 7» حيث 

۸ > و ,م >1 فى الخاصية 0 = زنه عندما : -ز كم أو -1 > 4. 

تسمى المصفوفة ×۸ مصفوفة طوقية إذا وجد عددان صحيحان 4 و 7» حيث ١‏ > 5,9 >1 

فى الخاصية 0 = ززه عندما أ - / > م أو[ - ١‏ > 4. إن طول طوق (09091/1040) المصفوفة 


الطوقية هو 1 - نو + م = س. لا 
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يأتي اسم مصفوفة طوقبة من حتيقة إن العدد 7 يصف عدد الأقطار أعلى القطر الرئيس ومتضمنًا إياه. بحيك تقع العناصر غير 
أن العناصر غير الصفرية جميعها تقع الصفرية عليهاء. والعدد ‏ يصف عدد الأقطار تحت القطر الرئيس ومتضمنا إياه» بحيث تقع 


في صوق يتمركز حول القطر الرتيس 


العناصر غير الصفرية عليها. فعلى سبيل المثال المصفوفة 

7-2 

A= 0 5 | 

6- 5- 0 
هي مصفوفة طوقية فيها 2 > 4 = م وطول الطوق 3 =1 -2 +2, 
إن تعريف المصفوفة الطوقية تجبر تلك المصفوفات على تركيز عناصرها غير الصفرية جميعها 
حول القطر. وهناك حالتان خاصتان من المصفوفات الطوقية المتكررة؛ وهما اللتان يكون فيهما 
y P= 0-2‏ 4د ودص 
إن المصفوفات التي فيها طول الطوق 3 والتي تحدث عندما 2 = 4 = م تسمى ثلاثية الأقطار 
(ا8مهو018)؛ لأنها تكون على الصيغة: 

da ess 1‏ ا 


@ı 022 an» 


0 2 
a 8, a... 





dn,n-I ` ‘Cnn 


سالج المصفوفات الثلاثية الأقطار في الباب 11» بربطها بدراسة التقريب الخطي المنقطع 
لمسائل القيم الحدودية. ستستخدم حالة 4= 4= م لحل مسائل القيم الحدودية عندما تتخذ 
الدالة التقريبية صيغ الشريحة التكعيبية. ْ 
من الممكن تبسيط خوارزميات التحليل على نحو كبير في حالة المصفوفات الطوقية ؛ لأن عددًا 
كبيرًا من الأصفار يظهر فى هذه المصفوفات فى صيغها المنتظمة. وعليك أن تناظر الصيغة التى 
تتخذها عملية كراوت Grout‏ أو دوليتل Doolittle‏ فى هذه الحالة. 1 
ولشرح هذه الحالة؛ افترض أن المصفوقة الثلاثية القطر 4 قابلة للتحليل إلى المصفوفات المثلثية 
ا وا وبما أن 4 فيها (2 - ”3) من المدخلات غير الصفرية فقط فإن هناك (2 -”3) فقط من 
الحالات اللازم تطبيقها لتحديد مدخلات لا و اء على شرط الحصول على المدخلات الصفرية 
في 4. افترض إمكانية الحصول على المصفوفات بالصيغة: 





j Qes 9 

E .‏ ل 

8 اذ 9 .9 L=‏ نا 
E O‏ و 

sed he جا‎ 


يوجد (1 -27) من المدخلات غير المحددة فى 2 و (ا -7) من المدخلات غير المحددة فى /آ 
التى مجموعها عدد الحالات (2 -3#). 
فنحصل على المدخلات الصفرية فى 4 تلقائيًا. 
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إن عملية الضرب المتضمنة فى 1.17 = 4 تعطينا بالإضافة إلى المدخلات الصفرية المدخلات الآتية : 


anı = hı 
aii-1 = لكل ۸ ,...,2,3 =1 معط‎ (12.6) 
aii = li-ıi- ıı + li i= 2,3, ..., « لكل‎ (13.6) 
3 
aii = اجئلاا‎ i= 1,2,..., 2-1 لكل‎ (14.6) 


ويمكن إيجاد حل لهذا النظام باستخدام المعادلة (12.6) أولا للحصول على الحدود غير 
الصفرية جميعها خارج القطر في 1ء ثم باستخدام المعادلتين (13.6) و (14.6) للحصول على 
المدخلات المتبقية فى ا1 و ل على نحو متبادل. 
ويمكن تخزين هذه المدخلات فى مدخلات 4 المقابلة. 
إن الخوارزمية (7.6) تحل نظام المعادلات # × ۸ ذي مصفوفة معاملات مثلثية. إن هذه 
الخوارزمية تتطلب (4 - «5) فقط من عمليات الضرب/ القسمة و (3 - «3) من عمليات الجمع/ 
الطرح» ومن ثم فإن لها مزية حسابية في الطرائق الأخرى التي لا تستخدم الخاصية المثلثية 
طريقة كراوت لتحليل الأنظمة الخطية ثلاثية الأقطار 
Crout Factorization for Tridiagonal Linear Systems‏ 


لحل النظام الخطي « × ۸ 


E: aı1X1 + @12X2 = dı,n+1 
E2: إنتريه‎ + d22X2 + d23X3 = d2,n+1 
En-1: n= 1,n-2Xn-2 + سر‎ 1,n-1Xn-1 + تس سيرك‎ = QAn-1,n+1 
En: dn,n-1Xn-1 + @nnXn = Qn,n+1 


ومن المفترض أن له حلا وحيدًا. 
المدخلات: البعد ۸» مدخلات ۸ 
المخرجات: الحل ,3 , ...1 

(الخطوات 3-1 وحل طح ئ) 


u2 = أوره‎ lı 
zı = darı hı 
)1 لكل 1 - ۸ ,...,2 = ضع 1-1 = 1-زرز] (الصف 1 في‎ 
i= ai - أبا-وها نآ‎ 


) (العمود ¡ (1 + ) في ل‎ 4+1 = Qiis1/ lii 


zi = (@ain+ı ~ lii-ızî-1/ lii 


ضع ممه = 1-م,ما (الصف م في 1 ) 


lan = Cnn = În,n= 1ln= 1,n 


Zn = (@n,n+1 - În,n- 12n-1/ lan 


(تنفذ الخطوتان 4 و5 ±= ×ل) 
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مثال 5 


مبرهنة 29.6 


Xi = Zi ¬ Ui,ir1Xi+1 


لتوضيح عملية المصفوفات الثلاثية الأقطار؛ لديك نظام ثلاثي الأقطار ذو المعادلات 


22- x2 =1 
- × + 2x2 - × =0 
- ×+ 2%55 - ×4 =0 

2 x3 + 2x4 = 1 


الذي له المصفوفة الممتدة ( الموسعة) 

:0 0 2-1 
0 ك 2 1ك 
ات 2 1 0 
2 1= 0 :0 


إن خوارزمية كراوت للتحليل تعطي التحليل الآتي: 


نبرن هن نم 


2-1 0 0 2 0 Û0 0 1 -4 0 0 
-1 2 -1 0|_|-1 30 0 0 1 -3 01] 
0. الات 2 16ت‎ f 0-1 5 0 0 0: 51| 
0 0 -1 2 0 0 -1 3 0١ 0-14 

إن حل النظامط = 1.2 يعطي '(1 ,+ ,4+ ,4) = 2» وحلّ النظام2 = 5 هو(1,1,1,1) - ×. « 


يمكن تطبيق خوارزمية كراوت للتحليل عندما 0 # :نآ لكل " ,...,1,2= ا 

إن أا من الحالتين الآتيتين تضمن صحة هذا؛ فإما أن تكون مصفوفة المعادلات للنظام موجبة 
التحديد» وإما أنها ذات قطر سائد حتمًا. 

هناك حالة ثالثة تضمن إمكانية تطبيق هذه الخوارزمية وترد فى المبرهنة الآتية: ويرد برهانها 
فى التمرين (28). ١‏ 

افترض أن [زنه] = 4 ثلاثية الأقطار وفيها 0 ربربه_ريه لكل ۸-1 ,...,2,3 =¡ 

إذا كان |1 +: زه | + |1-::» | < lanl > lan2l, laii|‏ لكل 1 =8 :2,3 ةو [ann|l > |@n,n-ı1|‏ 
فإن 4 تكون غير منفردة» وقيم ::! المصفوفة في خوارزمية كراوت للتحليل غير صفرية لكل 
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مجموعة التمارين 6.6 


EXERCISE SET 
)10 حدّد أي من المصفوفات الآتية تكون () متماثلة»(1) منفردة» (1) ذات قطر سائد حتمّاء‎ .1 
موجبة التحديد:‎ 
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0 21 
1 ۴ به : | 
3 1 4 0 1 

0 

0 

0 


| 4 2 1 
د.‎ 3 O HE 
-2 =1 -3 


2. حدّد أي من المصفوفات الآتية تكون () متماثلة »(أأ) منفردة» (ااا) ذات قطر سائد حتمًاء (/ذ) 
موجبة التحديد: 


0 21 
و 8 ب 2 2 |٥‏ 
4 12 


ج بن واي 


SN 2 O 
2 4 1 5| فد‎ 0 : 
30 1 ا‎ : | 3 
6-9 3 7 
استخدم خوارزمية التحليل :121 لإيجاد تحليل على الصيغة 121 = 4 للمصفوفات‎ .3 
RL OTT e : الآتية‎ 
1 52-1 1 21 
A د‎ A 2 ك | لح به 1 كه‎ 
ا‎ 01 O 2 
5 2 1 -1 4 1 -1 0 
A = OS ME 11 621 5 
24 Le Ea EST ET E 
SEO 8 0: O24 
: استخدم خوارزمية التحليل .121 لإيجاد تحليل على الصيغة .1.21 = 4 للمصفوفات الآتية‎ .4 
33 4-1 1 
A= | 6 ا‎ A= : 3 0. 
22 5 1-1-2 
4 RE 1 4 0 2 
IF EOE _|0 3 -11 
E ORA و‎ A DR OSE 
1 -1 1 4 1 1 328 


5. استخدم خوارزمية تشولسكي لإيجاد تحليل على الصيغة 1.1 = 4 للمصفوفات في التمرين (3). 
6. استخدم خوارزمية تشولسكي لإيجاد تحليل على الصيغة 11 = 4 للمصفوفات في التمرين 4). 
7. طوّر خوارزمية التحليل 121 كما اقترح في الكتاب؛ لكي تكون صالحة للاستخدام لحل 


الأنظمة الخطية. استخدم الخوارزمية المطورة لحل الأنظمة الخطية الآتية: 


x4 = 5 2xı = x =3‏ وير يعر + 4x‏ 
8 3- ود و2 + رر ی 0.05 =× + و× - 3×2 + x1‏ 
ات وده ا کے 20 Xx = X2+ 2x3‏ 
2x4 = 5‏ + ود + ور 

AF 5= وك‎ =7 
6x + 2x2 + دوع‎ x4= 0 
O RAE ج 8= ود =3 + يبر 270 مط‎ 
xı + x + 4X — x= -—-1 و5 جاور ص رچ‎ + 2 --4 


2x3 + 4x4 = 6‏ 2-= 34 جوع - د 
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8. استخدم الخوارزمية المطوّرة في التمرين (7) لحل الأنظمة الخطية الآتية: 


أ 1- z=‏ عم 2x2 + 2x3 = 0 xı‏ + عر4 


او 
2x + 6x2 + 2x =1 =× + 3x2 =4‏ 
2x + 2x2 + 5x3 = 0 xı + 22 = 5‏ 
O O‏ 0 2 > ود + ور + يبر + رير4 
ج O‏ اه ق 2= چت Xx + 3x2‏ 
1 ديد +2x+‏ 51 


2xı—- ير‎ + 6x3 + 3x4 = 7 
xı + ير‎ + 3x + 8x4 = - 2 


9. طوّر خوارزمية تشولسكي كما اقترح في الكتاب؛ لكي تكون صالحة لحل أنظمة خطيةء 
واستخدم الخوارزمية المطورة لحل الأنظمة الخطية الواردة في التمرين (7). 

0. استخدم الخوارزمية المطورة الواردة في التمرين (9) لحل الأنظمة الخطية في التمرين (8). 
1. استخدم تحليل كراوت للأنظمة الثلاثية الأقطار لحل الأنظمة الخطية الآتية: 


X= X2+ x+ 4x4 =1 


أ 0= و = ب. |= ود + 3x‏ 
2x 2 - 1‏ - 4×2 + ع2 - 7 - ور + ير4 +2121 
2x2 + 5× = 9 - ×+ 22 = 5‏ 
ج 3= ود = 0.25x2 = 5 7 2x‏ + ر0.5x‏ 
2-3 ور - 0.35x + 0.8x2 + 0.43 = 7 -X×xإ + 2x2‏ 
1= و22 + x + 0.54 = - 5 - x‏ + 0.25% 


5 -23 و22 x=‏ 
2. استخدم تحليل كراوت للأنظمة ثلاثية الأقطار لحل الأنظمة الخطية الآتية: 





2x1 = كك 5ت و‎ x» ا‎ 
x + 32+ ×= 4 xı + 2x2 + Xx =-2 
x2 + 4x3 = 0 2x2 + 3x = 0 
2x x2 2x = x2 ج.3=‎ 
x ٣ 2¬ و‎ x + 2x2 = ود‎ =4 
2x2 + ديعم +22 سير 2-1 4× وير4‎ 0 
2x4 x =-2 X3+ 2x4 = 6 
X4 + 2x5 = — 1 
¡ =2, ...,9 لتكن 4 المصفوفة 10×10 ثلاثية الأقطارء حيث 1- = _ربه = ربربه ,2 = بره لكل‎ .3 


و1- = ووره = 2,2 = وروره = رره. ليكن ط المتجه العمودي ذا 10 أبعاد المعطى بالعناصر 
1 > ورط = 1ط » و0 = بط لكل 9 ,...,2,3 دفن 

حل ١‏ = ×4 باستخدام تحليل كراوت للأنظمة ثلاثية الأقطار. 

4. طوّر التحليل 521 للتمكن من تحليل المصفوفة المتماثلة 4. 

[ ملحوظة: ليس مضمونا أن يكون التحليل ممكنا دائمًا]. طبّق الخوارزمية الجديدة على 


المصفوفات الاتية : 
6 3 چ 9 8= 3 
5 2 ا A=‏ ب. | 2 14 أ A=‏ 
13 27 6 528 0- 9 


2-8 و ا‎ N E. 1 
E e 78 2: 2-3: 2 18ت‎ 
| 4 -4 10 -0 OA 6 

6 


12 1-1 14 لإ 37 ڳا 
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5. أي المصفوفات فى التمرين (14) موجبة التحديد؟ 


a 1 -1‏ 
6 أوجد » بحيث تكون الصنوقة | ! 2 | - 4 موجية التحديد. 
4 1 1- 
. 1- ©» 2 
7. أوجد » بحيث تكون المصفوفة | 1 2 » = 4 موجبة التحديد. 
4 ات 
8. أوجد » 8>0 تكون 1 AR‏ 
3 3 لكي تكون 4 5 مذ A‏ 
ا" 


ذات قطر سائد حتمًا. 
9. أوجد 0 < » و 0 < م لكي تكون المصفوفة 


2 
3 
1 


ين © دم 
Rf Dw‏ 


A= 
| 1 ذات قطر سائد حتمًا.‎ 
لتكن كل من 4 و 8 مصفوفة ” ×* ذات قطر سائد حتمًا.‎ .0 
أ. هل 4 - ذات قطر سائد حتمًا؟‎ 
ب. هل '4 ذات قطر سائد حتمًا؟_‎ 
ج. هل 8 +4 ذات قطر سائد حتمًا؟‎ 
: د. هل 42 ذات قطر سائد حتما؟‎ 
ه. هل 8 -4 ذات قطر سائد حتمًا؟‎ 
لتكن 4 و 8 مصفوفتين» ۸ × ۸ موجبتى التحديد:‎ 21 
١ أ. هل 4 - موجبة التحديد؟‎ 
ب. هل '4 موجبة التحديد؟‎ 
ج. هل 8 +4 موجبة التحديد؟‎ 
د. هل 42 موجبة التحديد؟‎ 
ه. هل 8 -4 موجبة التحديد؟‎ 


1- 0 1 
2. لتكن 1 81 | 
1 1- 
أوجد قيم » جميعها التي تجعل 4: 


أ. منفردة. ب. ذات قطر سائد حتمًا. 

ج. متماثلة. د. موجبة التحديد. 

= 1 لتكن‎ .3 
OS 

أوجد قيم » و 6 جميعها التي تجعل 4: 

أ. منفردة. ب. ذات قطر سائد حتمًا. 

ج. متماثلة. د. موجبة التحديد. 


4. افترض أن 4 و 8 تحققان خاصية التبديل أي 84 = 48 : فهل تحقق '4 و '8 خاصية 
التبديل أيضا؟ 
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5. أنشىء مصفوفة غير متماثلة 4 بحيث يكون 0 < ×4× ل ±0 × جميعها. 

6. أثبت أن عملية الحذف لجاوس يمكن تطبيقها على أي مصفوفة 4 دون مبادلات صفية 
إذا وفقط إذا كانت المصفوفات المصغرة الرئيسة جميعها المتقدمة للمصفوفة 4 غير منفردة. 
[ملحوظة : : جزئت کل مصفوفة في المعادلة M-DpM-2.. . MPA‏ د A‏ 

عموديًا بين العمودين عدد ۸ وعدد 1 +4) وأفقيًا بين الصفين عدد م وعدد (1 +4). (انظر التمرين 
0 الفصل 3.6) برهن أن المصفوفة المصغرة الرئيسة المتقدمة للمصفوفة 4 تكافئ 0ع إه 

7. عادة ما يعبر عن المصفوفات الثلائية ية الأقطار بالصيغة: 





وذلك للتأكيد على عدم الحاجة إلى عن مدخلات المصفوفة جميعها. اكتب مرة ة أخرى 
خوارزمية كراوت للتحليل باستخدام هذا التعبير» وغيّر التعبير 7:1 و ا“ بطريقة مماثلة]. 
8. برهن المبرهنة (29.6). 
[ملحوظة : برهن أن 1 > |».:+١|‏ لكل 1 -ه ,...,1,2 = » وأن 0 < |:| لكل ۸ ,...,1,2 = 1, 
واستنتج أن أن 0 # .[det A = det ط٠ det U‏ 
9. افترض أن 5.5 = ۷ فولت في مثال في مقدمة هذا الفصل» وبإعادة تر تيب المعادلات يمكنك 
تكوين نظام خطي ثلاثي الأقطار. استخدم خوارزمية كراوت للتحليل لإيجاد حل النظام المعدّل. 
0. أنشئ طريقة لعد العمليات لحل نظام خطي « ×« باستخدام خوارزمية كراوت للتحليل. 
031 في بحث قام به دورن وبردك Dorn and Burdick [DoB]‏ استنتجا منه أنه يمكن التعبير عن 
معدل طول جناح ذبابة الفاكهة 30093516ا76 aاDrosophi)‏ المهجنة من تزاوج ثلاثة أنواع من 
ذباب ا بصيغة المصفوفة المتماثلة 

1.59 1.69 2.13 

A= E 1.31 28 

213 172185 7 

حيث تمثل : معدل طول جناح الجيل الناتج من تزاوج الذكور من نوع 1 مع الأنثى من نوع ز. 
أ. ما الأهمية فى الطبيعة التى يمكن ربطها بتماثل هذه المصفوفة؟ 
ب. هل هذه المصفوفة موجبة التحديد؟ 
إذا كان الأمر كذلك فبرهنهء وإذا كان غير ذلك» فأوجد متجهًا × بحيث 0 > ×4'×. 
2. افترض أن المصفوفة موجبة التحديد 4 قابلة لتحليل تشولسكى '51 = 4 وكذلك 
التحليل :281 -4: حيث < المصفوفة القطرية بمدخلات قطرية موجبة مل ...بيه 4 . 
لتكن 22 المصفوفة القطرية بمدخلات قطرية لل , ... ,2هل فل 


أ. أثبت أن 2'ام2/ام = 2, ب. أثبت أن "0| = 1. 
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لقد درسنا في هذا الفصل طرائق مباشرة لحل الأنظمة الخطية . ويتألف النظام الخطي من 7 من 
المعادلات التي تحتوي على 7 من المجاهيل» والتي يعبر عنها بالمصفوفات على الصيغة ا = ×ه. 
تستخدم هذه الطرائق متتالية منتهية من العمليات الحسابية للتوصل إلى الحل الصحيح للنظام 
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مع الخضن لخطأ ريني فقط لقد وجدنا أن النظام الخطي ط = ×4 يملك حلا وحيدًا 
إذا وفقط إذا كانت! 4 موجودة› أي ما يكافئ 0 د 4 .det‏ إن ل هذا النظام الخطي هو 
ا4 = ×. لقد استُخدمت طرائق التمحور لتقليل آثار خطأ التقريب الذي يمكن أن يطغى 
على الحل باستخدام الطرائق المباشرة. لقد درسنا التمحور الجزئي. والتمحور الجزئي الموزونء 
والتمحور الكلي. وإننا ننصح باستخدام طرائق التمحور الجزئي أو التمحور الجزئي الموزون؛ في 
معظم المسمائل : لأن هذه الطرائق حسابية زائدة. ويجب استخدام التمحور الكلي إذا كان هناك 
شك في وجود خطأ تدوير كبير. 

سنتعرف في الفصل 47 بعض الطرائق لتقدير خطأ تقريب هذا. لقد ثبت أن طريقة الحذف 
لجاوس بتعديلات بسيطة تعطي تحليلا للمصفوفة 4 بالصيغة لاء حيث ! مثلثية سغلية 
بمدخلات 1 على القطرء ولا مثلثية علوية. وتسمى هذه العملية بتحليل دوليتل لااذا800. ولا 
تخضع المصفوفات غير المنفردة جميعها للتحليل بهذه الطريقة:؛ ولكن تبديل الصفوف يعطي 
دائمًا تحليلا على الصيغة ا1 = 54: حيث 7 مصفوفة التباديل المستخدمة لإعادة ترتيب 
صفوف 4. إن مزية التحليل تتجلى في تقليل العمل عند حل الأنظمة الخطية طا = «4 ذات 
مصفوفة المعاملات 4 نفسها ومتجهات مختلفة ا. 

إن التحليل يأخذ صيغة أسهل عندما تكون ۸ موجبة التحديد. وعلى سبيل المثال فإن تحليل 
تشولسكى يكون على الصيغة “.1.1 = ۸4» حيث 1 مثلثية سفلية» وإن المصفوفة المتماثلة ذات 
التحليل L1‏ يمكن تحليلها أيضا على الصيغة .1.21 = ۸. حيث 2 قطرية؛ و £ مثلثية سفلية 
بمدخلات قطرية 1. ومن الممكن تبسيط العمليات حول 4 ثلاثية الأقطار» وإن التحليل 01 يأخذ 
صيغة بسيطة خاصة؛ حيث إن مدخلات القطر الرئيس وباقي المدخلات أصفار ما عدا مدخلات 
القطر الذي يعلو القطر الأساس مار وبالإضافة إلى ذلك فإن المدخلات غير الصفرية فى ا تكون 
على القطر الرئيس والقطر تحته. إن الطرائق المباشرة هي الطرائق المختارة لمعظم الأنظمة الخطية, 
وفي حالات المصفوفات الثلاثية الأقطارء الطوقية : وموجية 4 التحديد» فإنه ينصح باستخدام الطرائق 
الخاصة. أما في الحالة العامة فإن طريقة الحذف لجاوس أو طريقة التحليل على الصيغة 10 
التي تسمح بالتمحور تكون الفضلة. ويجب في هذه الحالات مناقشة تقدير الأخطاء في الطرائق المباشرة, 

إن الأنظمة الخطية الكبيرة التي تكون مدخلاتها الصفرية أساسا واقعة في أنماط منتظمة قابلة 
للحل على نحو فعال باستخدام طره بيقة ارتجاع مثل تلك المعطاة في الباب 7. وإن أنظمة من هذا النوع 
تظهر طبيعيًا على سييل مثال» عند استخدام طرائق الفرق المنتهي لحل مسائل القيمة الحدودية 
التي هي تطبيق مألوف في الحل العددي للمعادلات التفاضلية الجزئية. ومن الممكن أن تكون هناك 
ضعوبة في جل نظام خطي كبنرء بحيث لا تدفع مدخلاته غير الصفرية ااا أو مدخلاته الصفرية 
نمطا متنبأ به . ويمكن أن ن نضع المصفوفة المقايلة للنظام في مخزن ثانوي بصيغة مجزأة وبأجزاء ثقرأ 
في الذاكرة الرئيسة كلما احتجنا إليها للحساب. إن الطرائق التي تحتاج إلى تخزين ثانوي يمكن أن 
تكون متراجعة أو مباشرةء ولكنها عادة ما تحتاج إلى طرائق ائق من حقول هيكلية البيانات أو مبرهنة 
الرسم. نوجّه عناية القارئ إلى المرجعين (5الا8] و [/5814] مناقشة هذه الطرائق : إن برمجيات عمليات 
المصفوقات والحل المباشر للأنظمة الخطية الستخدمة فى ۷81| و0186 مبنية على 185801: وهى 
حقيبة برمجيات في الحقل العام» ويوجد توثيق متميز متاح معها والكتب التي كتبت حولها. 
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سنركز على برمجيات متعددة متاحة فى المصادر الثلاثة. يصاحب 80801 مجموعة من العمليات 
منخفضة المستوى المسماة (81.55) Subprograms‏ 8م Basic Linear‏ يتكون المستوى 1 من 
85 عموما من عمليات متجه - متجه مع بيانات الإدخال وعدد العمليات برتبة (0)7. يتكون 
الستوى 2 من عمليات مصفوفة - متجه مع بيانات الإدخال وعدد العمليات برتبة (0)7. يتكون 
الستوى 3 من عمليات مصفوفة - مصفوفة مع بيانات الإدخال وعدد العمليات برتبة (0)7. فعلى 
سبيل المثال في المستوى 1» تكتب البرمجية 500۴۷ المتجه لامع المتجه ×» وتحسب 55081 العدد 
الثابت 4 مضروبًا في المتجه × وتجمع 8۸×۴۷ العددةالثايت ورن في المتجه × مع المتجه ‏ 
أي ( + ×4۰ د انق وأن 8001 تحسب الضرب الداخلي لت متجهين» وكذلك الضرب في ثابت» 
وتحسب 80/81/2 القياس الإقليدي للمتجه بطريقة مماثلة لتلك التي شرحت في الفصل (1.4)» 
وأن 181+ تحسب مؤشر (“«1006) مركبة المتجه التي تعطي أعظم قيمة مطلقة للمركبات جميعها. 
فى الملستوى 2 تحسب 56٤1۷‏ حاصل ضرب مصفوفة في متجه»› وفی فى المستوى 3 تحسب 
SGEMM‏ حاصل ضرب مصفوفة فى مصفوفة. إن البرمجيات فى 888016 لحل الأنظمة الخطية 
تحلل المصفوفة 4 إلى العوامل أولا. ويعتمد التحليل على نوع المصفوفة بالطرائق الآتية : 
1. المصفوفة العامة ا1 = مم 
2. الصفوفة موجبة التحديد ناا = 4 
3. المصفوفة المتماثلة 1.21 = ۸ 
4. المصفوفة ثلاثية الأقطار 1.17 = 4 (بصيغة الطوق) 
إن البرمجية 818785 تحل النظام الخطي المثلثي عندما تكون المصفوفة علوية أو سفلية. والبرمجية 
88678 تحلل 4 إلى ا بوصفها عملية مبدئية للبرمجية 568788» التي تحسب بعد ذلك 
حل النظام ا = ×4. تستخدم البرمجية 585151 لإيجاد معكوس ( النظير الضربي) للمصفوفة 4 
> وتستخدم لحساب محددة ۸ عندما تكون 4 قد حلّلت عن طريق .56٤۲۴۴‏ ويوجد تحليل 
تشولسكي للمصفوفة موجبة التحديد 4 عن طريق البرمجية 56078. يمكن بعدئذ حل النظام 
الخطي ١‏ = ×4 باستخدام البرمجية 560185. ويمكن إيجاد المعكوس والمحدّدة للمصفوفة الموجبة 
التحديد» إذا ما أعطي تحليل ت تشولسكي لها باستخدام 81 إذا كانت 4 متماثلة فإنه يمكن 
إيجاد التحليل 211 باستخدام 778 . عندئذ يمكن حل الأنظمة الخطية باستخدام 5811585. 
وإذا ما رغبت في إيجاد المعكوس أو المحددة فاستخدم ١55۷7۴.إن‏ الكثير من البرمجيات في 
8016لا و 14۶K‏ التي تلتها يمكن تنفيذها باستخدام 87188/!. باستخدام الأمر 
(ه )هنا = [ط [L,U,‏ 
يمكن تحليل الصفوفة غير المنفردة 4 إلى الصيغة ا1 = 24 حيث 7 هى مصفوفة التبديل المعرّفة 
عن طريق تنفيذ التمحور الجزئي لحل النظام الخطي المنطوي على 4. 
إذا ما عرفت المصفوفة غير المنفردة 4 والمتجه 5 في 81-8 فإن الأمر 
x = A\b‏ 
عل النظام الخطي باستخدام أمر التحليل 1.0 = ۶4 أولًا. وبعدئذ يحل النظام المثلثي السفلي 
ط = 12 للمتجه 2 باستخدام الأمر 
z= L\b‏ 
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ويتبع هذا حل النظام المثلثي العلوي 2 = ×0 باستخدام الأمر 
0١2‏ دعر 
وتوجد أوامر أخرى في 1187188: منها ما يستخدم لحساب الكو المنقول» والمحددة 
للمصفوفة 4 عن طريق الأوامر (4)لاصل 4 و (460)4 على التوالي. تحتوي مكتبة ۱۷81 برمجيات 
مقابلة لمعظم برمجيات 85801 بالإضافة إلى بعض الزيادات. 
وتُسمى وفق المهمات التي تؤديها بما يلي: 
1 . الحروف الثلاثة الأولى للاسم بالإنجليزية : 
SL.‏ تحل النظام الخطي. 
ب. 1۳۲: تحلّل مصفوفة معاملات. 
ج 8 تحلٌّ نظامًا خطيًا إذا أعطيت العوامل من 1۴۳. 
د. ۴0ا: تحسب محددات العوامل المعطاة. 
ه. لااا: تحسب معكوس العوامل المعطاة. 
2.يحدد الحرفان الأخيران نوع المصفوفة المعطاة: 
أ. 86: حقيقية عامة 
ب. 87: حقيقية مثلثذ 
ج. 05: حقيقية موجبة تاقح 
د. 5#: حقيقية متماثلة 
ه. 88: حقيقية طوقية 
فعلى سبيل المثال تحلّل البرمجية 6108 المصفوفة الحقيقية موجبة التحديد. إن مكتبة ١/86‏ 
تحوي كثيرًا من البرمجيات الخاصة بالطرائق المباشرة لحل الأنظمة الخطية المماثلة لتلك في -8ا 
PA)‏ 151-3اا. فعلى سبيل المثال يحل البرنامج ۴4۸۴ أنظمة خطية باستخدام تحليل كراوت. 
ول البرنامج 50487 نظامًا خطيًا واحدًا باستخدام تحليل كراوت كما في ۴04۸۴۴ .يحل البرنامج 
۸۴ نظامًا خطيًا واحدّاء حيث المصفوفة حقيقية والثلاثية الأقطارء ويحلُ ۴04۸8۴ الت 
الذي مصفوفته حقيقية وموجبة التحديد. ويمكن حساب معكوس المصفوفات بالبرنامج 50742 بعد 
استخدام ۴07۸0۴ لأي مصفوفة حقيقية» وبعد استخدام ۴01۸8۴ إذا كانت المحددة باستخدام 
۴. ويمكن إيجاد التحليل باستخدام ۴07۸0۴ لتحليل لاا للمصفوفة الحقيقية» وباستخدام 
۴۴ لتحليل المصفوفة ثلاثية الأقطار. بعد ذلك يمكن حَلُ الأنظمة الخطية باخام .FO7AEF‏ 
ويمكن إيجاد تحليل ت تشولسكي للمصفوفة موجبة التحديد باستخدام 50750؛ ثم حل النظام 
الخطي باستخدام 507585. إن مكتبة 0/86 تحوي أيضًا عمليات المصفوفة - المتجه من المستوى 
الأذنى:» للمزيد من المعلومات عن الحلول العددية للأنظمة الخطية والمصفوفات ؛ يمكنك الرجوع إلى 
Van Loan [GV]‏ و „Stewart [Stew1]g Forsythe and Moler [FM] «Golub‏ ويمكن الر. جوع إلى 
George and Liu [GL]‏ و [01] Pissanetzky‏ اللذين بحثا موضوع الطرائق المباشرة لحل الأنظمة 
الكبيرة بالتفصيل. أما [°۷] Coleman and Van L020‏ فقد بحثا استخدام BLAS ‘LINPACK‏ 
و .MATLAB‏ 


٠ 


ااا 





أساليب التكرار في جبر المصفوفات 
lerative Techniques in Matrix Algebra‏ 
مقدمة 

الدعامات عبارة عن إنشاءات قادرة على حمل أحمال ثقيلة. وعند تصميم الجسر تُريَط هذه 
لدعامات فيما بينها بوصلات مسمارية قابلة للدوران تسمح بتحويل القوى المؤثرة من دعامة 
إلى أخرى. ويرينا الشكل أدناه دعامة ضعت مستقرة عند النقطة الطرفية اليسرى السفلى ©> 
ويسمح لها بالتحرك أفقيًا عند النقطة الطرفية اليمنى السفلى ). ولها وصلات مسمارية عند 
© © 2) ©. وقد وضع ثقل زنته 10,000 نيوتن (/2) عند المفصل (3) والقوى الناتجة على 
لمفاصل ممثّلة في .5.2 .+ و 5/ كما يبيّنه الشكل. وتعني الإشارة الموجبة لهذه القوى شدًا 
لأجزاء الوصلة المسمارية؛ أما الإشارة السالبة فتعنى ضغطا عليها. 
إن عنصر الدعم المستقر يمكن أن يكون له مركبة قوة أفقية ۴١‏ ومركبة قوة عمودية 7: حيث 
إن عنصر الدعم المتحرك له مركبة قوة عمودية ۴ فقط, 





10,000 N 





إذا كانت الدعامة في حالة توازن مستقر فإن القوى عند أي مفصل يجب إضافتها إلى المتجه 
الصفري؛ بحيث يكون مجموع المركبات العمودية والأفقية عند كل مقصل يساوي صقرًا. وهذا 
ينتج لنا نظام المعادلات المبين في جدول صفحة «418). إن مصفوفة بأبعاد 8 توضح هذا 
النظام بحيث يكون فيها 47 من القيم صفرًا و17 منها فقط ليست صفرًا. وتسمى المصفوفات 
ذات النسبة العالية من الأصفار متنائرة ١٠٠م‏ ويكون حلّها غالبًا ياستخدام أساليب 
التكرار بدلا من المباشرة. وقد تناوئنا حل التكرار لهذا النظام في تمرين (28) من فصل (87. 
417 
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a 

الطرائق التي تناولها الباب السادس استخدمت الأساليب 2-7-9 نظام بحجم « × 7 

من المعادلات الخطية بصيغة ا = ×4؛ وفي هذا الفصل سنتناول طرائق التكرار لحلّ نظام من 
هذا النوع. 








7 


الثابت عبارة عن عدد حقيقي (أو 
مركب) ریعبر عنه عموما باستخدام 
حروف إغريقية أو بائلة. التجهات 
يعبر عنها باستخدام حررف بارزة 


(غامفة), 


تعريف 17 


معايير المتجهات والمصفوفات 


Norms of Vectors and Matrices 


أوضحنا في الباب الثاني أساليب التكرار لإيجاد جذور المعادلات من النوع 0 = (×)م. 
ووجدنا تقريبًا أو (تقريبات) ابتدائية » بعدئذ تحدّد تقريبات جديدة استنادا إلى جودة التقريب 
السابق للمعادلة. ولناقشة طرائق التكرار لحل الأنظمة الخطية؛ فإننا نحتاج أولًا إلى قياس 
المسافة ما بين متجهات عمود ذات البعد ” لتحديد ما إذا كانت متتالية المتجهات تتقارب إلى 
حل النظام. وفي الواقع تكون الحاجة إلى هذا المعيار عندما يُستخرَج الحل بالطرائق المباشرة 
المذكورة ف فى الفصل السادس. تتطلب تلك الطرائق الكثير من العمليات الحسابية» وتستخدم 
حسابات منتهية ة المواقع بحيث تؤدي إلى تقريب حل حقيقي للنظام فقط. ليمثّل ”۴ مجموعة 
جميع متجهات العمود ذات البعد « مع معاملات بأعداد حقيقية. ولتعريف مسافة ما في ”۴ 
إن متجه المعيار على”2آهو دالةء || ١‏ اء من" إلى 1# يحقق الخواص الآتية: 

أ. 0< || ل ”2زء × جميعا. 

ب. 0 = | إذا وفقط إذا 0 = ×. 

ج اا×اااeا‏ = اا×e‏ ا ل جرع ۾ و *8 عع جميعًا. 

د. االااا+ اعلا > ار + ×اال "2 e‏ ر ,× جميعا. 

سنحتاج إلى اثنين فقط من المعايير منتهية على "8 على الرغم من أن معيارًا ثالنًا ۴7 عرض في 
تمرين (2). ولا كانت المتجهات في R"‏ هي متجهات عمود فإنه من المناسب استخدام صيغة 
المنقول 8088058 التى وردت فى القصل (36) حينما عَبّر عن المتجه بدلالة مكوناته. وعلى 


سبيل المثال فإن المتجه 3 
x2‏ 
X= 5‏ 
7 


سيُكتبٌ بالصيغة “(مند , ...× ,ن) =× 
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بحذف العيارين 42 و ء! للمتجه '(م× ,...,2* ,:) = × على النحو الآتى 
1/2 2 0 
2 5 5 
| = مالا و ll = max |x|‏ . 


تعريف 27 يسمى المعيار را معيارًا إقليديًا ٠٠‏ «٥٠لناعع‏ للمتجه ×؛ لأنه يمثّل مفهوم المسافة من نقطة 
في السافة العيارية يعتبر نة الأضل في حالة كون × في 8 = "۴ ,1882 أ25. وعلى سبيل المثال فإن معيار 12 للمتجه 
الستقيم أقصر مسافة ما بين نقطتين- “(وب ,ود ,») = × يعطي طول الخط المستقيم الواصل ما بين النقطتين (0 ,0 ,0) و (وند ,× ,.:د) 
ري انات الإقليدية: لأنها . ويبيّن شكل (17) حدود التجهات في و التي لها معيار 2/ أقل من 1. وشكل(27) هو 
تعطينا هندسة إقليدية. توضيح معائل للمعیار .1. 9 
شكل 17 


x24 


المتجهات في 82 مع المعيار 

دا أقل من واحد داخل هذا المتجهات في الربع الأول 

الشكل. من 83] مع المعيار دا أقل من 
واحد داخل هذا الشكل. 








مثال 1 للمتجه'(2-,! ,1 -) = × فى ۴ معايير 
6د = 2=( + 1(2) + ?1 حكن = مامز و 2 20 =| [Il‏ ,|1 = اأعفم = ملكا 


ومن السهل أن نرى تحقق خصائص تعريف (1.7) لعيار ..!؛ لأنها تنبع من نفس النتائج 
لقيم مطلقة. وعلى سبيل المثال فإذا كان '(مد ...بيك بك) = × و "مر ...بول ءالا) = لافإن 


انالا + Ixlas‏ = انرز yı} > max [xr| + max‏ |+ إند|) تقس ك ylle = max |x + y|‏ + ونا 
Isisn isisn Isisn‏ ع1 


ولکی نثبت أن 
انالا + دلاء| > داو + اا نكل من ”1 € نور« 


فإننا نحتاج إلى التباينة المشهورة التي تقدمّها المبرهنة الآتية. 
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شكزر 27 


دا أقل من واحد داخل هذا 
الشكل. 





مبرهنة 3.7 


هنال العديد بن الميغع ليذه 





في 
)1789-1857( 
Augustin Louis Cuuchy‏ 


أوضج هذه التبايئة عام 1821 قي 
ماس ساو لم Cows "Analyse‏ 
أو كتاب دقيق لحساب التفافل 
والنكامل. الميغة التكاملية 
للمنياينة ظيرت في عسل فيكتور 
ياكوفليج بنياكوذ 

(1804-1889) 
Buny' 0‏ طعاتى الحو انل Viklor‏ 

م 1859. وأئ هريد أباندوس 

ا 

)1921-1843( 
Hevann Anıaudlus Schwarz.‏ 
استخدم ميغة تكامل بضاعف لهذد 
النبايئة عام 5 بغامبل آخځری عن 
التاريخ يمكن إيجادها في | ه1818 


Iterative Techniques in Matrix Algebra 


(1,1,0) 


التجهات في الربع الأول 
من 8 مع المعيار دا أقل من 
واحد داخل هذا الشكل. 


متباينة كوشي - بنياكوفسكي - شيوارتز لعمليات الجمع 
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Inequality for Sums‏ 

0 
لكل من '(,3 , 


= (Yl Yare, Yn g X= (Xl Xar. 


(1.7 


1/2 8 1/2 2 7 
دالا ۰ اك« = )»> ا - xy‏ 
ىز i=] i=l‏ 


البرهان إذا كان 0 = لا أو 0 = × فإن النتيجة فورية؛ لأن جانبى المتباينة هما صفر. 
افترض 0 # لاو 0 +× لكل ۸6۸ 


ون از 2۸ - 3 


0 > || x - 2إإ/اه‎ = Dt - ۸(2 = 


i=] i=] i=l 
4 
2 ار‎ < + = x12 + ly 
=1 
ولكون 0 < :|:| و 0 < دالاا؛ نفترض «الالا/2|*| = ۸ لإعطاء‎ 


ااا 


ااه = اوا 
yl} 2‏ 


کا + ںا > = (kw)‏ 2 ( 
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2االااا 2 


3 
الال ×2 = اا ×2 > ر3 2 
lIxll2‏ 21 


ونتيجة لذلك فإن 
n 1/2 n 1/2‏ 7 
ده هم = 2 لادا > xy = 3y:‏ 
i=1 i=1‏ 1= 
ويمكن مع هذه النتيجة أن نرى بأنه لكل”1» ۷ ,× فإن 


lx + رايا‎ = 3 (xi 2(بر+‎ = 


i=l i 


ااا + 2اا لااد اا×اا2 + 2ا٭ا ک ر 
1 


التي تعطي خاصية المعيار الأخيرة 

دالا + (lx + 2llxllallylla + ly) = Ixlla‏ > دالا + Ix‏ 
ولا كان معيار المتجه يعطى قياسًا للمسافة بين متجه عشوائى والمتجه الصغري» فإن المسافة بين 
منجهين تعرف ياتا عار الفرق. بين المتجهين: , 


n n n 
= = 


x2 + 28 J xiyi + 
1 i=1 


تعريف 47 إذا كان '(ررد ,...,× ,×) =× و '(«ر ,...,د ,رز) = ل متجهات في "#8 فإن المسافتين 2ا و 
1 بين × و لا تعرفان على النحو التالي: 


n 


1/2 
ان ح- 35 فاو بعد > 2-5 
1 :د = (x‏ 0 دالا x¬‏ و max [xi - yil‏ = مالا Ix‏ ل 


i=1 
مثال 2 للنظام الخطي‎ 
3.3330x + 15920x2 - 10.3332 = 3 
2.2220xı + 16.710x2 + 9.6120 = 4 
1.5611xı + 5.1791x2 + 1.6852x3 = 4 


حا *(1,1,1) = .)x, x2, x3‏ فإذا طَبّق حذف جاوس ٣4٥١‏ اام 68058180 فى حساب 
تقريب لخمس خانات مستخدمين تفخو العمود الأعظم column pivoting‏ 500 وفقًا 
للخوارزمية (2.6) فإن الحل سيكون 
X= (%ı, X2, X3) = (1.2001, 0.99991, 0.92538('‏ 
ومقاييس × - × معطاة من خلال 
|x = Xll. = max{|1 - 1.2001|, |1- 0.99991|, |1- 0.92538|}‏ 
max{0.2001, 0.00009, 0.07462} = 0.2001‏ 


Ix - وال‎ = ])1- 1.2001) + )1- 0.99991) + (1 - 0.92538) 7 


= [ (0.2001) + (0.00009) + )0.07462(2[!!2 - 6 
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تعريف 5.7 


مبرهنة 6.7 


مثال 3 


مبرهنة 7.7 


وعلى الرغم من كون 52 و 33 تقريبين جيدين ل 2× و .233 فإن المركبة ٤1‏ هى تقريب ضعيف 
ل × وإن |31 - :| تهيمن على المعايير. = 
إن مفهوم المسافة في ”12 يستخدم أيضًا في تعريف محدودية متتالية متجهات في هذا الفضاء. 
نقول: إن المتتالية (») حيث © متجهات على" تقاربية» وتقترب إلى × بالنسبة إلى 
المعيار .|١||‏ إذا كان لكل 0 < ٤‏ يوجد عدد صحيح (ع)/7 يحقق 


ع > »ا - ©« لكل (ع)N‏ < ۸ - 
نقول: إن المتتالية( )1 حيث متجهات على”R‏ تقاربية » وتقارب إلى × بالنسبة إلى -|| ٠‏ ||إذا وفقطإذا 
فاق جا د "ليد اه وهطلا كلع fa Ae,‏ لل 


البرهان افترض أن (“) تتقارب إلى × بالنسبة إلى ١اا ١‏ |. إذا كان لأي 0 < ع يوجد عدد 
صحيح (ع)/7 بحيث إن لقيم (ع)/7 < » جميعها 


ع > .||»ا - 0( 


max 8 - x:| = ||“ 

وتؤدي هذه النتيجة إلى أن ع > |:× - “×| لكل ,...,2 ,1 = 22 وبذلك فإن :× = 0د lima‏ 
لكل :. 

وبالعكس افترض أن :× = “× مريضنا لكل 5 ,...,1,2 = #عند 0 ٤<‏ معلومة» ليمثل ©):/1 
لكل : عددًا صحيحًا مع خاصية کون ع > |ب× - ×| متى كان (ع);N‏ < ۸. 

دعنا نعرف (8:)6 , ,..,2, ;×۳4 = (ع)/2. فإذا كان (ع)27 < ۸ فإن 


max | - زب‎ = |× - x. > ع‎ 
i= 1,2,7 n 


وهذا يؤدي إلى أن () تتقارب إلى × بالنسبة إلى nnn |١ |١‏ 
لیکن 84 ع ۸× معرفًا من خلال 

x0 = E, e 0 9 = (1 2+ 33 ik ink) 
ولكون‎ 
فإن‎ lim. e ۴ sink = 0 و‎ im 3/ ° = 0 lime (2+ 1/K) = 2 lime 1- 1 
ا١٠١ المبرهنة (6.7) تؤدي إلى أن المتتالية (“<) تتقارب إلى'(0,0 ,1,2) بالنسبة إلى‎ 
وإن المبرهنة المباشرة بأن المتتالية فى التمرين (3) تتقارب إلى '(0 ,0 ,2 ,1) بالنسبة إلى معيار دا‎ 
صعب :إلى حدماء والأسهل هن ذلك هو يوهنة النتيجة (البرهتة)"الثالية وتطبيعها: على هذه‎ 
الحالة الخاصة.‎ 
لكل ”۸ € ×۰ يكون‎ 


»اا #لد = Ixlle > IIxlla‏ ل 
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البرهان 


ليكن ز× عبارة عن إحداثي ل × بحيث ار |= maxısisn |x|‏ = ملكا وبذلك فإن 


»دا = 7× ر د × = ار | = × 
i=1‏ 
1 5 
داكا ک ملكا و ااام = 7ج = × > ترح = ثلا 
i=1 1-1‏ 
ولذلك يكون 
mnn lIxlla = Vn llXllee‏ 


ويوضّح شكل (3.7) هذه النتيجة عندما 2 = م. 





مثال 4 


وجدنا فى مثال (3) أن المتتالية (“×) المعرفة من خلال 


1 5 
x - (1 24+ FF’ 2 ink) 


تتقارب إلى '(0 ,0 ,2 ,1) = × بالنسبة إلى || ١‏ |. وعند أي 0 < ع» نجد عددًا صحيحًا (2/ع)/2 


الخاصية 
3 الحم د < مالعا - قمر 


متى كان (77)6/2 < #. ومن خلال المبرهنة (7.7) نحصل على 
E‏ _ ®( _ ®( 
ع 26 < د ألا — موزل < |x -— xila‏ 


عندما (2/ع)/3 < «. وبذلك فإن (420 تتقارب إلى × بالنسبة إلى ١12‏ | أيضًا. ؟ 
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تعريف 8.7 


مبرهنة 9.7 


التمهيدية 10.7 


ومن الممكن إثبات أن المعايير جميعها على"R‏ متكافئة بالنسبة إلى التقارب» بمعنى أنه إذا كان 
١١١ا‏ و ٠١١"‏ يمثّلان أي اثنين من المعايير على" وأن , ى [“») لها حدود × بالنسبة إلى | |٠١‏ 
فإن , ى [“») أيضًا لها حدود × بالنسبة إلى .|٠١|'‏ ويمكن برهنة هذه الحقيقة للحالة العامة 
في [8.م0:2]. وتستنتج حالة المعيارين |١١١2‏ و | ١‏ !| من المبرهنة (7.7. 

سنحتاج في البنود اللاحقة من هذا الباب والأبواب الأخيرة إلى طرائق لتحديد المسافة بين 
مصفوفات بحجم ۸ “2. ويتطلب هذا مرة أخرى استخدامًا لمعيار ما. 


إن معيار المصفوفة ,وم 2:1 على مجموعة من المصفوفات بحجم م × 7 عبارة عن دالة بقيمة 
حقيقية ١|‏ | معرفة على هذه المجموعة» وهو يحقق لكل من المصفوفتين 4 و 8 بحجم ۸ × ۸ 
والأعداد الحقيقية » جميعها الخصائص الآتية: 
أ. 0 < اھا 
ب. 0 = ||4 || (إذا وفقط إذا 4 كانت 0» أي مصفوفة مدخلاتها جميعًا أصفار). 
Ileal = lelllAll «e‏ 
د. ااظااع A+ Bll > llAll‏ 
ه. IlABl = AIIA‏ " 
المسافة بين المصفوفتين ۸ و 8 بحجم ۸ × ٠‏ بالنسبة إلى معيار المصفوفة هذا هي |8 -4|. 
وعلى الرغم من أن معايير المصفوفة يمكن إيجادها بطرائق مختلفة؛ إلا أن المعايير الوحيدة التي 
تهمنا هنا هي تلك التي تكون نتائج طبيعية لمعايير المتجهين 12 و -/. وليس من الصعب إثبات 
المبرهنة التالية» وقد تركنا برهانها للتمرين (13). 
إذا كان || || معيارًا متجهًا على”1 تكون 

LAN > e ARI 
معيار مصفوفة.‎ 
رطا‎ natural , or induced, matrix norm ويسمى هذا معيار مصفوفة طبيعيًا (أو مستحتًا)‎ 
بمعيار متجه. وسنعرض فى هذا الكتاب أن معايير المصفوفة جميعها هى معايير مصفوفة طبيعية‎ 
1 ٠ ما لم يذكر خلاف ذلك.‎ 
لأي 0 ¥ 2 لدينا 2/121 = × يمثل متجه الوحدة. ومن ثم فإن‎ 


6 3 ) (4 
max‏ = 
1 121 20 | 
ونستطيع بدلا من ذلك كتابتها 
۱4l‏ 


all = i 3 (7.2) 


وتظهر النتيجة المباشرة للمبرهنة (9.7) من هذا التعبير لاا4اا. 
لأي متجه 0 # 2» مصفوفة 4» وأي معيار طبيعى || ٠‏ |> يكون لدينا 
٠ llzll‏ الل اا = lazi‏ 0 








max || Ax|| = max 
Ilxll=1 z#0 
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يوضّح المعيار المعطى لمصفوفة ضمن معيار طبيعي كيف تُوسّع المصفوفة متجهات الباب بالنسبة 
إلى ذلك المعيار. وتكون التوسعة الكبرى معيارًا للمصفوفة. ومعايير المصفوفة التى نتناولها هنا 
تكون بالصيغة: 

معيار ہ1 ھول = ١اا‏ 4|ا» ومعيار 2ا هو 4×||2 || a‏ = الها 
ويوضّح الشكلان (47 و 57) هذه المعايير عندما 2 = ۸. 


Ax 
|×. = 1 لكل‎ 


xl. =1 
1 








Ax 
لكل 1 = اا×|‎ 
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مبرهنة 11.7 


إن معيار .ء1 لمصفوفة ما يمكن حسابه بسهولة من عناصر المصفوفة. 
إذا كانت (ز:ه) - 4 عبارة عن مصفوفة بحجم « ×" فإن 


1 
IIAlla. = max ١ ` [al 
121 


ك1 لا 
البرهان نثبت أو أن أا 1 مدنئعقم > اا4 |ا. وليكن × متجهًا بحجم ۸ مع 
|| ۵1۸ص = .»| = 1. وبما أن ×4 هو أيضًا متجه بحجم ۸» فإن 


|| AXllee = max |[(Ax):| = max ادا 0 ع اا چ 5 ا‎ 
sn = iy 








ولكن 1 = || = ارء| ”ز×۵ لذا 


05 
IIAxll = max ازنه| رج‎ 
1sisn j1 


وتكون النتيجة 


0 
max. Axll.. < max dij 37 
از 2 عنقا‎ 0.7 


Il Allee 
»دا‎ 


Vv 


وسنثبت الآن معكوس المتباينة» أي ا 1= MaXıs<isn‏ 


تت 0 
اا 8 0 = ما30 


دالكاا. ليكن م عددًا صحيحًا 


وأن × متجه بالمكونات 


| 1 إذا كان 0 < رمه 


1-. إذا كان 0 > زمه 


إذن 1 > !ءالا وازم» |= ز×زمه لكل ۸ ,...,2 ,1 -زء لذا 


0 
la‏ عي - = إانوهارغ 2 2 


11 11 





ع = اكاك || 

















وتؤدي هذه النتيجة إلى 
0 
Alle = max |lA4xll. > max aij‏ 
BZ. 1‏ عنقا All = max‏ 


التى تعطى مع المتباينة (3.7) 
5 
al‏ = مالم اا 
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مثال 5 إذا كان 2 10 
0 
5ع AS‏ 
فإن 
3 3 
lel =101+13|+|= 1= 4‏ 4 =1 -ا+]ة|+11|د ابره 5 
ا j=1‏ 
3 
3 7 =1 +1 <اء اذا ارههارح 
j=1‏ 
ولذلك 7 = (7 ,4 ,4×)4 = الما 5 


سنكتشف فى الفصل الآتى طريقة بديلة لإيجاد معيار 12 لمصفوفة ما. 





EXERCISE SET 17 مجموعة التمارين‎ 


1. أوجد ااا و داا*اا للمتجهات الآتية: 
x = )3,-4,0,3(' |‏ 


ب.'(4 ,3- ,1 ,2) = × 

ج. 2 ,5ه ,6هذة) = × لقيمة ثابتة للعدد الصحيح الموجب 2. 

د.۸ ,2/12 ,(1 + 4/)۸) = × لقيمة ثابتة للعدد الصحيح الموجب 2. 

2. أ. تحقّق من كون الدالة ١١‏ ١ء‏ المعرفة على ”۸ من خلال أن« .5 = :»ا معيارًا على " . 
ب. أوجد ١اا×ا|‏ للمتجه المعطى فى التمرين (1). 

ج. برهن أنه ل "€۴ × جمیعًا يكون 2اا×اا < اا×اا. 

3. برهن أن المتتاليات الاتية تكون متقاربة» وجد نهاياتها 

x = (1/k, elk, أ )2 رق‎ 

ب (e cosk, k sin(1/ Kk), 3 + k2)‏ = اير 


x% = (ke¬, (cosk)/ k, بج “ا دع + 2ل‎ 
x = (e*, (k2 + 1)/( 1 K2),(1/K2)(1 + 3+ 5 +... + )26- 1(((“ د.‎ 


4. أوجد .. !| ٠‏ || للمصفوفات الآتية : 
ا | 1 8 1 ۴ 
E‏ |1 15 


ES 2 0‏ 
ات ا ا CF0‏ 1ت 
O4 O 24 2‏ “رت 


5. فى الأنظمة الخطية الآتية طا = ۸4» حيث يمتّل × الحل الحقيقى و * الحل التقريبى. 


احسب ٢‏ اا× - ×ا| و ااا - 4۴| . 
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xı + 2x2 + 3x3 = 1 Ee xı + دود‎ 3 
2x + 3x2 + 4x3 = —- 1 طم د را + را‎ 
3x + 4x2 + 6x3 = 2 x= (1,-2)' 
x= (0,-7,5)', X= (0.142, - 0.166) 
ا‎ = (-0.33, - 7.9, 5.8(' 
0.04x, + 0.01x2 - 0.01x3 = 0.06 3 xı + 2x2 + 3x3 = 1 ج‎ 
0.2 + 0.5% - 0.2 = 3 2x + 3x2 + 4x; -- 1 
Xx + 2x2 + 4x3 = 11 3x + 4x2 + 6x3 = 2 
x = (1.827586, 0.6551724, 1.965517) x= (0,-7,5)', 
X= (1.8, 0.64, 1.9(' X= (-0.2, -7.5, 5. 
يمكن حسابه باستخدام‎ cllAllı = maxx, =ı || المعرف من خلال دالكنك‎ |١ ||: إن معيار المصفوفة‎ .6 
الصيغة ارا ر چ = لها‎ 


حيث إن معيار المتجه |١١ |١‏ معرف فى التمرين (2). أوجد |٠١ |١‏ للمصفوفات فى التمرين (4). 
7. أثبت بمثال أن ١١٠#‏ ا معرفة من خلال ار ,2995 = ١ا4٠‏ لا تعرف معيار مصفوفة. 
8. أثبت أن ١٠ا |٠١‏ المعرفة من خلال اا ا 
1 1 

هى معيار مصفوفة. أوجد ١اا |١‏ للمصفوفات فى التمرين 4). 
و أ. إن معيار 5ناثهء1:06 ( وهو ليس بعيارا. طبيعها:) يعرف للمصفوفة 4 بحجم « ×۸ من خلال 

1/2 

alle = (klar) 

أثبت أن |١١۶‏ هى معيار مصفوفة. e‏ 
ت أوجد llr‏ للمصفوفات فى التمرين 4). 
5 لأي مصفوفة م أثبت أن ا۸4 > ۶١ا4١‏ ك دال4ا 
0. غرف في التمرين 9) معيار 5دذمعده:5 للمصفوفة. أثبت أنه لأي مصفوفة بحجم ۸ ×۸ ومتجه 
× فى" فإن 2اا×اا ا۱4 ک دااكنها. 
01 لتكن 5 مصفوفة positive definite‏ بحجم ۸ × #. عرف Ixll = (x'Sx)"2‏ لأي x‏ في ”211 أثبت أن 
هذا يعرف معيارًا على "۸. [تلميح : استخدم تحليل شولسكي Ss Cholesky factorization‏ لإثبات 
أن .[xSy = y'Sx < (x Sx)"*(y' Sy)"‏ 
2. لتكن 5 مصفوفة غير مفردة» وأن ١ا١‏ أي معيار على”۸. عرف |١١١١‏ من خلال |ا×ك|| = '»اا. 
وأثبت أن |١١١١‏ هو معيار على ”# أيضا. 
3. برهن أنه إذا كان || |١١‏ معيارًا متجهًا على 8R”‏ فإن ||×4 || :مهم = |٠4|‏ هو معيار مصفوفة. 
4. الاقتباس الآتى من مجلة الرياضيات [52] Mathematics Magi‏ يعطى اتجامًا بديلًا لبرهنة 
متباينة Inequality‏ نهدي جره عي ووو و6 , 
أ. أثبت أنه عندما 0 # × و 0 # لا يكون لدينا 
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تعريف 12.7 


قكيرة دود الدديز: هده لآ مسق آنا 
حال القيمة البيزة المصغوفة. وكا 
سللاحظ ذلك في دنال (12 من الفصل 


12.9 


تعريف 137 


التعبير 8|980 مر دن معنى كتمة 


ألمانية "#0اه ها" زالتىي تماثل 
(السدةالمميزة) باللغة الإنجليز 





مصفرفة لها ميزة أو معادلة تميز مع 


قيم ومتجهات مميزة أو سماتية 


مثال 1 


Eigenvalues And Eingenvectors 


" 3 
Xi Yi 


1- 2 a xU aa NUE 
ب‎ E. ` 9م‎ | 
ب.استخدم النتيجة للفقرة (أ) لإثبات أن‎ 


Dis iY 9 
N GEO 


القيم المميزة والمتجهات المميزة 

يمكن اعتبار مصفوفة من الشكل :7 × ۸ على أنها دالة تستخدم عملية ضرب المصفوفات 
لتحويل المتجهات بحجم :/ لتجهات بحجم #. تأخذ المصفوفة التربيعية ۸ متجهات بحجم « 
لنفسها. وفى هذه الحالة ثمة متجهات غير صفرية معينة × تكون موازية ل ×4» الذي يعنى وجود 
ثابت ۸ مع × ۸ = ×4. ولهذه المتجهات يكون لدينا 0 = ×(۸1 - 4). وهناك صلة قوية بين هذه 
الأعداد ۸ وأرجحية التقارب لطريقة تكرار. وسنأخذ فى الحسبان هذه الصلة ضمن هذا الفصل. 
إذا كانت 4 مصفغوفة مربعة فإن كثيرة الحدود المميزة characteristic polyol‏ ل 4 تعرف على 
النحو الآتى : )1 - 4)اعل = P(A)‏ ل 
ليس من الصيت إثبات أن 7 كثيرة حدود برتبة ۸ (انظر التمرين 11)» ومن ثم فله # من 
الأصفار المختلفة على الأكثر: وبعضها قد يكون مركبًا «هام000. فإذا كانت ۸ صفرًا ل 7ء فإن 
0 = (/2 -4):»ل4» وتغيد المبرهنة (16.6) بأن النظام الخطي المعرف من خلال 0 = ×(7 ۸- 4) 
له حل مع 0 ¥ ×. نرغب هنا في دراسة الأصفار ل 7 والحلول غير الصفرية المقابلة لتلك النظم. 
إذا كانت 7 كثيرة حدود المميزة للمصفوفة 4 فإن أصفار 7 هي القيم الميزة للمصفوفة 4.. وإذا 
كانت ۸ قيمة مميزة ل ۸4ء وأن 0 يآ »ا يتحقق 0 = ×(۸1 - 4): فإن × هی متجه مميز ل ۸ 
مقابلة للقيمة المميزة۸. .- 
إذا كانت × متجهًا مميرًا مرتبطًا بالقيمة المميزة فإن ×۸ = ×4» ومن ثم فإن المصفوفة ۸ تأخذ 
المتجه × إلى قيمة مضاعفة لنفسه. فإذا كانت 2 حقيقية و1 < ١‏ فإن 4 لها تأثير فى توسعة × 
بعامل ۸ » كما يتضح من شكل 6.7 (أ). وإذا کان 1 > ۸ > 0 فإن 4 تقلص × بعامل. (انظر 
شكل 7.6 (ب)) وعندما 0 > ۸ فإن التأثيرات تكون متشابهة (انظر الشكلين 67 (ج)١(د))‏ 
على الرغم من أن اتجاه ×4 قد عُكس. 
انظر كذلك أنه إذا كان × متجهًا مميرًا ل 4 ومرتبطا بالقيمة المميزة 2 وأن »أي ثابت ليس 
صغرًاء فإن ×» متجه مميّز أيضًا؛ لأن 

.A(ex) = a(Ax) = سمه‎ = A(x) 


إن كثيرة حدود المميزة للمصفوفة 3 
E‏ 
1 


Eigenvalues And Eingenvectors 


:هج د۸ ظط 


0 
1 
-1 
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شكل 6.7 


ل 1> \ رب) 0< 1<۸ 


Ax 
XxX 
Ax 





مه 0 0 2-۸ 
det 1‏ = )۸\1 - 4م )نعل = (0م 
1 


4-۸ 1- 
72 -3(0 -0 = 12 - 16 + 77 - ۸ = 
ولذلك فإن القيم المميزة ل 4 هي 3 = ,2 و2 -30. 
والمتجه المميز 1× المقابل للقيمة المميزة 3 = :7 عبارة عن حل للمعادلة 0 = ×(1 3٠‏ -4)؛ ومن 
ثم فاه 
E‏ ض] o‏ 1260| |0 
٠|‏ 2- 1 | = إه| التي تؤدي إلى 0 = ,+ وود = يد. 
| |1 1- 1 0 ` 
إن أي قيمة غير الصفر ل × تعطى متجهًا مميرًا للقيمة المميزة 3 = ,«. وعلى سبيل المثال عندما 
1 = و× يكون لدينا المتجه المميز '(1 ,1 ,0) = ×. أي متجه مميز ل 4 مقابل 3 = ۸ هو مضروب 
لاصفري ل “(1 ,1 ,0) = 1»×. 1 
وبا ثل فأي متجه مميز 0 × ل 4 مرتبط مع 2 = د۸ هو حل للنظام 0 -«(1 2١‏ -4) 


0| [o 0o ومن ثم | أه‎ 
Ol = |] -11 2 
0 1 -1 2| |] 


وفى هذه الحالة لا بد لمتجه المميز أن يحقّق المعادلة 0 = ×2 + يند - × فقط التى يمكن 
عملها بطرائق مختلفة. وعلى سبيل المثال عندما 0 = ×١‏ يكون لدينا 2٨9‏ = 2 ومن ثم فإن 
أحد الخيارات سيكون 1 ,2 ,0) = د×. وبإمكاننا اختيار 0 = 2د أيضًا الذي يتطلب كون 
2 - = :د. لذلك فإن '(1 ,0 ,2 -) = و× يعطى المتجه المميز الثانى للقيمة المميزة 2 = 32 التى 
لا تكون من مضاعفات «». المتجهات المميزة ل 4 والمقترنة بالقيمة المميزة 2 = ۸ تولد سطحًا 
بالكامل موضحًا من خلال المتجهات جميعها ذات الصيغة 
ax2 + Bx = )-28, 2a, a + B)'‏ 
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مثال 2 


للثابتين العضوائيين © و 8» على ألا يكون أحدهما صفرًا على الأقل. - 
ولا كانت القيم المميزة للمصفوفة عبارة عن أصفار كثيرة حدود» فإنها غالبًا أعداد معقدة 
“1م00 حتى عندما تكون عناصر المصفوفة كافة أعدادًا حقيقية. وعند حدوث ذلك فإن 
المتجهات المميزة تتضمن أعدادًا معقدة فى بعض مكوناتها أيضًا. ويعطى المثال التالى توضيحًا 
لذلك. 1 ١ ١‏ 
إن كثيرة حدود المميزة للمصفوفة 

1002 

A= 0 1 1 
2-1 1 1 ف‎ 


det(A - A1) = A3 - 322+ 6 - 4= 0- 3)0 - 2) = )1- (0 2- 22+ 4(‏ = رمم 
القيم المميزة ل 4 هي الحلول ل 0 = ()م» وهي 
A1 =1‏ :3د +1 دوذ ونقاد -1 ديح 
المتجه المميز 1× ل 4 المقترن مع 1 = ۸ هو حل للمعادلة 0 = ×(۸11 - 4)» وبذلك 


0 00 2 1 

Ol =| 0 0 -1 x2 

0 =1 1 0 3 
0 


ومن ثم 0 = ۰2x3‏ = ود- و0 = وعم + x‏ - 
التي تؤدي إلى أن 

1 0 دوي × = ود و × عشوائيًا. 
إن اختيار 1 = ,د يعطى المتجه المميز '(1,1,0) = ×١‏ مقترنًا بالقيمة المميزة 1 = ۸. ووفقًا 
لهذا الاختيار» يكون لدينا 1 = »ا(0 ,1 .١)1,‏ فإذا أردنا متجهًا مميرًا بقيمة منتهة في معيار 
ما اخرء فما علينا سوى الضرب في ثابت مناسب. وعلى سبيل المثال عند ضرب 1× في المقدار 
2 يعطي المتجه المميز إل مع معيار دا مساو ل 1: 

=1 


Illa = 8 
و‎ 2g? 


ولا كان 22 و ۸3 عددين معقدين» فإن المتجهات الميزة المقترنة بها تكون كذلك. ولإيجاد متجه 
مميز ل ۸2؛ نڪل النظام 








0 1- )1+ 1/5:( 0 2 x1 
0l = 0 1- )1+ 3( ات‎ 2 
0 =4 1 1- (1+ (| |* 


ول واحد لهذا النظام هو المتجه المميز 
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تعريف 14.7 


مبرهنة 15.7 


وبا مثل فإن المتجه 


) ,8 £ 
1,1 للدم 
3 3 


هو متجه مميز مقترن بالقيمة المميزة ن۷3 -1 = و3. ل 
إن الحزمة 8طاءوا1063:8 فى ©ام1/3 توفر الدالة د5عنادلامعواع لحساب القيم المميزة. الدالة تعطى 
كلا من القيم المميزة والمتجهات المميزة المقابلة لها. ولاستخراج نتائج للمصفوفة في مثال 2) 


ندخل 
>with(LinearAlgebra);‏ 
>A:=Matrix([[1,0,2],[0,1,-11,[-1,1,11]);‏ 
>evalf(Eigenvectors(A));‏ 
الذي ينتج 
1 .1 1.73200081 + .1 
OEE ' SOD — 0.500000000 1.‏ 1 
.0 0.86602540401 — 0.86602540401 
الذي يعطى القيم المميزة 


:50508 + 1 :1-1.732050808 و 1 


مع ما يقابلها من متجهات مميزة معطاة من خلال أعمدة مثل: 

'(0.86602540401 ,0.5-,1( « '):0.8660254040 ,0.5-,1( و ’)0 ,1 ,1( 
إن مفاهيم القيم المميزة والمتجهات المميزة قَدّمت هنا من أجل حسابات ملائمة خاصة؛ ولكن هذه 
المفاهيم تظهر غالبًا في دراسة الأنظمة الفيزيائية. وفي الحقيقة إنها مهمة لرتبة تكفي لتخصيص 
الباب التاسع لتقريباتها العددية. 
نصف القطر الطيفى spectra radius‏ (4)م للمصفوفة 4 يُعرف على النحو التالى: 

|۸| ×2" = (4)م حيث إن ١‏ قيمة مميزة ل 4. 

( تذكر أنه عند 81 + » = ۸ المركبة» يكون لدينا ( 2(1/2م + ه) = |۸|). = 
ونجد أن المصفوفة فى مثال 2) 

max{1, |1 + V3i|, |1 - V3i|} = max{1, 2, 2} = 2‏ = رهام 
يرتبط نصف القطر الطيفى 601531720105م5 عن قرب بمعيار المصفوفة » كما يظهر فى المبرهنة 
الآتية: 
إذا كانت 4 مصفوفة بحجم ۸ × ۸ فإن 
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مثال 3 


أ. "رم م )م] = IAlla‏ 
ب. |۱4| > (4)م» لأي معيار طبيعي | .|١‏ 2 
البرهان إن برهان الفقرة (أ) يتطلب معلومات تتعلق بالقيم المميزة أكثر مما هو متوفر لدينا 
حاليًا. أما التفصيلات المتعلقة بالبرهان فانظر [21 .م ,0:2]. 
ولبرهنة الفقرة (ب)؛ افترض ۸ قيمة مميزة ل 4 مع متجه مميز ×» وأن 1 = |ا×اا. 
(يضمن التمرين (10) وجود مثل هذا المتجه المميز). وبما أن ×۸ = »4 فإن 
الهلا > »ااانا > [AX‏ = كاه = »ا Al = | ١٠١‏ 
ومن ثم فإن 
كنا > max |A|‏ = )0(4 ممه 
إن الفقرة (أ) من المبرهنة (157) تؤدي إلى أنه إذا كان 4 متماثلاء فإن (4)م = ا4ا 
(انظر التمرين 14). 
ثمة نتيجة مهمة ومفيدة مماثلة للفقرة (ب) من المبرهنة (15.7)» وهى أنه لأي مصفوفة 4 وأي 
0 < ۴» يوجد معيار طبيعي || ٠‏ || في الخاصية ١‏ + (4)م > |41 > (0)4: ونتيجة لذلك فإن 
(604 هي أعظم حدٌ سفلي للمعايير الطبيعية على 24 وإن برهان هذه النتيجة يمكن إيجاده في 





.[Or2, p. 23]‏ 
إذا كانت 0 TT‏ 
/ 09 ادير 
2 1 جد 
فإن 
1- 2 3 2-0 71 ر 
6 1 2 ۴ 25 | 
5 4 1- 2 1 1-] |2 4 € 


ولحساب (0)4/4؛ نحتاج إلى القيم المميزة ل 44. وإذا كان 
det(4'A ¬ ۸1)‏ = 0 


SEN =1 
= det | 2 6-۸ 4 


-1 4 5-۸ 
= - ۸ + 14۸7 - 42۸ = - ۸)7 - 142 + 42( 





۸=7+± 77 فإن 0 -<أو‎ 
ومن ثم‎ 
[All = PAA) = | max(0, 7 - 7,7 + 7) = |1 + x 6 
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ويمكن تطبيق العمليات فى مثال 2) أيضًا باستخدام مكتبة ٩۵۲وا3۲۸٤٣‏ نا في Maple‏ مع 


>with(LinearAlgebra); 
>A:=Matrix([[1,1,0],[1,2,1],[-1,1,21]); 
>B:=Transpose(A); 

>C:=A.B; 

>evalf(Eigenvalues(C)); 


التى تعطى المتجه 
*'[9.645751311 ,4.354248690 ,° 0.1097678465107[ 
ولأن (©)۷6 = ۷447 = 2ا4 اء يكون لدينا 
Alla = 9.645751311 - 7‏ || 
وكذلك تحسب مابل ٠امة۷‏ هذه القيمة مباشرةً بالأمر 
>evalf(Norm(A,2));‏ 
ولتحديد المعيار »1 ل 4؛ استبدل الأمر الأخير ب 
>evalf(Norm(A,infinity));‏ 
في دراسة أساليب المصفوفة التكرارية» يكون مهما معرفة متى تصبح قوة المصفوفة صغيرة 
(بمعنى متى تقترب العناصر جميعها من الصفر؟). يقال لمصفوفات من هذا النوع“متقاربة 
"convergent‏ 
تعريف 167 نقول: إن المصفوفة 4 بحجم "۸ × ۸ متقاربة إذا كان 


= DO yg 0= 1217 8 لكل‎ im مثال 4 0 = رركم)‎ 


5 
ك 
1 
KSSE‏ 1 
ساچ دا 
o‏ داج 
ت 
> 2 
Il Il‏ 
Tr TE‏ 
سرادم ساج كرو ناج 
© سن 
© س 
لت 
ا 
>= 
دا 
1 
aT.‏ ` 
سا ساج 
© ساد 
اا 


وعمومًا 





ولأن 


Kae 


3. Ê E 
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مبرهنة 177 


فإن 4 مصفوفة متقاربة. 

انظر: المصفوفة المتقاربة 4 في مثال (3) لها + = (0)4؛ لكون 4 هي القيمة المميزة الوحيدة 9 
هذا يوضح أهمية الربط بين دنله 21ناء6م5 للمصفوفة وتقارب المصفوفة» كما هو مفصل في 
نتيجة المبرهنة الآتية. 

العبارات الآتية متكافئة : 

أ. 4 عبارة عن مصفوفة متقاربة. 

ب. 0 = ||”4|| ,١ا‏ لمعيار طبيعي معين. 

ج. 0 > ||| ,ا للمعاير الطبيعية جميعها. 

د.1 > (4)م 

ه 0 = ×4 ےہا لكل <. ل 
يمكن إيجاد برهان هذه المبرهنة فى [14 .2 ,115]. 





مجموعة التمارين 27 


EXERCISE SET 
احسب القيم المميزة للمصفوفات الآتية والمتجهات المميزة المقترنة بها:‎ .1 
ب‎ 4 
1 0 
ا‎ 
22 0 
1-1-3 0 
احسب القيم المميزة للمصفوفات الآتية والمتجهات الميزة المقترنة بها:‎ .2 


lS ENE 
١ د. 8 و‎ lë 
1 O14 E © 


2 0 0 
٥ 2 1 و‎ 

2 1- 0 
3. أوجد 520105 أهتاءءم؟ لكل مصفوفة فى التمرين (1). 
4. أوجد 1s‏ لكل مصفوفة فى التمرين (2). 
5 أي من المصفوفات فی التمرين (1) متقاربة؟ 
6 أي من المصفوفات فى التمرين 2) متقاربة؟ 
7 
8 
9 


دو سرهة 
م 


. أوجد المعيار |!١|12‏ للمصفوفات فى التمرين (1). 

. أوجد المعيار 2| |١‏ للمصفوفات فى التمرين (2). 

. لیکن | !]مدل ]دنه أثبت أن ,4 غير متقاربة» ولكن 42 متقاربة. 
2 


0. أثبت أنه إذا كانت ١‏ قيمة مميزة للمصفوفة ۸4 وأن ٠١|‏ معيار طبيعى» فإن متجهًا مميرًا 
× مقترن ب ۸ وموجود مع 1 > xl‏ : 

1. أثبت أن كثيرة حدود المميزة (27 - 4)ءن = (0م للمصفوفة 4 بحجم « ×« هي كثيرة حدود 
من الرتبة ”. [إرشاد: وسّع (7< -4):ءل على طول الصف الأول» واستخدم الاستنتاج الرياضي على «.] 
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2.أ. آثبت أنه إذا كان 4 مصفوفة بحجم « ×« فإن :13.,][ = 4614 حيث إن , 2:,...,8 هي 
القيم المميزة ل 4. [إرشاد : خذ (0)م في الحسبان]. 
ب. أثبت أن 4 مفردة إذا وفقط إذا كانت 0 = ۸ هى قيمة مميزة ل 4. 
3. لتكن ۸ قيمة مميزة للمصفوفة 4 بحجم « “<«» وأن 0 # × هو المتجه المميز المقابل لها: 
أ . أثبت أن ۸ هى قيمة مميزة ل /4 أيضا. 
ب. أثبت أن *۸ هي قيمة مميزة ل *4 مع متجه مميز × لأي عدد صحيح | < 4. 
ج . أثيت أنه إذا كانت 4 موجودة فإن 18 قيمة مميزة ل 4-١‏ مع متجه مميز × 
د . ضع تعميمًا للفقرتين (ب) و(ج) ل *(470) ولعدد صحيح 2 < . 
ه. لنفترض وجود كثيرة حدود رين + ...+ ×ړې + وې = («)ې» وتعريف (4)4 بأنها المصفوفة 
فيو + ...+ شرو + 41 د (4). أثيت أن (0 هي قيمة مميزة ل (4) مع متجه مميز ×. 
و. افترض وجود + ©. أثبت أنه إذا كانت ١ه‏ -4 غير مغردةء فإن (» - 1/8 قيمة مميزة 
ل '(/0 -4) مع متجه مميز ×. 
4. أثيت أنه إذا كانت 4 متمائلة. فإن (4)م = «ااذاا. 
5. افترضنا في التمرين (11) من الفصل (3.6) أن مساهمة أنثى الخنقساء من نوع معين للسنوات 
المستقبلية يمكن وضعها بصيغة المصفوفة |6 | 
A=‏ 


0 

0 
حيث يمثّل العنصر في الصف زى والعمود ز المساهمة المحتملة للخنفساء في عمر ز في تعداد مجتمع 
إناث الخنافس فى عمر / فى السنة التالية. 
أ. هل هناك أي قيم مميزة حقيقية للمصفوفة 4؟ إذا كانت كذلك فحدّدها مع ما يقابلها من 
متجهات مميزة. 
ب. إذا احتجنا إلى عينة من هذا النوع لأغراض فحوصات مخبرية تتضمن نسبة ثابتة في كل فئة 
عمرية من سنة إلى أخرى» فما المعيار الذي يمكن استخدامه مع المجتمع الابتدائي لضمان تحقق 
هذه المتطلبات؟ 
6. أوجد مصفوفتين 4 و 8 بحيث (8)م + (4)م < (8 + 0)4. ( هذا يثبت أن (4)م لا يمكن أن 
يكون معيار مصفوفة.) 
7. أثبت أنه إذا كان ||١||‏ أي معيار طبيعي فإن |40 || > |۸| > (|!-1/4) لأي قيمة مميزة ( 
لصفوفة غير مفردة 4. 
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0 
0 


Ouı= © 
ساس‎ 








سنوضح في هذا الفصل طرائق :0م122 و [ع03055-5610 للتكرار: وهي طرائق كلاسيكية تعود 
إلى القرن الثامن عشر. ومن النادر استخدام أساليب التكرر في حلّ أنظمة خطية صغيرة الأبعاد؛ 
لأن الوقت المستغرق للحصول على الدقة الطلوبة يفوق ما تتطلبه أساليب أخرى مثل أسلوب تقليص 
(حذف) ۸هزووه. وقي الأنظمة الكبيرة مع نسبة عالية من العناصر الصفريةء فهذه الأساليب 
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جدول 17 

0 k 
0.0000 x“ 
0.0000 x" 
0.0000 x 
0.0000 8 


0.6000 
2.7 
—- 1.100 
1.8750 
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كافية من حيث تخزين الحاسوب والحسابات. وتبرز أنظمة من هذا النوع غالبًا في تحليل 
الدوائر» وفي الحل العددي لمسائل قيمة الحدود والمعادلات التفاضلية الجزئية. 
إن أسلوب التكرار لحل نظام خطي ط = كال بحجم ۸ × ۸ يبدأ مع تقريب ابتدائي "× للحل × 
وتوليد متتالية المتجهات ,“)التي تتقارب إلى ×. وتتضمن أساليب التكرار عملية تحويل 
النظام ط = ×4 إلى نظام يعادله بالصيغة ع + ×7 = × لمصفوفة ثابتة 1 ومتجه >. 
وبعد اختيار المتجه الابتدائي 0× ت وله متتالية متجهات الحل التقريبى من خلال حساب 

ند (ا ابوه ات ايز الكل :1723 داج 
وتذكرنا النتيجة هذه بتكرار النقطة الثابتة التي درست في الباب الثاني. 





النظام الخطى ط = ×4 المعطى من خلال 
26 م2 جوع - ع10 E):‏ 
3x4 = 5‏ + ور -يخ112 +رعر- :رس 
x=-11‏ -و102 E3: 22- x+‏ 
8x4 = 5‏ + ور ES 3x2-‏ 5 
0 1= 12 دمن ولقلب ط = ×4 إلى الصيغة ع +×7 = »؛ حل 
المعادلة :۴ ل :× ولكل 4 ,3 ,2 ,1 = : لإيجاد 
+ ود دودخ 8 
xı + xs X4+ 2‏ ديد 
x4 —‏ + ر + رط - د ود 
کا + وھ + رچ - = x4‏ 
ولذلك يمكن تكرار كتابة طا = ×4 بالصيغة ع + ×7 =× مع 
NS: SE 1‏ 3 
5 10 5 
3 1 1 25 
ع ا LC‏ 25 
11 11 ا 3 
CR e E‏ ا حت 
10 10 5 10 
1 3 ک1 
90 خ2- 0-3 َك 
ولتقريب ابتدائي ؛ نضع '(0 ,0 ,0 ,0) = ×. ومن ثم فإن × يعطى من خلال 
10 _ 0 0 
0 حك + و - 02 1 
u 25 = 27‏ د - 1x 37 x‏ ۳ 
)0( )0( 0( 0( 
0 -= كذ - Et + xy + x‏ 2 
0 لب یل + "يي - يو 
تتو تكرارات إضافية مثل “١ء‏ ,الإ ,اد ,») = × بالأسلوب نفسه؛ وهي معروضة 
فى جدول (1.7). 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 
1.0001 0.9997 1.0006 0.9981 1.0032 0.9890 1.0152 0.9326 1.0473 
1.9998 2.0004 1.9987 2.0023 19922 2.0114 1.9537 2.053 1.7159 

— 0.9998 —- 1.0004 - 0.9990 - 1.0020 - 0.9945 -1.0103 -0.9681 - 1.0493 -0.52 
0.9998 1.0006 0.9989 1.0036 0.9944 1.0214 0.9739 1.1309 0.8852 
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كان كارول جوستاف جاكوب جاكوبي 
(1804-1851) 

Carl Gustav Jacob Jacobi 
قد اشتهر فى البداية بعمله فى‎ 
البرهنة الأعداد ودوال بيضاوية ولكن‎ 
اهتمامه وقابلياته الرياضية كانت‎ 











واسعة. وكان لشخصيته ١‏ 
في تأسيس اتجاهات كثيرة كانت 
بمثابة النواة لتطور الرياضيات في 


الجامعات الألمانية في القرن التاسع 


Iterative Techniques in Matrix Algebra 


مبنيًا على المعيار 
|| 9× ب x0‏ 


10 lle 


وقد كان القرار بالتوقف بعد عشر إعادات 


8.0 x 10-4 
= Bs > 10-3 
1.9998 


في الواقع 0.02 = مالعا - 1 ×||. ل 


تسمى طريقة مثال (1) بطريقة جاكوبي للتكرار 
المعادلة ( 1 ) فى ط = ×4 ل :× ( بشرط 0 # ززه ) لإيجاد 


0 
iterative method‏ أام60ل. وتتضمن حل 


3 
ajj Di‏ 
2 + زشك )م د ارقا عار 
Bf‏ نه بأد 

j#i 


وتوليد كل “)× من مركبات (1-#» ل1 < »من خلال 


82 ( a ( + bi 
j#i 
(4.7) 


dii 
الطريقة مكتوبة بصيغة ع + 74-1 = )ير بشطر 4 إلى جزئيها القطري وخاز ولكي نرى‎ 
ذلك؛ افترض المصفوفة القطرية 2»› وفناصرها القطرية تلك التي في 4» ويمثّل 1 - جزء مثلث‎ 
فيمثّل جزء مثلث العناصر العلوي من 4. ووفقًا لذلك فإن‎ - U lÎ »4 العناصر السفلي من‎ 


= فير لكل ۸ ,...,2 ,1 =1 


al. af > ab 
d1 d22 °*** @2n 








E Gane ea: 0‏ 0 0 
والمعادلة م = »×4 أو طا = ×( - 1 -() بعدئذ تتحول إلى 
Dx = (L+ U)x+b‏ 
وإذا كان 7( موجودًا» بمعنى أنه إذا كان 0 # :ره لكل 1 فإن 
x= D(L+ U)x+ Db‏ 
إن هذه النتائج التي بصيغة مصفوفات أسلوب تكرار جاكوبي هي 


)5.7( دع إطاعم + D”1(L + U)x*- PD‏ = قير 
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وبوضع ( ا + 5)1 = ر7 و 2-10 = رء» فإن أسلوب جاكوبي له الصيغة 
Cj (6.7)‏ ڕ 1 x) - TKS‏ 

وتستخدم المعادلة (4.7) عند تطبيق الحسابات» والمعادلة (6.7) لأغراض المبرهنة. 
تنفذ خوارزمية (17) أسلوب تكرار جاكوبى. 

تكرار جاكوبي 2۷۵| اء ھل 


لحل طا = ×4 بوجود تقريب ابتدائي ×. 


المدخلات: عدد المعادلات والمجاهيل #» العناصر ۸ > ر ¡ > 1 ززه للمصفوفة ٠۸‏ العناصر 
۸ ك1 > b1‏ ل طء العناصر # > أ > 1 ,:760 ل × = 0×» حد السماح 701» وأكبر عدد 
من التكرار 27. 

المخرجات: الحل التقريبي «× ,...,:* أو عبارة تفيد بأن عدد مرات التكرار قد تم تجاوزه. 


الك اك 
]| 2 ا ما دام ( ك 6) فطبق الخطوات 3 - 6. 


ديدي عه ضع بط + (ر0 لازنه) دررة - 
ات وبر 
dii‏ 
إذا كان 701 > || 0× - || فان 
المخرجات (م× , ...,1ئا). 
( العملية كانت ناجحة.) 


المخرجات ( أكبر عدد مرات تكرار تم تجاوزه). 
( العملية كانت ناجحة). 
توقف. 





لا 
تتطلب الخطوة (3) من الخوارزمية كون 0 # :زه لكل « ,...,2 ,1 =1. وإذا كان واحد من 
العناصر ::© صفرّاء والنظام ليس مغردًا» فإنه بالإمكان تكرار ترتيب المعادلات بحيث لا نجد 
فيها 0 = ::©. ولتعجيل التقارب؛ يجب ترتيب المعادلات بحيث تكون ::» أكبر ما يمكن. 
سيناقش هذا الموضوع بتفاصيل أكثر في آخر هذا الفصل. 
وهناك معيار آخر محتمل للتوقف فى الخطوة (2)4 وذلك باستمرار التكرار حتى يكون 
x> ||‏ ت مير 


xl 
أصغر من حدٌ السماح المثبت. ولهذا الغرض؛ يمكن استخدام أي معيار مناسب؛ وهو عادة معيار م1.‎ 
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مثال 2 


عمل فيليب لودوك فون سيدل 
(1821-1896) 

Philip Ludwig von seidel 
كمساعد لجاكوبي. يقوم بحل مسائل‎ 
قيتع :تعائلات خطية نادجة هن‎ 
عمل غاوس ©6805 فى المربعات‎ 
الصغرى» هذه االات هموي لها‎ 
عناصر خارج القطر كانت أصغر‎ 
كثيرًا من تلك القطرية, وبالتالى‎ 
كانت طرق التكرار ذات فاغلية بشكل‎ 
خاص. إن أسلوبى التكرار المعروفين‎ 
حاليا بجاكوبي وغاوس‎ 
كانا معردا ارين قبل تطبيقهما‎ 
علىهذه الحالة: ولكن نتائج غاوس‎ 

لم تكن متداولة بكثرة . 





- سيدل 





جدول 27 


Iterative Techniques in Matrix Algebra 


ويمكن مشاهدة التطوير الممكن للخوارزمية (1.7) عند تكرار النظر فى المعادلة (4.7). إن مركبات 
لاير تستخدم فى خاب لبون وحيث إن اومن دعق 1 کک ( قد مچ وربما 
توجد تقريبات أحسن للحلول الحقيقية 1-:× ,....,1 مقارنة ب “٠‏ م 


1 ,۰۰۰ ۲ ويبدو لنا 
أنه من المنطق حساب × مستخدمين أحدث هذه القيم المحسوبة» أي أنه يمكننا استخدام 


- Daag) - DF, (aj) + بط‎ 07) 


dii 
لكل من ۸ ,...,2 ,1 = ¡ بدلا من المعادلة (4.7). ويسمى هذا التعديل بأسلوب تكرار جاوس‎ 
: ويتضح في مثال الآتي‎ te technique Gauss-Sei de سيدل‎ - 


النظام الخطي المعطى من خلال 


i 


2x3 26‏ جوع -نع10 
5 = 3×4 +× - ج112 + × - 
2xı- x2+ 102- x4 =- 1‏ 
3x52 - ×+ 8x4 = 5‏ 


قد حُلَ في مثال (1) بطريقة تكرار جاكوبي. وبدمج المعادلة (7.7) ضمن الخوارزمية (1.7) نحصل 
على المعادلات التي تُستخدم لكل من , ...,1,2 = K‏ وهي 


E 1 ) 1-1 3‏ 
e 102 5 5‏ 
,(k-1) 3 2} 25‏ 1 لان 1 (k)‏ 
TAM FAS O FM‏ 2 
,(k) 1 ,(k-1( 11‏ 1 كانتت 8 
SFT FO + 0*4 ~0‏ 5 
(k) 3 ,(k) 1 ,(k) 15‏ 
هه ودج + وج - = X4‏ 
وبوضع '(0 ,0 ,0 ,0) = × يمكننا توليد التكرارات في جدول (2.7). 
k‏ 0 1 3 2 4 5 
ا 0.0000 0.6000 1.0065 1.030 1.0009 1.0001 
0 0.0000 2.3272 2.0036 2.037 2.0003 2.0000 
0 0.0000 3- 5 - 4 - 3 - 0 - 
ا 0.0000 0.8789 0.9983 0.9844 0.9999 1.0000 
ولآن 
)4( (5) 
0.0008 مإ × 07× 
ساك كا ا 


2.000 
فإن 3× قبلت بوصفها تقريبًا معقولًا للحل. انظر إلى طريقة جاكوبى فى مثال (1) تطلبت ضعف 
عدد مرات التكرار وبالدقة نفسها. ل 


IIx lle 
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ولكتابة طريقة جاوس - سيدل 021055-561061© بصيغة المصفوفة ؛ اضرب طرفي المعادلة (7.7) في 
المقدار 41» ومن ثم اجمع كل حدود التكرار في الرتبة ‏ لتحصل على 


(k) (Kk) 


لك كاير 6 وعدويه + dix‏ 


k-1 
++ Qij =~ ج بيك‎ ain) 1+ bi 


لكل من # ,...,2 ,1 = 1. وبكتابة المعادلات جميعها وعددها ۸ نحصل على 


(8 (k-1) (k-1) 5 
0111 = - 127 - 2133 EE anx 1+ bı 
(0 4 (k-1) 5 
aax + ودويه‎ = - a34 1 -...- a) + رط‎ 
a + an2x طايه‎ anx = 


ومع تعريفات 1,7 ,7 المعطاة سابقّاء يكون لدينا طريقة [08055-56146 الممثّلة من خلال 


٤ 


(D- L)x® = ليون‎ + b او‎ 


ED‏ اراك رول ع x= = (DD‏ لکل 12.۰ عير 

وبوضع 1(1 -2) = ,7 و ط'”(1 -2) ي»» فإن صيغة أسلوب 1ءلء8-ووuه0‏ تصبح 
9.7 ع Oa TOFD‏ 

وكي لا تكون مصفوفة المثلث الأدني D - L‏ )trlangle-owerا‏ 1 - 8) مفردة؛ يتحتم بالضرورة 
کون 0 # :1 لكل قح معد TI‏ 


تنفذ خوارزمية (2.7) طريقة جاوس-سيدل 1ء ل¡مS؟-ءوuة6.‏ 

تكرار جاوس - سيدل Gauss-Seidel Iterative‏ 

لحل ا = ×4 بوجود تقريب ابتدائي ». 

المدخلات: عدد المعادلات والمجاهيل #: العناصر ” 5 7 7١‏ ك 1١ز“‏ للمصفوفة ٠۸‏ العناصر 
# > ¡ > 1,زظ لطع العناصر # > 1 > 0:,1× ل 40 = 0×» حد السماح 701» وأكبر عدد 
من التكرار 27. 

المخرجات: الحل التقريبي «× ...1× أو عبارة تفيد بأن عدد مرات التكرار 2 قد تم تجاوزه. 


E‏ ااا سسا 
5 


| 2 | ما دام (/2 > 6) فطبّق الخطوات 3 - 6. 


9 71 
نك‎ ja dijXj - بات‎ aij X Oj + bi 


Bassi‏ = ةضع 
dii‏ 


Xi 
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إذر کان 701 > || 0× - || فين 
الخرجات (مة , ...,31) . 
اليه كانت ناجحة). 


- 
5 


١ 


| 


الخرجات ( أكبر عدد مرات تكرار تم تجاوزه). 
( العملية كانت ناجحة). 


توقف. 





ويلح سي لعي سد 
YF‏ 


لا 
تُطبّق التعليقات التى تتضمنها الخوارزمية (17) والمتعلّقة بتكرار الأمر ومعيار التوقف على 
خوارزمية E7 Gai Sêéidêl‏ 
إن نتائج مثالين (1) و 2) تشير إلى أن طريقة جاوس - سيدل 03055-561061 متفوقة على طريقة 
جاكوبي» وهذا صحيح دائمّاء ولكن هناك أنظمة خطية نجد معها أن طريقة جاكوبي تتقارب» 
أما طريقة 6055-561061 فليست كذلك. (انظر التمرينين 17 و 18). لدراسة تقارب أساليب 
التكرار عمومًا؛ دعنا نفترض الصيغة 
ع + (1-#ايرج = 4ير لكل ,...,2 ,1 = K‏ حيث إن × عشوائية. 
مبرهنة 187 إذا كان (0)1 يحقّق 1 > (7)م, فإن 7(7 - 1) موجود وإن 


1-7) د‎ 1+ T+ 72+ ...= Ti 
. 9 2 


البرهان بما أن ×۸ = ×7 صحيحة عندما تكون ۸ قيمة مميزة ل 7 بالتحديد» وعندما تكون 
۸ - 1 تحديدًا قيمة مميزة ل (7 - 1)» ولكن 1 > (7)م > |۸| فإن 1 = ۸ ليست قيمة مميزة 
ل 7» ولا يمكن أن يكون 0 قيمة مميزة ل 7 - 1» ولذلك فإن ' (7 -1) موجودة. 
ليكن "7 +...+72 +7 +1 = بك لذلك 

T)Sp = (1+ T+ T72 +--+ 7T”) - (T+ 72+... 7™*1) = [ 7+1‏ -1) 
ولأن 7 متقاربة» فإن النتيجة في نهاية الفصل (2.7) تؤدي إلى 

ERS RET aT‏ وبر 

ولذلك 


5 (E— T= ass Sa = 1+ TF T= DoT 


مبرهنة 197 لأي 8R”‏ ع "× فإن المتتالية هے(“) المعرفة من خلال 
PE TENE (10.7)‏ 3 الكل £1 


تتقارب إلى الحل الوحيد ع + ×7 = × إذا وفقط إذا كان 1 > (7)م. لل 
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تمهيدية 20.7 


البرهان لنفترض أولا 1 > (20)1 ومن ثم 
ع + x0 - Tx(-D‏ 


T(Tx*-2 + ce) + ع‎ 


= 77x2 + (T + 1)c 


= Tx + (T11... T+ It. 
ولأن 1 > (0)7: فإن المصفوفة 7 متقاربة و‎ 
س‎ T*x® 0 
تؤدي المبرهنة 18.7 إلى أن‎ 


lim x® = lim 70 + (YT (c= 0+ عع 7)7 -ع)‎ )1- 7(-1 
مجع مجاعم‎ 70 


ولذلك فإن المتتالية (“<) تتقارب إلى المتجه > (7 -1) =× وع +182 =»×. 
ولبرهنة الاتجاه العكسى؛ نثبت أنه لأي ”18 > 2 لدينا 0 = 7z‏ بيصا ووفقًا للالمبرهنة 
(17.7)؛ فإن هذا مكافئ ل1 > )T(م.‏ 

كه متخا عجنوائيا و خد وخا لر + ×7 = ×. عرف z2‏ -× = ®»» وأن 
ع + 7x‏ = *»» لكل 1 < 4. ولذلك فإن (*] تتقارب إلى ×. وأيضًا 


الاير -») 7 حال + (7x‏ سال + x ×» = (x‏ 
لذلك 


7۴z‏ = (®»× -») *7 =...= )2× -») 77 = لير -») 7 = »× ير 
والنتيجة أن 0 = x×®( = lim («= x»)‏ -ع) “1 1i 72 = lime‏ ولأن 
”8 © 2 كان عشواثيًا» فإن هذا يؤدي إلى كون 7 مصفوفة متقاربة وأن 1 > (0)7. » ه ه 
برهان التمهيدية التالية يشبه البراهين التى استعملت فى التمهيدية 4.2. وقد أخذت بعين 
الاعتبار فى التمرين 21. : 1 
إذا كان 1 > ||| لأي معيار مصفوفة طبيعية» وء متجهًا معلومًا فإن المتتالية “(٠‏ المعرفة 
من خلال > + "×7 = × تتقارب - لأي e‏ ير - إلى متجه "18 © × وإن حدود 


الخطأ الآتية تحقق : 
أ xl‏ = كمد زر رص < قير x‏ 
3 
ب. | x(0)‏ ف كك 2 || x= x‏ لا 
|7| - 1 


لقد لاحظنا أن أسلوبى جاكوبى و 63055-561061 للتكرار يمكن كتابتهما بالصيغة 
رع + »ر7 = × واي + ير = × 


باستخداة المصقوفتين 
. م المصفوفتين .Tg = (D- LU 9T; = D (LL + U)‏ 
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مبرهنة 21.7 


مبرهنة 22.7 


وإذا كانت (ز7)٠‏ أو (:0)1 أقل من 1 فإن المتتالية المقابلة “<٥‏ ستتقارب لحل × إلى 
ط = ×4» وعلى سبيل المثال فإن منهجية جاكوبي فيها 
طاحم + U)x*™‏ + )21م = x®‏ 
وإذا كانت 0(« تتقارب إلى × فإن 
!لط x= D(L+ U)x+‏ 
وهذا يؤدي إلى أن 
Dx = (L+ U)x+ b‏ و U)x = b‏ درط (D-‏ 

ولأن 4 = ل -.1 -(» فإن الحل × يحقق ط = ×4. 
ويمكننا الآن إعطاء شروط وافية وسهلة التحقق لتقارب طريقتى جاكوبى و 55-5©1061نا62. 
(ولبرهنة التقارب في منهجية جاكوبي ؛ انظر التمرين 22 وة Gauss-Seide1‏ انظر 
]120 .م (.[Or2,‏ 
إذا كانت ۸ تتصف حصريًا بالقطرية فإن كلتا الطريقتين جاكوبى و00055-561061 تعطيان - مقابل 
أي اختيار ل - متتالية ٠م(“‏ ) تتقارب إلى الحل الوحيد ل = «ك. .- 
إن علاقة التقارب المتسارع بنصف القطر الطيفي لمصفوفة التكرار 7 يمكن ملاحظتها من خلال 
النتيجة (20.7)» وبسبب تحقق المتباينات لأي معيار مصفوفة طبيعية؛ فإننا نستنتج من العبارة 
ما بعد المبرهنة (15.7) أن 
1 اعد — قمر “رم |x — x x‏ 
ولذلك؛ يفضل اختيار أسلوب التكرار المتصف بأدنى 1 > (7) لنظام منته ا = ×4. ونظرًا لعدم 
ظهور نتائج عامة؛ فليس بوسعنا تحديد أي الأسلوبين جاكوبي أو جاوس-سيدل Gauss-Seidel‏ 
الأكثر نجاحًا لنظام خطي عشوائي. وفي حالات خاصة يكون الجواب معروفا كما تناولنا في 
المبرهنة الآتية» إن برهان هذه النتيجة يمكن إيجاده فى [120-127 .عم ,¥]. 
ستين - روزنبرغ Stein-Roserberg‏ 

إذا كان 0 > مزه لكل ۸ # : و 0 < ننه لكل ” ,...,2 ,1 = . فإن واحدة وواحدة فقط من 
العبارات الآتية تتحقق 
أ. 1 > ()م > p(T)‏ > 0 
ب. (,1)م > (;7)م > 1 
ج. 0= )م = (7j)‏ 
د. 1 = (,1)م = (7;j)م‏ لا 
أما الحالة الخاصة التي ضحت في المبرهنة (22.7)» فبالنظر إلى العبارة (أ) أنه عندما تعطي 
إحدى الطرائق تقاربًا فإن كلتيهما تعطيان تقاريّا» وأن طريقة 0821055-561061© تتقارب اسر 
من طريقة جاكوبي. وتشير العبارة (ب) إلى أنه عندما تتباعد إحدى الطريقتين فإن كلتيهما 
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تعريف 23.7 


الباقي يعني ما تم تركه. وهو اسم 
كان ل6 اة 


تتباعدان» وأن التباعد يكون أكثر وضوحًا فى طريقة 1ءل1م؟-ووںه6. 

ولا كان. معدل التقارب لعملية ما يعتمد على تضف القظر الطيقى للمصقوقة المرتيطة بالطريقة» 
فإن هناك طريقًا واحدًا لاختيار عملية تسريع التقارب» وهو اختيار طريقة يكون للمصفوفة 
المرتبطة بها نصف قطر طيفي. وقبل الدخول في شرح عملية ما لاختيار مثل هذه الطريقة 
نحتاج إلى تقديم وسائل جديدة لقياس حجم الاختلاف ما بين تقريب الحل لنظام خطي والحل 
الصحيح للنظام. تستخدم الطريقة المتجه الموضح في تعريف الآتي. 

افترض ”2 © × عبارة عن تقريب لحل النظام الخطي المعرف من خلال ط -«4. إن متجه 
البواقي veto‏ اودالوأدع: ل × بالنسبة إلى هذا النظام هو 47 - ط = ». ل 
وفي أساليب مثل طريقة جاكوبي أو آءل1ء0©810155-5) يكون متجه البواقي مرتبطا بكل عملية 
حساب لركبة تقريب إلى متجه الحل. والهدف هو توليد متتالية للتقريبات التي تقر 
متجهات البواقي أسرع نحو الصفر. ولنفترض أن 


03 ۸ 3 4 
)0 2 دقام 


يمثل متجه البواقى لطريقة 1-ءuه6‏ المقترن بمتجه الحل التقريبي0/», المعرف من خلال 


)6 _ (kK) (Kk) (k) (k-1) (k1) 
0 (1 ERE RTE E ©) 


5 5 6( 
إن المركبة من رتبة 7# ل :"هى 
5 
12.7( ر - Dans‏ ررق = r0‏ 
j=i‏ 


أو بما يساويها 1 
k-1 k-1‏ 0 0 
1 إل - 5 4 3 = - bmn - 3 amy‏ = 0 
j=i+1‏ 1= 
لكل ۸ ,...,1,2 = ۸ 
0( ا 2 
فإن مركبة :' من رتبة ¡ خصوصا تكون 
i-1‏ 
k-1 k-1‏ 0 
) نه - ) عدر PD 3 di‏ ارق = 0 
j=1‏ 


j=i+1 


وبذلك فإن 
Daya - 3 aijx 9 (13.7‏ رق = ع dix‏ 
j=i+1‏ 


تذكر أنه فى طريقة 01ء55-5ن6 يُختار ")× ليكون 


i-1 n 5‏ 1 
74 1 وريه 3 قوري 8 قوسي 
و 


j=i+1 


ولذلك يمكن تكرار كتابة المعادلة (13) بالصيغة 
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+ 7 = a) 


وا لنتيجة أن طريقة جاوس-سيدل 03055-56061 يمكن تمييزها باختيار 0 لتحقيق 


ajxf î 1) 


(k) 
للك + کے = تير‎ 157) 
وبالإمكان اشتقاق رابط آخر بين تهات البواقي وأسلوب جاوس-سيدل 1ء م8-ووںه6.‎ 
×1 = ,0ر ا ركله)‎ 3, ... , 0(٠ مرتبط بالمتجه‎ ٠٣, لنفترض أن متجه البواقي‎ 
ووفقًا للمعادلة (12.7)؛ فإن المركبة من رتبة ¡ ل هي‎ 


0 
م‎ (k-1) _ (k-1) (6 
دربم‎ Di = ax - ¥ dij*j 03 dij j 3 dij; ` - dii; 


j=i+1 j=i+1 

تؤدي المعادلة (14.7) إلى أن 20 نر » بمعنى أن أسلوب 682055-561061 يتميز باختيار ! 2 
بطريقة تكون فيها مركبة ٠٣,‏ من رتبة ¡ صفرًا. 

إن اختيار ,)× بحيث ٠‏ يكون أحد إحداثيات متجه البواقي صفرًا ليس بالطريقة الوافية جدًا 
لتقليل معيار المتجه 1 »> ولو عدلنا أسلوب جاوس-سيدل اع10ء021055-5 لما هو معطى في 
المعادلة (15.7) ليكون 


k k-1 2‏ 
067 بقاري و لاير 

dii 
إزاء اختيارات منتهة مي لاستطعنا تقليل معيار متجه البواقي والوصول إلى تقارب‎ 
.relaxation methods أسرع ا 2 تسمى الطرائق التي تتضمن ن المعادلة (16.7) طرائقَ السكون‎ 


وعند اختيارات © مع 1 > له > 0» فإن العملية تسمى طرائق ما دون السكون 
»under-relaxation methods‏ ويمكن استخدامها في إيجاد تقارب لبعض الأنظمة التي ليست 
متقاربة وفقًا لطريقة 081055-561061©. وعند اختيارات © مع س > 1» فإن العمليات تسمى طرائق 
ما فوق السكون 3*64100ا©- ۳ وتستخدم في تسريع تقارب أنظمة متقاربة وفقًا لطريقة 
6831055-561061. ويرمز إلى هذه الطرائق ب 501 اختصارًا ل 50أغ»ةاء8-:©/00 ›Successive‏ وهى 
مفيدة خاصة فى حل الأنظمة الخطية التى تظهر فى الحل العددي لمعادلات تفاضلية جزئية معينة. 

وقبل شرح إيجابيات طريقة 508: نلاحظ انه باستخدام المعادلة (13.7)» فإن المعادلة (16.7) 
يمكن تكرار صياغتها لأغراض حساب 

x = )1- م شب م‎ aR ae | 
4 j=1 j=i+1 

ولتحديد مصفوفة طريقة 501؛ نعيد كتابة هذه لتكون 


ax 7 حي ا‎ = (1 - m)aiixf ( _ رى‎ 3 di E 2 + mb; 
j=1 j=i+1 


وبصيغة المصفوفات يكون لدينا 
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مثال 3 
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(D - wL)x® = [(1 - w)D + oU]x*" + mb 
أو‎ 
x® = (D - !“زياس‎ ])1 - w)D + wU]x*™ + w(D - wL) 1b (17.7) 


وإذا جعلنا [ اھ + ©( -1)] 1(1 »-(0) = ر1 و طا (1»-()» = .»© فإن صيغة أسلوب 


SOR‏ هي 
xO = TxD + e (18.7)‏ 
النظام الخطي ط = ×4 المعطى من خلال 


4x1 + 3x2 = 4‏ 
3x + 4x2 - x= 0‏ 
۳ 4 - = 4×3 + ر2× - 
له ڪل '(5 - ,4 ,3). إن طريقة 055-5461 وطريقة 508 مع 0-5 سوف تستخدم في ل 
هذا النظام مستخدمين '(1 ,1 ,1) = × لكلتا الطريقتين. ولكل ...,1,2 = ۸» فإن معادلات 
طريقة Gauss-Seidel‏ هى 
6 + 0.75 - = )× 
5 +( 0.25 + )0.75 - = اأإير 


ومعادلات طريقة 508 مع 1.25 هي 0 
5 0.9375 )025 - = م 
0.9375x ° - 0.25» " + 0.3125») + 75‏ - = فيد 
x = 0.3125 - 0.25 - 5‏ 
إن أول سبع إعادات لكل طريقة مدونة في جدولين (3.7) و (4.7). ولكي تكون التكرار دقيقة 
لسبع خانات عشرية ؛ فإن طريقة 03055-56106[1 تتطلب 34 تكرار مقابل 14 تكرار لطريقة ما 


فوق السكون مع 1.25« . ل 

جدول 3.7 جاوس - سيدل 

م 0 1 2 3 4 5 6 7 
x‏ 1 5.250000 3.1406250 3.0878906 3.0549316 30343 3021457 3.0134110 
تر 1 3.812500 3883815 3.9267578 236 3.9713898 3.983116 3.9888241 
“× 1 5.046875- 5.0292969- 05 5.0114441- 5.0071526- 3 _- 5.0027940 - 
جدول 47 S0‏ مع 1.25= u‏ 

57 6 5 4 3 2 1 م000‎ 
3.0000498 2.99626 22037211 2.9570512 3.1333027 5 6320 a 
4.0002586 4.0009262 4.0029250 4.0074838 4.0102646 3.95856 3.5195313 1 x 
- 5.0003486 - 4.9982822 - 5.0057135 4.9734897  - 5.0966863 -4.6004238 6.6501465 1 x 
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مبرهنة 24.7 


مبرهنة 25.7 


مبرهنة 26.7 


مثال 4 


والسؤال التلقائي هنا: كيف تختار قيمة © المناسبة؟ وعلى الرغم من عدم معرفة الجواب الكامل 
لهذا التساؤل بالنسبة إلى نظام خطي برتبة # “ا7» فإنه يمكن استخدام المبرهنة الآتية في بعض 
الحالات. 

kahan كاهان‎ 

إذا كان 0 ::ه لكل ۸ ,...,2 ,1 = , فإن |1 - ه| < (1)م2 يؤدي هذا إلى أن طريقة 
0R‏ يمكنها التقارب فقط إذا كانت 2 > ه > 0. 

قد أخذ برهان هذه المبرهنة في الحسبان في التمرين (23). وإن برهان النظريتين الآتيتين يمكن 
إيجاده في [20.123-133 ,10:2 وسوف يُستخدم في الفصل (12). ل 
أوستروسكي - ريخ Ostrowski - Reich‏ 

إذا كانت 4 مصفوفة بصفة إيجابي واضح positive definite‏ و 2 > ه > 0 »فإن طريقة 501 
تتقارب لأي اختيار إلى متجه التقريب الابتدائى 9)ير. ل 
إذا كانت 4 مصفوفة بصفة إيجابي واضح ءانع 0006م ثلاثية الأقطار 

فإن1 > 1:([2)م] = (:1)م والاختيار الأثل ل » لطريقة 508 هو 


` 1+1 (PDP 
ومع اختيارى » يكون لدينا 1 - ت = (-0)1. ل‎ 


المصفوفة 


المعطاة في مثال (3)» هي بصفة إيجابي واضح ثلاثية الأقطارء ولذلك فإن المبرهنة (26.7) تنطبق 
عليها. وحيث إن 


0 8 ١ 20 
0 0 025 


o 
o 


D(L+ U) =‏ در1 


حرم © © 





نرم © 


0 0.25 10 
يكون لدينا 
0 0.75- _- 
0.25 ۸- و = ۸1~ T;‏ 
۸- 0.25 0 
ولذلك فإن (0.625 - ۸07 - = (۸1 - :206101 ومن ثم 
2 


2 
اه کا لتب -ه و 5 
1-[p TE 1/1 -5‏ ا 


هذا يوضّح التقارب السريع الذي وُجد في مثال (1) عند استخدام 1.25 = ه. " 
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نختم هذا الفصل بالخوارزمية 37 لطريقة 808. 

508 

لحل م = ×4 بوجود المتغيرة س وتقريب ابتدائى 9 

المدخلات: عدد العادلات والمجاهيل ۸» العناصر 8 > ,أ > 1 ,رت للمصفوفة ۸»> العناصر 
« > : > 1ل » العناصر 8 > 1 >1 ,:2]0 ل × = 200 المتغيرة ه» حد السماح .2701 وأكبر 
عدد من الإعادات 27. 

المخرجات: الحل التقريبي 2 ,...:1* أو عبارة تفيد بأن عدد مرات التكرار قد تم تجاوزه. 


-1 
رندزنه 1 )نه‎ - Di1 jX Oj + b;) 
dii 


إذا كان 701 > ||0× - || فإن 


= )1- w(X O; + 


الخرجات («× ,.٠٠,إx).‏ 
( العملية كانت ناجحة). 


الخرجات ( أكبر عدد مرات تكرار تم تجاوزه). 
( العملية كانت ناجحة). 








لا 
مجموعة التمارين 3.7 EXERCISE SET‏ 
1. أوجد أول تكرارين لطريقة جاكوبى للأنظمة الخطية الآتية مستخدمًا 0 = ®×: 
x= 1.‏ + ور = 3x1‏ ب. 9 = i=‏ 
0 = و22 + 2x -7 3x + 6x2‏ -ي102 + x‏ - 
3x + 3x2 + 7x3 = 4‏ 6 = 10 + ج22 - 
ج. ,6 د 5x2‏ + يع10 د. 6 دوعر Ax + x + x3+‏ 
10x2 - 4x3 E,‏ + ررد 6= 4× +× لاير32 - =x‏ 
1 ~= = يوك :سم 6 x=‏ ور - ونر5 + ير + 2x‏ 
1 پ5 +وير = 6= 4×4 +× ديع x‏ 


2x2— x + x4 + ويك‎ = 6 
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2. أوجد أول إعادتين لطريقة جاكوبى للأنظمة الخطية الآتية مستخدمًا 0 = ®×: 


-2x+ ×+ تت 4 = ويك‎ 4x + x¬ x= ك5‎ 5 
xı- ود - و22‎ = - 4 xı + ور + ي32‎ -- 4 
x2 + 2x = 0 2x + 2x2 + 5x3 = 1 
Ax— ود‎ =0 8 4+ x— بير + وير‎ 2-20 ° 
x1 + 4x2 ¬ X3 3 xı + 4x2 ¬ x;— دبعم‎ -1 
- «+ 43 50 -xı = x + 5% + ×= 0 
+ 4x4 يبر 56 ود‎ x + +وعر‎ 3x4 =1 


2- 
6 = 4% +× - 
3. كرّر التمرين (1) مستخدما طريقة جاوس-سيدل اعلكء5-ووننهة0. 


- X4+ -و2ز4‎ Xx 


4. كرّر التمرين (2) مستخدمًا طريقة جاوس-سيدل اءلء5-وونله6. 

5. استخدم طريقة جاكوبي لحلّ الأنظمة الخطية في التمرين (1)» مع 10-3 = 701 والمعيار -!. 
6. استخدم طريقة جاكوبي لحل الأنظمة الخطية في التمرين (2)؛ مع 10-3 = 101 والمعيار -. 
7. استخدم طريقة جاوس-سيدل ك9كك وده لحل الأنظمة الخطية في التمرين (1)» مع 
10-3 = 701 والمعيار 1. 


8. استخدم طريقة جاوس-سيدل e1لiە8-sوںد6‏ لحل الأنظمة الخطية في التمرين (2» مع 
0-3 -702 والمعيار -!. 
9. أوجد أول إعادتين لطريقة 508 مع 1.1 =« للأنظمة الخطية الآتية مستخدمًا 0 = ©»: 


10«*- x =9 ب.‎ 3x1 وبر +يير‎ 2 [1 8 
- xı + 1022- 22-7 3x + 6x2 + و22‎ = 0 
- 2x + 10x = 6 3x + 3x2 + 7x3 = 4 
4x + x + x+ x= 6 ف‎ 10, + 5x» 55 06 
=× - 3224+ ×+ ×4 =6 ررد‎ + 10x2 - 4x3 = 5 
2114+ x + 55 - وير‎ ×= 6 - 4x + -ورر8‎ ×4 =- 11 
× - ×= وير - 6= 4۸ + ود‎ + 5×4 =- 1 
2x— x + x4 + ويرك‎ = 6 
:»0 = 0 أوجد أول تكرارين لطريقة 508 مع 1.1 -0 للأنظمة الخطية الآتية مستخدمًا‎ .0 
-2x+ x2 + x = 4, أ 5 وم دوع +4 ب.‎ 
ود س‎ = - 4 -xı + 32+ ×= - 4 
x2 + 2x = 0 2x + 2x2 + 5x3 = 1 
4x x2 =0 9ء‎  4x+ x x + x4=-2 6 
=x + ود - يع4‎ =5 xı + 4x2 x3 xq=-1 
- ×+ 4× =0 =~ BEE E0 
+ 4x4— Xs 26 سير‎ x + +وعر‎ 3x4 =1 





- X4+ 4x— <6 


- ×+ 4% = 6 


1. كرّر التمرين (9) مستخدمًا 1.3 -0 . 
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2. كرّر التمرين (10) مستخدمًا 1.3 =« . 

3. استخدم طريقة +501 مع 2 -ه لحل الأنظمة الخطية في التمرين (9) بحد سماح 
10-3 -7012 فى المعيار ما. 

4. استخدم طريقة 5018 مع 1.2 = ت لحل الأنظمة الخطية في التمرين 10) بحد سماح 
3 -7012 فى المعيار ما. 

5. حدّد أي من الصفوفات في التمرين (9) بصفة إيجابي واضح ثلاثية الأقطار. كرر التمرين 
9) لهذه المصفوفات مستخدمًا الاختيار الأمثل لم. 

6. حدّد أي من المصفوفات في التمرين (10) بصفة إيجابي واضح ثلاثية الأقطار. كرر التمرين 
10) لهذه المصفوفات مستخدمًا الاختيار الأمثل له. 


7. النظام الخطي 


2x - x + وبر‎ -- 1 
2x + 2x2 + 223 - 4 
× - ×» + و2‎ 2 -5 


له حل '(1-,1,2). 

أ. أثبت أن 1 < ڳد = (ر7)م. 

ب. أثبت أن طريقة جاكوبي مع 0 = × تفشل في إعطاء تقريب جيد بعد 25 تكرار. 
ج أثبت أن 3 = 0070 , 


د. استخدم طريقة جاوس-سيدل اءلنه8-ووuد6‏ مع 0 = "× لتقريب حل النظام الخطي ضمن 
5 في المعيار 1. 

xı + 2x2 ¬ 2x3 = 7 النظام الخطى‎ .18 
FR و د‎ <7 
221+ 2x2 + X3 


(١ I I 
دم‎ 


له حل “(1-,1,2). 

أ. أثبت أن 0 = (ر7)م, 

ب. استخدم طريقة جاكوبي مع 0 = × لتقريب حل النظام الخطي ضمن 10-5 في المعيار -/. 

ج أثبت أن 2 = (0)1, 

د. أثبت أن طريقة جاوس-سيدل 1ءل1ءS-ءوںه6‏ المطبقة فى (ب) تفشل فى إعطاء تقريب جيد 
5 تكرار. 

x= x= 0.2, تکرار‎ 6 

9. النظام الخطي 5 == ود دود +× 


xı = }x2 + cP 


له حل '0.7 ,0.8- ,0.9). 
أ. هل معاملات المصفوفة | 


5.5 
1 
يلحا 
1 
سم ادم سم 
1 
© سر سن 
1 
س سوج شر 


ذات طابع قطري؟ 
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ب. احسب نصف القطر الطيفى لمصفوفة جاوس-سيدل 1ءلمS-Gauss›‏ ۾1. 
ج“ استخدم طريقة جاوس-سيدل 1-ءءں62 للتكرار لتقريب حل النظام الخطي بحد سماح 
۶ و 300 تكرار بوصفه حدا أعلى. 
د. ماذا يحدث فى (ج( عندما يتغير النظام إلى 
2x = 2‏ تعر 


- 1x + x= ورك‎ = - 1.425 
X= 1x2 + x= 2 


0. كرر التمرين (19) مستخدمًا طريقة جاكوبى. 

1. أ. برهن أن ||× - "×| ۱7/٣‏ > عد - “× 5 | × - ام > ||× - “×| حيث إن 7 
مصفوفة بحجم « ×۸ مع 1 > 7| وأن ...1,2 k=‏ »ع + »7 = 0× مع قيمة عشوائية “× 
"لاع ع وء +22 X=‏ 

ب. طبّق الحدود في التمرين (1) كلما كان ذلك ممكنًا مستخدمًا المعيار -/. 

2. أثبت أنه لو كانت 4 ذات طابع قطري فإن 1 > |ار7|. 

3. برهن المبرهنة (24.7). [تلميح: إذا كانت , ...31 قيمًا مميزة ل مآ فإن :11703 = 0611» 
وبما أن ١-(]س‏ - ۲)2 = 0682-١‏ ومنتهى حاصل ضرب مصفوفات هو حاصل ضرب منتهات 
العوامل» فإن النتيجة تظهر من المعادلة (17.7).] 

4. افترض وجود هدف عند أي من 1 + من النقاط متساوية الأبعاد «* 1.٠٠.١‏ /0*. وعندما 
يكون الهدف عند الموقع :ا فن له الفرصة نفسها للتحرك إلى 1-:* أو إلى 1+:* دون إمكانية 
تحركه مباشرة إلى أي موقع آخر. اعتمد الاحتمالات ./(:) لهدف ما يبدأ عند الموقع × ويصل 
إلى النقطة اليسرى × قبل وصوله إلى النقطة اليمنى «د. ومن الواضح أن 1 = 20 و 0 = ,2. وبما 
أن الهدف يمكنه أن يتحرك في اتجاه *: فقط من :-*: أو «٠١‏ باحتمال مقداره ل لكلّ من هذين 
الموقعين» فإن 1۴,1 +4151 = 8 لكل ۸-1 ,...,1,2 = 1 


1 
|. اثبت ان 





Qes 0‏ }= 1 
Pı 1‏ 2 1 5 
E : 2 0‏ 0 
ا | ا ع 0 
9 كا | و 4 و 
ا 0 


ب. حُلَّ هذا النظام مستخدمًا 10,50,100 = ». 

ج. غير الاحتمال إلى » و » - 1 للحركة إلى اليسار واليمين على التوالي» واشتق نظامًا خطيًا 
شبيمًا بالذي في (أ). 

د. كزّر (ب) مع 4 = ». 
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5. استخدم الطرائق جميعها القابلة للتطبيق في هذا الفصل في حل النظام الخطي ط = ×۸ 
ضمن 10 فى المعيار اء حيث عناصر ۸ هى أ =ز و16 ,...,1,2 =1 
2 حيث = 803 ,...,1],2 i=‏ 
8 ...1,2 12 و j=i+2‏ 
0 ,...,4,ة د ؛ و j=i-2‏ 


1 6 :...ب2 ,لاع 8 3 4.+ة- و 
025 حيث 80 ...5,6 = و 1-4 در 


5 حيث 


= dj 


0 عدا ذلك 
و عناصر ا هي ۲ = بط لكل 80 ,...,1,2 = ا 
6. افترض أن 4 إيجابي واضح : 
أ. أثبت أنه يمكثتا كتابة ا1 -ن -2 د4 خيث إن 2 قطري مع 0 < :4 لكل » 15 15 
ويمثّل ا المثلث السفلي. وأبعد من هذاء أثبت أن 1 -2 غير مفردة. 
ب. لیکن 1(1 -92) = پآ و پآ7۸ -4 دض . أثبت أن م متماثل. 
ج أثبت أن :7 يمكن كتابته 4! 1-(D- LJ)‏ = ,7 أيضًا, 
د. لیکن 1(۸ -2) = 0: أثيت أن © -1 = ,7 و ©00-141) A+‏ -0)40-1 دم 
ه. أثبت أن 0'50 = ۲» وأن إيجابي واضح. 
و. لتكن ۸ قيمة مميزة ل ,7 مع متجه مميز 0 < ×. استخدم الفقرة (ب) في إثيات أن 0 < ×٣×‏ 
يؤدي إلى 1 > |۸|. 
3 أثبت أن T4‏ متقاربة› وبرهن أن طريقة Gauss-Scidel‏ تتقارب. 
627 . وسع طريقة البرهان فى التمرين (26) إلى طريقة 508 مع 2 > س > 0. 
8. تحقق القوى على دعائم الجسر الموضحة في مقدمة هذا الفصل المعادلات في الجدول الآتي: 


المفصل المركبة الأفقية المركبةالعمودية 
-F+ f+ =0 ®‏ 0ديم Hf‏ 
“Ff ff =0 ff + Ff =0 ©‏ 
fı — 10,000 = 0 “f+ fs =0 ©‏ 
© وعم Ff‏ موعت fh‏ 
ويمكن وضع هذا النظام الخطي بصيغة المصفوفة 
0© 0 0 1 د 0 0 1ا 
Fi 0‏ © 0 0 0 د 0 | - م 
Fa 0‏ 1 
û0 0 4+ 0 2 8‏ 0 1 0 0 
0 ام 0 4- 1 0 #- ¢ 0 0 
f 0‏ 41 0ه 0 1- 0 0 0 0 
0 7 © 0 1 0 8 2 06 0 
4 
f 0‏ م ل 00060 2 4 0 0 
ا- ب 0 0 0 0 0 0 


أ. وضّح لاذا أعيد ترتيب نظام المعادلات. 
ب. E‏ م الخطي الناتج ضمن ضمن 10 في المعيار .! مستخدمًا كل متجه عناصره 
الواحدات و() طريقة اخ (1ا) طريقة جاكوبي . و انا طريقة 508 مع 1.25 دس 
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7 حدود الخطأ والتنقية الإرجاعية 
Error Bounds and Interative Refinement‏ 


يبدو الأمر معقولًا بديهِيًا في حال كان × تقر يبا للحلَّ × إلى م = 4ء وأن متجه البواقي 
تم -ط = ء له خاصية كون اا4 - || = |'|| صغيرًاء فإن | - ×|| سيكون صغيرًا كذلك. 
هذه الحالة هى الغالبة» ولكن بعض الأنظمة التى تظهر عادةً فى التطبيق تفشل فى أن يكون لها 
مثل هذه الصفة. 
مثال 1 النظام الخطي طا = ×4 الآتي: 


] سد‎ 2 || |= [ Aor | 


له حل وحيد '(1,1) = ×. التقريب الضعيف '(3,0) = * له متجه بواقى 


| مه | -[21]0 سما [ =| رمو | <4 b-‏ =۲ 


ومن ثم 0.0002 = ..||؟|. ومع كون معيار متجه البواقي صغيرّاء فإن التقريب '(3,0) = × 
سيكون بلا شك صغيرًا نسبيًا. وفى الحقيقة 2 = مااي -*|. - 
اتضحت الصعوبة في مثال (1) من خلال ملاحظة كون حل النظام يمثّل تقاطع الخطين 
lı: xı + 2x2 = 3‏ و 1 = 2x2‏ + 12:1.0001,. 

إن النقطة (0 ,3) تقع على ,1ء وإن الخطين متوازيان تقريبًا. هذا يؤدي إلى كون (0 ,3) قريبة 
من 12 أيضّاء > على الرغم من أنها تفترق معنويًا عن حل النظام المعطى من خلال التقاطع (1 ,1( 
«انظر شكل7.7) 





بني مثال 1) بوضوح اتات التي يمكن أن تظهر ( وإنها فى في الواقع تظهر ) . وفي 
حالة كون الخطين ليسا متطابقين تقريدً باء فإننا نتوقع أن يعطي متجه بواق صغير تقريبًا دقيقا. 
لا يمكننا الاعتماد على الصيغة الهندسية للنظام عمومًا لإعطاء مؤشر عن توقيت ظهور المشاكل 
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مبرهنة 27.7 


مبرهنة 28.7 


مثال 2 


ويمكننا إيجاد هذه المعلومة من خلال افتراض معايير المصفوفة 4 ومعكوسها. 
افترض أن * هو تقريب لحل ط = ×4» 4 مصفوفة غير مفردة و ۲ هو متجه البواقى إلى *. ومن 
ثم فإنه لأي معيار طبيعي ينتج ||" ٠4‏ ١٠لا‏ ك الها - اا وإذا كان 0 * × و 0 ۶ 6 فإن 


اكلا الغا x=‏ 
كا حمر رماع 


197 
27 bl 60 


البرهان بما أن 4 -<«4م = 4 -ط = ۲و 4 غير مفردة» فإن !4-1 = 2 -«. تؤدي المبرهنة 
(11.7) فى الفصل (1.7) إلى أن ۱۲۱۱| 4۱۰| > اإ٣' ١4٠‏ = اع -«ار 
والأكثر من ذلك» بما أن طا =×4» يكون لدينا ×| |41٠١‏ ك ااطااء ولذلك فإن ا5|ا/ال4نا ك »|| /1 








ت ا د 

و ب ل 8 ا nn‏ 

تؤدي المتباينات في المبرهنة (27.7) إلى أن اا |٠4‏ و |41١|14-'||‏ توفران مؤشرًا للربط بين 
متجه البواقي ودقة التقريب. وإن الخطأ النسبي |*|/| - ×| ذو أهمية كبيرة عمومًا» ومن 
خلال المتباينة (19.7) يكون هذا الخطأ منتهيًا بمقدار ضرب || ۱4| ١‏ |41|| في الخطأ النسبي 
لهذا التقريب ||| //||؟|. ويمكن استخدام أي معيار مناسب لهذا التقريب» وإن المتطلب الوحيد 
هو استخدامه حتى النهاية باستمرار. 
العدد الشرطى للمصفوفة غير المفردة 4 بالنسبة إلى معيار ما اا ٠اا‏ هو 

, العم فاع .K(A)‏ . 

وباستخدام هذا الترميز» فإن المتباينات في المبرهنة (27.7) تصبح 


rll rll‏ ے ال - »ا 
كك لماك > اغا K(A)— x=‏ 
الا 7 اما xl ١‏ 





ولأي مصفوفة غير مفردة 4 ومعيار طبيعي | ٠‏ اء فإن 
لماع = A-A > NANNA‏ = املاع 1 
المصفوفة 4 جيدة الاشتراط 2©00018100760-ااء/8 إذا كانت K)4(‏ قريبة من الواحد» وتكون 
معلولة الاشتراط عندما تزيد (4)* على الواحد معنويًا. ووفقًا لذلك؛ يشير الاشتراط فى هذا 
الوضوع إلى الاطمثنان نسبيًا بأن متجه بواق صغيرًا يؤدي إلى حل تقريبي دقيق. 0 
مصفوفة النظام المعتمد في مثال (1) كانت 


2 1 
1 تر | 8 
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التى لها 3.0001 = -|4|. وهذا المعيار لا يعد كبيرًا. وعلى أي حال 


— 10000 | 


ماك 5 ت 
5000 - 5000.5 ت 4 ومن ثم 20000 = .ا" ۱4| 


وإن 60002 = (20000()3.0001) = (۸)× بالنسبة إلى معيار غير محدود. وإن حجم العدد 
الشرطى لهذا مثال يجب أن يبعدنا عن اتخاذ قرارات متسرعة مبنية على باقى التقريب بالتأكيد. 
لا 


يمكن حساب العدد الشرطى .× فى مابل ©ام113 كما يلى: 
>with(LinearAlgebra); 7 9 5‏ 

>A: = Matrix([[1,2],[1.0001,2]]); 
>ConditionNumber(A); 


60002.00000 

وعلى الرغم من أن العدد الشرطي لمصفوفة ما يعتمد كليًا على معاييقالمضفوقة ‏ ومعكويسها 
فإنه عند التطبيق يكون حساب المعكوس مرتبطا بخطأ تقريب ومعتمدًا على الدقة التي تجرى 
الحسابات وفقًا لها. وإذا كانت العمليات تتضمن حسابات مع دقة ذات ‏ من الخانات» فإن 
تقريب العدد الشرطي للمصفوفة 4 هو معيار المصفوفة مضروبًا في معيار التقريب لمعكوسهاء 
الذي وُجد باستخدام حسابات ذات ۲ من الخانات. ويعتمد هذا العدد الشرطي في الحقيقة على 
الطريقة المستخدمة لحساب معكوس 4 أيضا. 

فإذا افترضنا أن الحلَّ التقريبي للنظام الخطي م = ×4 يتحدّد باستخدام حسابات ذات 
۲ من الخانات وتقليص جاوس» فمن الممكن إثبات ( انظر [45-47 .مم ,۴۷] ) أن متجه البواقي ۲ 
للتقريب × يكون له 
)20.7( لكالا ٠‏ الهلا“ 10 بع ril‏ 
ويمكن من هذا التقريب إيجاد تقدير للعدد الشرطى الفاعل ضمن حسابات ذات + من الخانات» 
ودون الحاجة إلى عكس المصفوفة 4. وفي الواقع يفترض هذا التقريب كون العمليات الحسابية 
جميعها في أسلوب تقليص جاوس منفذة باستخدام حساب ۲ من الخانات» ولكن العمليات 
التى نحن بحاجة إليها لتحديد الباقى تنقذ بدقة مضاعفة»( أي حساب 21 من الخانات). ولا 
يفيف هذا ا جیا حسابيا افا ويتقلص الكثير من فاقد الدقة المحسوبة مع خصم 
ما يقارب الأعداد نفسها التي تظهر في حساب الباقي. 
التقريب إلى العدد الشرطي (4)× ذي ۲ من الخانات يأتي من افتراض النظام الخطي 

Ay=r 

ويمكن تقر يب حل هذا النظام مباشرة؛ لأن عوامل الضرب لطريقة تقليص جاوس قد حسبت. 

وفي الحقيقة ق إن الحل التقريبي إلى ۲ = 4۷ يحقق 


yz A 'r = A7'(b- AF) = طاحم‎ A 'Ax = دعر‎ %; 0607 
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و لا +2 عدي 
ولذلك فإن لا هو تقدير للخطأ الناتج عندما يقرب * الحل × للنظام الأصلي. وتؤدي المعادلتان 
(20:7) و (21.7) إلى 
(ه)6 | “10 = INA (10 INAN ° I&II)‏ ملز تحمل > تحمل ly x= X=‏ 
إن هذا يعطي تقريبًا للعدد الشرطي المصاحب لحل النظام دا = ×4 باستخدام تقليص جاوس 
وحساب نوع + من الخانات الذي يوضح توا 
22.7 + ا ع لماع 
3 اغا 
مثال 3 النظام الخطي الآأتي: 

3.3330 15920 -3 xı 15913 

2.2220 16.7102 0 x | = | 4 

x3 8.424‏ 1.6852 31 1.5611 
له حل منت '(1 ,1 ,1) = ×. 
يؤدي استخدام تقليص جاوس وحساب تدوير من 5 خانات بشكل متتال إلى الحصول على 


المصفوفات المزيدة الآتية : 
3 3 10.333- 15920 3.3330 
0 : 16.501 10596- 0 
9- : 6.5250 7451.4- 0 


0 - 6 16.501 : - 0 
0 0 — 5.0790 : -0 


إن الحل التقريبي لهذا النظام هو 
'(0.92538 ,0.99991 ,1.2001( 
إن متجه البواقي المقترن مع * يُحسب بدقة مضاعفة ليكون 


3 : 10.333- 15920 ا 


x 
Il 


r= b-— AK 
15913 3.3330 15920 - 3 1.2001 

= | 28.544 | - | 2.2220 0 9.6120 0.99991 
8.4254 1.5611 5.791 1.6852 0.92538 
15913 15913.000518 — 0.00518 

= | 28.544 | - | 28.26987086 | = 0.27412914 
8.4254 8.61135037 - 7 


ولذلك فإن 
lIrlla = 0.27413‏ 
إن تقدير العدد الشرطي وا معطى في المناقشة السابقة يوجد من خلال حل النظام ؟ = 4۷ أو 
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نلا 


3.3330 15920 -3 Y1 - 0.00518 

0.27413 =| ور 0 16.7102 2.2220 

6- ور 1.6852 5.1791 1.5611 
وهذا يؤدي إلى أن '(0.074607 ,10-5 × 8.9987 ,0.20008-) = ن. واستخدام التقدير في 
المعادلة (22.7) يعطى 
(10500.20008 _ لای 

IIXlle 1-2001‏ 
ولتحديد العدد الشرطي الصحيح ل 4؛ يجب علينا اول إنشاء '4. وباستخدام حساب 

تدوير من 5 خانات للحسابات نحصل على التقريب 


-1.1701 10-4 -1.4983 10-1 8.5416 x 10-١ 
A71 = 6.2782 x 1075 1.2124 x 10-4 - 3.0662 x 10-4 
- 8.6631 x 1075 1.3846 x 1071 - 1.9689 x 10-١ 


K(A) z1 = 2 (23.7) 


تؤدي المبرهنة (11.7) إلى 1.0041 = ||!-4| و 15934 = مااهاء 
وإنشاءً على ذلك» فإن المصفوفة المعلولة الاشتراط 4 يكون لها 
K(A) = (1.0041)( 15934) = 15999‏ 
والتقدير في المعادلة (237) متقارب إلى حدّ ما مع (۸)4» ويتطلب مجهودًا حسابيًا أقل كثيرًا. 
ولا كان الحل الحقيقي '(1 ,1 ,1) = × لهذا النظام معروفاء فباستطاعتنا حساب كل من 


1 = ماق دعا و زووون _ 0.2001 ے ٢اا‏ دعل 


Ilxlleo 1‏ 
حدود الخطأ المعطى في المبرهنة (27.7) لهذه القيم هي 
(15999()0.27413) _ الما 
5 سے K(A4‏ > ملكا - 
al 15934‏ ' ا 
9 
lirlla _ )15999()0.27413(‏ الغا - lx‏ 
K(4) = = 1‏ > 
llxXlloe ll Dll 15913‏ ل 


استخدمنا في المعادلة 210 التقدير» Jz x-—‏ حيث إن ل هو الحلٌ التقريبي للنظام ۲ = .Ay‏ 
وعمومًا فإن لإ + وو ریت آل لوقا لی = ×4 مقارنة بالتقريب الأصلي *. . وتسمى 
الطريقة التي ت تستخدم هذا الافتراض التنقية المعادة أو التطوير المعاد» وتتضمن تنفيذ تكرارات على 
النظام الذي يكون طرفه الأيمن متجه البواقي لتقريبات متتالية إلى أن نحصل على دقة مقبولة. 

فإذا طبّقت العملية باستخدام حساب من ٤‏ من الخانات» وإذا كان 107 > (4) 1 فإنه بعد ۸ 
من تكرارات التنقية المعادة يكون للحل تقريب أصغر بين 1 و (4-)۸ من الخانات الصحيحة. 
فإذا كان النظام جيد الاشتراط فإن تكرار واحدة أو اثنتين ستشير إلى أن الحل دقيق. وهناك 
احتمال لتحسين معنوي على الأنظمة معلولة الاشتراط ما لم تكن المصفوفة 4 معلولة الاشتراط 
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لرتبة أن 10 < (4) . ويجب في تلك الحالة استخدام الدقة العالية بالحسابات. تعرض 
الخوارزمية (4.7) أسلوب التنقية المعادة. 

Iterative Refinement التنقية الارجاعية‎ 

تقريب حل النظام الخطي طا = 4: 

المدخلات: عدد المعادلات والمجاهيل 27 العناصر ” > / ,أ > 1 ,ز:© للمصفوفة 4» العناصر 

۸ > ¡ >1 ,ظط ل طء وأكبر عدد من التكرار ۸» حد السماح 701» عدد خانات الدقة 1. 
المخرجات: الحل التقريبى “(,<د ,...,:) = »× أو عبارة تفيد بأن عدد مرات التكرار تم 
تجاوزه» وتقريب 00077 إلى (4) ہہ۸. 


حل النظام م = »4 ل 3 , ...,1: بطريقة تقليص جاوس وحفظ عوامل الضرب 
8-1« ,...,2 ,1 =1 ,...,2 + 1,1 + 1 = ل ,ر" وملاحظة تبديلات الصفوف. 


عند ۸ , ...,2 ,1 = 1( احسب 1 ) 


1 


ri = bı -— a مع‎ 


j=1 
نقذ الحسابات بعملية مضاعف الدقة).‎ ( 


0 ل مد , ...51 بطريقة تقليص جاوس وبنفس الترتيب كما في الخطوة‎ A۷ = ٣ 


إذا كان 1 = م فضع ع بورحلل = COND‏ 
إذا كان 701 > .|| ×× - ×|| فإن 

المخرجات (006. 

المخرجات ((6001771). 

2 العملية كانت ناجحة). 


الخرجات ( أكبر عدد مرات تكرار تم تجاوزه). 
المخرجات ((00171) 
ر العملية كانت ناجحة). 
توقف. 
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مثال 4 


مبرهنة 29.7 


إذا استخدم حساب ذو ٤‏ من الخانات فإن عملية التوقف المقترحة في الخطوة (7) تكون 
لاستمرار التكرار إلى أن يكون 10 > |"إر| لكل "” ,...,1,2 = ف 


وجدنا في مثال (3) تقريب المسألة التي تناولناها مستخدمين حسابًا من 5 خانات وتقليص 
جاوس ليكون 
x = (1.2001, 0.99991, 0.92538)‘‏ 

وإن ا ۳ = يرم هو 

'(0,.074607 ,10-5 × 8.9987 ,0.20008-) = ر 
ومن خلال الخطوة (5) فى هذه الخوارزمية يكون 

'(0.99999 ,1.0000 ,1.0000) = ا + )× = لير 
وإن الخطأ الحقيقي في هذا التقريب هو 

x | = 1x 1073.‏ ديرن 
مستخدمين أسلوب التوقف المقترح للخوارزمية» نحسب 2م -ط = ٠#‏ ونحل النظام 
قاع حا قاييق لی ايع 
x 10-7, 2.0951 x 10-19, 1.0000 x 10-5(“‏ 1.5002) = اير 

وحيث 10-5 > .|| ا نستنتج بأن 

'(1.0000 ,1.0000 ,1.0000) = اير + اير = 7× 
صحيح ودقيق بما يكفي. . 


وقد افترضنا في هذا سم عوج الوم امه بي اياي امج تباي مسد وفي 
الحقيقة إن العناصر زو ر2 ستبدل أو تشوّش بالمقدارين ر:ه6 و زظ6 مسببين حلا للنظام الي 
مه +ط = ×(64 + 4) بدلا من ا = ×4. ومن الطبيعي أنه إذا كانت |54١‏ و |5| صغيرتين 
( على الترتيب '-10)» فإن حسابًا ذا ٤‏ من الخانات سيعطي حلا > حيث إن اها -×ا| صغيرة 
في المقابل. 

على أي حال فقد لاحظنا في حالة الأنظمة معلولة الاث شتراط أنه حتى لو مثلت 4 و ا 
تمثيلا صحيحًاء فإن أخطاء تقريب يمكن أن تتسبب في کون اا - "اا كبيرًا. وتنسب المبرهنة 
التالية تشوي يشات الأنظمة الخطية إلى العدد الشرطى للمصفوفة. ويمكن إيجاد برهان هذه النتيجة 
فى [33 .ص ,012], 


لتكن 4 ليست مفردة؛ وليكن 


1 
6A|| > لل‎ 
ا‎ lA ll 
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كان جيمس هاردي ولكنسون 

)1919 - 1986( 

James Hardy Wilkinson 

معروفا پعمله الواسع في الطرائق 
العددية لحل نظم المعادلات الخطية 
ومسائل القيم المميزة. وقد طور 
أيضا أسلوب الجبر الخطى العددي 
لتحليل الخطأ الإرجاعي. ٠‏ 


461 Error Bounds and Interative Refinement 


عندئذ» إن الحلّ * ل ط6 + طا = (54 + 4) يقرب الحل × ل طا = ×4 مع تقدير للخطأ 
K(A)|lAl|‏ العا lx‏ 


)1641 ام 
4.7 >< 
xl * 4l 49‏ 5 


والتقدير في المتباينة (24.7) ينص على أنه إذا كانت المصفوفة 4 جيدة الاش شتراط (بمعنى 


ارو ا امنويضو e E‏ 
ومن ناحية أخرى إذا كانت المصفوفة 4 معلولة الاشتراط فإن تغييرات صغيرة في 4 و ا قد تنتج 
تغييرات كبيرة فى ×. 

المبرهنة مستقلة عن العملية العددية المنتهية التى استخدمت فى حل م = ×4. ويمكن من خلال 
وسائل تحليل الخطأ الإرجاعي (انظر [۷111] أو )]W112[‏ إثبات أنه إذا استخدم تقليص جاوس 
مع تمحور لحل ط = ×4 في حساب / من الخانات فإن الحلَّ العددي ‏ هو الحلّ الحقية 


للنظام الخطي 
b‏ = 64% +4( عندما |لثه| max‏ '-'010ماثر > ISAll‏ 
lJ,‏ 


وجد ولكنسون عند التطبيق أن ۸ < »)١(‏ وفى أسوأ الأحوال (37° + ہ)1.01 > (0)/, 





مجموعة التمارين 4.7 


EXERCISE SET 
:|١|- احسب الأعداد الشرطية للمصفوفات الآتية بالنسبة إلى‎ .1 


1 ب.[ 1.6 3.9 
00 9 6.8 
4 3 
ج21 1 د 58.091 1.003 
2 1.0001 321.8 5.550 
2. احسب الأعداد الشرطية للمصفوفات الآتية بالنسبة إلى :|١|-‏ 
أ | 589 0.03 ب.| 0.03 58.9 
0- 5.31 531 610- 
ج 24 1ك 11 0.01-— 0.01 0.04 
| - 1 0 02 0.5 2| 
00 2 1 
: 7 
3. للأنظمة الخطية الآتية 6 = ×4 حل حقيقي × وحلّ تقريبي » مستخدمًا نتائج التمرين (1) 
احسب: |اكاةق - Ib‏ 
xl‏ - تبج U‏ 
اا -×اا و Al.‏ 
أ اط دس + فاه 5 د 16 39E‏ 
جر = 6.8x + 2.9% = 7 xı + x2‏ 


¥= (L1 
Xx = (0.98, 1.1(' 


x= (=) 


X = )0.142,-0.166(' 
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1.003x + 58.09% = 68.12 د.‎ x + 22 = 3 ج‎ 
5.550x + 321.8× = 3 1.0001x + 2x = 1 

x= (1,1)'‏ 10۴ حي 

X% = (0.96, 1.02)‏ 1 ,10-( دي 


4. للأنظمة الخطية الآتية طا -4 حلّ حقيقى × وحلّ تقريبي #؛ مستخدمًا نتائج التمرين 2) 


e‏ الغا - »اا اھا ر 
I X - Xll‏ < 5 
و الك اا 
0.03x2 = 59.2 |)‏ + ,58.9 ب. 59.2 = ر58.9x‏ + 0.0312 
5.31x2 = 0‏ + 6.10 - 0 = و6.102 - :5.31 
x = )10,1(“ x= (1, 10)‏ 
1 
E ê SSO % = (1.02, 9.98)‏ 
X= x2 X= 2N 0.04, + 0.01x2 - 0.01x3 = 0.06 €‏ 
3 0.222 -ي0.52 + 0,22 0 = ور = x2‏ 
1 2 ويه x = xı+ 2x+‏ - 
X= )0, -7,-7(' x = (1.827586, 0.6551724, 1.965517('‏ 
X% = )-0.1,-3.15,-3.14(' X= (1.8, 0.64, 1.9('‏ 


5. )( أولا: است ستخدم تقليص جاوس وحساب تدوير من 3 خانات لتقريب حلول الأنظمة 
الخطية الآتية» «1) ثم استخدم تكرار واحدة من التنقية المعادة لتحسين التقريب» وقارن 
التقريبات بالحلول الحقيقية: 
أ 59.2 = ودو.58 + 0.03x‏ 

5.31: - 6.10% - 0 

الحل الحقيقي '(1 ,10) 
2 7953 = :10.333 + 159207 + 3.3330 

5 ح- 9.6120 + 16.7107 + :2.2220 

-1.5611x + 5.1792 - 1.6855×3 = 4 

الحل الحقيقى '(1 - ,0.5 ,1) 
x4 = 1.12 °‏ + و1002 - 2.1122 + 1.19xı‏ 

14.2 - 0.122 + 12.225 - ×4 = 4 

5 = ب + 99.9x;‏ - ي1002 

15.3x + 0.1105 - 13.15 - x4 = 4.16 

الحل الحقيقي '(1.18260870 - ,0.02065405 - ,0.01269269 ,0.17682530( 
rg = WIT‏ دوق e+‏ حيدم 

Txı+ ex e2xy+ 3x =0 

a GÎ a a 

x # eg Nixg+ 1x4 = 12 

الحل الحقيقي ؛(4,55700252 ,0.16759660 ,3.12541367 - ,0.78839378( 
6. كرر التمرين (5) مستخدمًا حساب تدوير من 4 خانات. 


7. النظام الخطي ط = ×4 المعطى من خلال 


] Looo 2 Jl x |= | 3oo: | 
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له حل '1/17). غيّر 4 قليلًا إلى 
5 1 
1 2 0.9999 | 


5 3 1 
x [  ] 01‏ || 2 0.9999 
احسي الحلّ الجديد مشتخدمًا حاب دوين من 5 خاتات + وقارن الخطا اللحتقن 
بالتقدير (24.7)» هل 4 معلولة الاشتراط؟ 
8. النظام الخطى ط = ×4 المعطى من خلال 
OE.‏ 2 1 
x | ] 00001‏ 2 1.00001 
له حل 1 ,1). استخدم حساب تدوير من 7 خانات لإيجاد حل النظام المشوش 
xı ]_ [ 300001‏ ]21 1 
x | | 3.00003‏ 2 1.000011 
وقارن الخطأ الحقيقى بالتقدير (24.7). هل 4 معلولة الاشتراط؟ 
9. أثبت أنه إذا كانت 8 مفردة فإن 


وافترض النظام الخطي 


اا حهاا 1 
الها K(4)‏ 





[تلميح: ينبغي وجود متجه مع 1 = ||«إاء بحيث0 = ×8. اشتق التقدير مستخدمًا ||'-4||/|«| < ||«هاا.] 
0. مستخدمًا التمرين (9)» قدَّر الأرقام الشرطية للمصفوفات الآتية: 


3.9 1.6 1 N 
6.8 2.9 | ب.‎ 1.0001 2 | .| 
إن مصفوفة هلبرت 21 نجهم 1:15 ۸ × ۸ تعرف من خلال‎ .1 
1 
+ 1ن‎ 
هى مصفوفة معلولة الاشتراط تظهر عند حل المعادلات الطبيعية لمعاملات كثيرة حدود المربعات‎ 
)2.8 الصغرى. (انظر مثال (1) فى الفصل‎ 


أ. اثبت ان 


, Isijsn 





(n _ 
Hyg = 


16 -0 240 -140 
-20 1200 -0 1680 


l4] =‏ 
0- 6480 2700- 240 
280 4200- 1680 140- 
واحسب (1) ۸. 
پ. أثبت أن 
630 1400- 1050 0- 25 
0- 26880 18900- 4800 300- 
(Ez 1050 - 0 79380 -117600 0‏ 


- 0 26880 -0 179200 -0 
630 - 0 56700 -0 44100 
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xı 
Hg» x2 
X3 
X4 


مستخدمًا حساب تدوير من 5 خانات» وقارن الخطأ الحقيقى با لمقدر فى المعادلة (24.7). 
2. استخدم حساب تدوير من 4 خانات لحساب المعكوس 71-١!‏ لمصفوفة هلبرت ۸1 بحجم 3 “ا 3» ومن 
ثم احسب '(1) = ۸8. حدّد ۸۰ - #ااء 


EES‏ 7 طريقة الميل المرافق 


The Conjugate Gradient Method 


ماكنس هستنس إن طريقة الميل المرافق المنسوبة إلى [48] اء1]ء56 a4‏ وعمعاو11 تطوّرت في الأصل» لكونها 
(1991- 1906) 2 طريقة مباشرة مصمّمة لحل نظام خطي إيجابي واضح بحجم « × . وبطريقة مباشرة فإنها 
Hastens‏ 0 عمتا يحاية دى هن" یکن خا ويد مع و لكون كلا الطريقتين تتطلب ۸ من الخطوات 
إدوارد ستيفل 7010810 9 E‏ 5 ا اناك ARE a E‏ 
ا ترز ر ديد الحل» وان خطوات طريقة الميل المرافق ذات تكلفة حسابية أكثر من تلك التي في 
الأصلية لطريقة التدرج .0 طريقة جاوس للحذف. 1 
عام 1952 عندما كانا ومع ذلك فإن طريقة الميل المرافق مفيدة جدًا عند استخدامها بوصفها طريقة تقريب بالتكرار 
يعسلان في معبد التحليل لحل أنظمة كبيرة متفرعة مع عناصر غير صفرية تظهر في أنماط تنبؤية. وعندما يعاد اشتراط 
العددي بجامعة كاليفورنيا / المصفوفة لجعل الحسابات أكثر فاعلية» فإن نتائج جيدة تظهر خلال 1/7 من الخطوات تقرييًا. 
لوس أنجلس ٠119016‏ وإن تطبيق هذه الطريقة بهذا الأسلوب يجعلها مفضلة على طريقة تقليص جاوس للحذف وطرائق 
التكرار التي سبق مناقشتها. 
وخلال هذا الفصل نفترض أن المصفوفة 4 موجبة التحديد. وسوف نستخدم تعبير الضرب الداخلي 
(x,y) = x'y 25.7‏ 1 
حيث إن × ولا متجهان بحجم »٨‏ وسنحتاج إلى نتائج معيارية من الجبر الخطي أيضا. وإن 
مراجعة هذه المادة موجودة فى الفصل (1.9). 
سنحصل على النتيجة الآتية من خلال خصائص المنقولات. ١‏ انظر التمرين 12). 
مبرهنة 30.7 لأي متجهات ×» لاو 2 وأي عدد حقيقي یکون لدينا 
(x,y) = (y, x) 0‏ 
(ax, y) = (x, ay) = a(x, y) (i)‏ 
(x +2, y) = (x,y) + (2y) (ii)‏ 
(x, x) > 0 (iv)‏ 
(۷) 0= × إذا وفقط إذا 0 = )x,×(‏ 0-3 
وعندما تكون 4 موجبة التحديد» فإن 0 < »لم “ا = (×4 ,») ما لم يكن 0 = ×. وحيث إن 
4 متماثلة» يكون لدينا ل(« ) = 4 '× = ,4'×» ومن ثم فبالإضافة إلى النتائج فى المبرهنة 
(30.7)» سيكون لدينا لكل × و لا 


„Ka. )89( 5 وا‎ 


حل التظاء ال 

عل لطم لدي 
0 
1 


7 طريقة الميل المرافق 


مبرهنة 317 


465 The Conjugate Gradient Method 
(x, AY) = (Ax, y) (26.7 
والنتيجة الآتية هى أداة رئيسة فى تطوير طريقة الميل المرافق.‎ 
يكون المتجه × حلا للنظام الخطي الإيجابي الواضح ط = ×4 إذا وفقط إذا كانت القيمة‎ 
تتحقق عند *<«. ل‎ 8)×( = )×, 4×( - 20», ٥( الصغرى للدالة‎ 
البرهان‎ 
عددًا حقيقيًا. ولدينا‎ ٤ ليكن × و 0 ¥ ۷ متجهين ثابتين» والمتغير‎ 
g(X + IV) = (X + ,لام‎ AX + tAV) — 2(X + tv, b) 
= (x, AX) + t(v, AX) + 1(x, AV) + 2207, Av) — 2(x, b) — 2t(v, b) 
= (x, AX) — 2(x, b) + 2t(v, AX) — 2200, b) + 1(v, AV) 
ولذلك فإن‎ 
g(x + 1V) = g(x) + 2t(v, AX - b) + 207, AV) (7.27 
وبما أن × و ۷ ثابتان» يمكننا تعريف الدالة التربيعية ۸ فى ۲ من خلال‎ 
h(t) = g(x + tv) 
موجبًا.‎ )۷١ 4۷( ومن ثم يفترض أن يكون ۸ أقل قيمة عندما 0 = (۸)۲؛ لكون معامل 2/ أي‎ 
وحيث إن‎ 
h'(t) = 2(v, كام‎ - b) + 2t(v, AV) 
فإن القيمة الصغرى تحصل عندما‎ 
(v, Ax ¬ b) _ خط ريع‎ Ax) 


TAY 5 


ومن المعادلة (27.7) يكون 


5-0 (v, b- Ax) (v, b- Ax) 
h(F) = g(x) - AY b-— Ax) + کش‎ ( (v, AV) 


(v, b- Ax)? 
(v, AV) 1 
ولذلك لاي متجه 0 # ۷ يكون لدينا (×)ع > (/ + ×)ع ما لم يكن 0 = (×۸ -ط ,0)» وبهذه‎ 
الحالة يكون (/0م + ×)ع = (×)ع. هذه هي النتيجة الرئيسة التي نحتاج إليها لبرهنة المبرهنة‎ 
.31.7( 
8)×( افترض أن *× تحقق طا = *<اى, لذلك 0 = (*ا4 - 0 ,۷) لأي متجه ۷» ولا يمكن جعل‎ 
.8 أصغر من (**)8. ومن ثم فإن × تقلل من‎ 
افترض من جانب آخر أن “× هو متجه يحقق القيمة الصغرى للدالة 8» لذا لأي متجه ۷ يكون‎ 
لدينا (*“«)م < (3/0 + **)م. ولذلك فإن 0 = (“×4 -ط ,۷). وهذا يؤدي إلى أن 0 = ×۸4 -ط‎ 
والنتيجة أن م = *«4. ممه‎ 


وللبدء بطريقة الميل المرافق؛ نختار × الذي هو حل تقريبى إلى ط = “×4 وأن 0 كي ۷ 


-80)م = 
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الذي يعطى اتجامًا بحثيًا اتجاه الابتعاد عن × لتحسين التقريب. ليكن ×4 -ط = ۲ هو متجه 
البواق × وأن 
لبواقي مع ب (v,r)‏ اه (b-‏ _ 


(v, AV) (v, AV) 
فإذا كان 0 ¥ ۲» و ۷ و ۲ ليسا متعامدين» فإن ۲۷ +× تعطي قيمة أقل ل 8 مما هي ل (×)ع»‎ 
وإنها افتراضيًا أقرب إلى "× مما هي إلى ×. وهذا يؤدي إلى اقتراح الطريقة الآتية.‎ 
وليكن 0 د ۷ متجه بحث ابتدائيًا. ولكل , ...,2,3 ,1 = ۸ نحسب‎ ox لیکن × ت تقريبًا ابتدائيًا إلى‎ 


(v0, سام‎ Ax) 
(®, Av%®) 





k= 
x = هايم + كاير‎ 
ونختار اتجاه بحث جديد ”**۷. والهدف أن يؤدي هذا الاختيار إلى أن تتقارب متتالية‎ 
.«* التقريبات [1 بسرعة إلى‎ 
ولاختيار اتجاهات البحث؛ نفترض 5 دالة لمركبات '(,د ,...,2×,إ×) = ×» ومن ثم‎ 
بتاع‎ x2, ..., x) = (x, AX) - 2(%, b) = ره ةر‎ - 2 


i=1 j=1 
وبأخذ المشتقات الجزئية بالنسبة إلى متغيرات المركبات »× نحصل على‎ 
ag 2 
E = 22 axi - 26+ 
ولذلك فإن تدرج (ميل) 8 يكون‎ 
3 3 3 . 
7 ام‎ = (o, (ط دعم )2 = 0 ا‎ 2 - 2 


حيث إن المتجه ۲ هو متجه البواقي إلى ×. 
ومن حسابات التفاضل والتكامل متعدد المتغيرات» نعرف أن اتجاه النقصان الأكبر في قيمة 
90 هو الاتجاه المعطى من خلال («8)0 2-7 يعني أنه في اتجاه الباقي ۲. 
تسمى الطريقة التي تختار 
Ax» 7‏ -ط د ام د y+‏ 

طريقة النزول الأعمق .sieepest descent‏ وعلى الرغم من أننا سنرى في الفصل (4.10) أن هذه 
الطريقة جديرة بالأنظمة اللاخطية وبمسائل التحسين» إلا أنها لا تستخدم في الأنظمة الخطية 
نتيجة تباطؤ التقارب. 

وتستخدم الطريقة البديلة مجموعة من متجهات الاتجاه اللاصفرية ("۷ ,...,"۷) التي 


0= (vھ‏ ,”يع إن ز 1¥ 


وهذا يُسمى ”شرط التعامد -4 0168100م ityاa »”A-rth ogo‏ وإن مجموعة المتجهات 
VF‏ ا تسيى ”تعامد -4 اة موهطا۲ه-4”. وليس من الصعب إثبات أن متجهات 
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تعامد -4 المرتبطة بالمصفوفة الإيجابية الواضحة 4 مستقلة خطيًا. (انظر التمرين 13 -أ) هذه 
المجموعة من اتجاهات البحث تعطى 

Ax(*-D) (#0, FD)‏ 8 كليم 

AV) (VI, Av)‏ ,®( م 
و ا + )× ے قار 
وتثبت المبرهنة الآتية أن اختيار اتجاهات البحث تعطي تقاربًا في 7 من الخطوات بوصفها 
حدًا أعلى» ولذلك فإنها تعطي الحلّ الصحيح بوصفها طريقة مباشرة» مفترضين أن الحسابات 


صحيحه. 


لتكن (70 , ...,"] مجموعة متعامدة من المتجهات غير الصفرية بالنسبة إلى 4 مرتبطة 
بالمصفوفة الإيجابية الواضحة ۰4 ولتكن × عشوائية. نعرف 


6 (k-1) 

2 ,كان‎ b— AX 

x) = x) + ا كه اها = هاري‎ ١ 
د‎ (®, Av) 


لكل ” ,...,2 ,1 = . ولذلك على افتراض أن الحسابات صحيحة» فإن 6 = "×4. ل 
البرهان 
بما أنه لكل ۸ ,...,2 ,1 = 4, نجد أن ئ + “× = )», فإنه يكون لدينا 


Ax™ = Ax" + r, Av” 


لاير1 و ال 20 3-5 2-مايرم) 5 


Ax® + tı Av اريرس‎ +...+ Av” 
وبطرح ط من هذه النتيجة نحصل على‎ 
Ax™ — b= Ax® - b+ rav + Av +...+ Av” 


والآن نأخذ الضرب الداخلي لطرفي المعادلة أعلاه با متجه ا ونستخدم خواص الضرب 
الداخلى وحقيقة كون 4 متماثلة لإيجاد 


(4x - b, v*) = (Ax® - رم‎ ®) + (AvP, v®) +... + t,(AV™, vy) 
= (Ax - ۴ھ ,)+ ۰۰ + )۷ھ ,)1 + ليريم‎ ( 


إن خاصية تعامد-4 تعطينا لكل / 
Av®) 28.7‏ بقاري + )® رم — (Ax®‏ = ركان (Ax” - b,‏ 


وعلى أي حال فإن 
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B= Ax*-D)‏ كليم 


2 (0, Av® 
(v0, ولذلك فإن اررحم‎ 
(۷, ھ٣‎ ( = سح ,اليم‎ A» 
2 (#0, اط‎ Ax® + Ax® _ Ax +... Ax(%2 + Ax%-2 Ax“) 
— ۵, -ط‎ A») +), A» - A») +... +), A-2 - Ax) 
ولكن لأي : نجد أن‎ 
Ax = Ax + AvP 5 ×) ا ب احير ے‎ 
لذلك فإن‎ 
Ax — Ax = - AvP 
ومن ثم يكون‎ 
0 ا ا ا الا ,)ع - ال - ظط ,۴ ) = رھ‎ 
ولذلك فإن‎ »١ ¥ # وبسبب تعامد -4» فإن 0 = (4۷ ,*۷) لكل‎ 
-ط ا و قرم ىم‎ Ax®) 
ومن المعادلة (28.7) نجد أن‎ 
(Ax” - رم‎ v*) = (Ax® - رم‎ v ®) + (®, نط‎ Ax ®) 
= (Ax - ان ,×4 -ط) + ( ۴ ,ط‎ 
= )A4x - رط‎ v۴ ( - )ےx‎ - انررم‎ 
=0 
يكون المتجه ط - "×4 متعامدًا مع مجموعة متجهات تعامد -4» ("۷ ,...,۷). ومن هنا‎ 
تيرم انظر التمرين -13 ب). سمه‎ - b= 0 مثال 1 سيكون‎ 
افترض المصفوفة موجبة التحديد‎ 
4 3 0 
A= |3 4 -1 
0 -1 4 





وليكن '(0 ,1 ,3 -) = ۷ ,'(0 ,0 ,1) = ۷ و “(3,4,1-) = ۷۳. وبالحساب المباشر نجد 


3 0 -3 
لايم‎ Av) = A = )1,0,0( | 3 4 -1 1 | =0 
0 1 4 0 


4. B4 ONT 
ا 4 3| )1.0.0( = رمرم‎ | ٤ | =0 
و ا‎ 1 


دع 05 8 4 5 
0= 5 3 3-4 1,0,--) = وتام هايم 
2 4 4 
1 4 0-1 
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لذلك فإن [3)ن ,2)ن ,(1)ن) هى مجموعة تعامد -4. 


إن النظام الخ 
إن 1 ي 37 25 
Ul 37‏ 
4 - 23 


له حل صحيح هو (5-,3,4) = *. ولتقريب هذا الحلَّ؛ افترض أن '(0 ,0 ,0) = 9». ولأن 
'(24- ,30 ,24) = ط» يكون لدينا 





4 3 0 
3 4 -1 


0 =1 4 


A» = b= )24, 30,-24('‏ -م = r‏ 
ولذلك فإن 
24 - ۳)0 ے رهم اللاي 4ت (VD, AvP»)‏ و 6< 4 1 
ومن ثم فإن 
x) = x + rov = (0, 0, 0) + 6(1, 0, 0)“ = (6, 0, 0(*‏ 
وبالاستمرار على هذا النحوء يكون لدينا 
r) 12 _ 48‏ ,2( 


UA a A = 9 EE a E 
م‎ = 5٠ Ax" = )0, 12, -24(; 11 = OY AV) 7/4 3 


48 3 م‎ 6 48 ٠ 
0 0ت‎ Oa Ra ES N a 
* xX + لازم‎ (6, 0, 0)' + 7 ( 3 ,0[ ( 50) 


7- ليل ,2( 120 
5 ے للد دم ,| خخ - ,0 0) = تيرم م -2) 
VA, AVA) 24/7‏ 27 7 ( 5 ا 





“(5- ,4 ,3) = '(1 ,4 ,3 -) (5-) + '(0 ,# ,؟) = ارين + × = × 
ولأنناطبّهنا الأسلوب قلات مراك 78-35 قان هذا يعد حلا حقيفًاً: 5 
وقبل مناقشة كيفية تحديد مجموعة تعامد -4: سنستمر في التطوير. إن استخدام مجموعة 
تعامد لم (7"نا ,...,۷) لمتجهات الاتجاه تعطينا ما نسمّيه طريقة الاتجاه المرافق 
direction‏ ugateزnد.‏ تثبت المبرهنة الآتية تعامدية متجهات البواقى ۴۳ ومتجهات الاتجاه 
(ثأنا. وقد أخذ في الحسبان برهان هذه النتيجة باستخدام الاستقراء الرياضي في التمرين 14). 


إن متجهات البواقى ۲١‏ » حيث "۸ ,...,2 ,1 = »K‏ لطريقة الميل المرافقة تحقق المعادلات 
لكل ١‏ 

yi) = 0‏ رقا لكل 8 ك 

إن طريقة الميل المرافق لهستنس وستيفل تختار اتجاهات البحث (“۷) خلال عملية التكرارء 

لذلك فإن متجهات البواقي [] متعامدة تبادليًا. ولإنشاء متجهات الاتجاه ( ... ,2 ,۷) 
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والتقريبات ( ...,*× ,"*)» فإننا نبدأ بتقريب ابتدائي "×» ومن ثم نستخدم اتجاه النزول 
الأعمق ۸×۳ -ط = ), حيث أول اتجاه بحث (/. 
افترض أن الميول المرافقة 0-10 , ... ٠,‏ والتقريبات “× , ...,× حسبت مع 


۴-1 م 4 لاير x)=‏ 


حيث إن 


0ح (انابيم ,"ابم و 0 = (انام ,) لكل ز و 1 


وإذا كان “× هو الحلٌ ل ط = ×4 فقد وصلنا إلى النهاية. وبعكس ذلك» يكون 
0 # (ا-ايرم -ط = ٠-١‏ وتؤدي المبرهنة (337) إلى أن 0ح (إث“ان,10-م لكل 
۸-1 ,...,1,2 -1. عندئذٍ نستخدم ۲۴ لتوليد ۷ بوضع 
)1 ايح sr‏ 35 )1 كام )نر 
ونريد اختيار 52-1 بحيث يكون 
0 =( لايع 
وحيث إن 
Ar + s4‏ = لاريم 


Ar*-) + s1 (` P, Av %1)‏ سايم = Ay)‏ لايع 


سيكون لدينا 0 = ( ۸۷۳ ٣,‏ ۷) عندما 


(v= D, Ark D) 


نض ورك 3 Sk-1‏ 


وبالإمكان أيضًا إثبات أنه مع هذا الاختيار ل 5-1 يكون لدينا 0 = ("4۷ ,“۷) لكل 
2 -* ,...,2 ,1 = : (انظر [245 .م ,نانآ])» ولذلك فإن ۷١7‏ , ...)هي مجموعة تعامد -4. 
وباختيارنا ان نحسب 

;ام ,و ام ام 0 
AVM) (®, Av®)‏ ,®( `“ 

)02 مام لايم لاع )1 (rk‏ 

= هه‎ 
(0, Av) (v0, Av) 


ومن خلال المبرهنة (33.7) يكون لدينا 0 = (1-م ,-*) » ولذلك فإن 
(r-D, r*-1)‏ 1 
اريم ,®( 


ام ر )× ے )× 


ولحساب 0ء نضرب في ۰۸ ونطرح ط لنحصل على 
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م = )م‎ _ Av ® أو‎ Ax® - b= Ax*-D b+ Av ® 
ومن ثم فإن‎ 
بقلي = رقا ,)ر م اللعكاى = رهام رقا‎ ۷ ( 
والأكثر من ذلك» فإننا نحصل من المعادلة (29.7) على‎ 


Av®)‏ ,®( — للتععام اللعمامع 


ولذلك فإن 
Ar) (r, Av®)‏ ,#0( 

k3 VB, AVE) (VB, AV) 
(1/1) (r, r0) (r, رقم‎ 


وباختصار لدينا الصيغ 
9م ے ا A»),‏ م د ۵ 
وعند م , ...,2 ,1 = 24 يكون لدينا 
العام (r%-D,‏ 
(0ارم (v0,‏ 
اي +  x(k-1‏ ير 
ےم د )م = قار 


(0y, رهام‎ 
(r-D, وكام‎ 


k= 


> بد 
G0.7)‏ فى + )م ے y+‏ 

وبدلا من عرض خوارزمية لطريقة الميل المرافق مستخدمين هذه الصيغ» سنوسّع الطريقة 
لتشمل الاشتراط المسبق 7620741/:017#م. فإذا كانت المصفوفة 4 معلولة الاشتراط فإن طريقة 
الميل المرافق تكون معرضة لأخطاء تقريب بصورة كبيرة. وعلى الرغم من وجوب الحصول على 
الإجابة الصحيحة فی من الخطوات» فإن ذلك لم يعد هو الحالة. ولأنها طريقة مباشرة» فإن 
طريقة الميل المرافق ليست بجودة تقليص جاوس مع التمحور. وإن الاستخدام الرئيس لطريقة 
التدرج المتقارن هو طريقة تكرار تطبّق على نظام مشروط بصورة أحسن. وفي هذه الحالة سنحصل 
غالبًا على حل تقريبى مقبول خلال ۷١‏ من الخطوات. 
ولتطبيق الطريقة على نظام جيد الاشتراط؛ نريد اختيار مصفوفة اشتراطية غير مفردة © بحيث 
يكون 0 

A= CC AG 

جيد الاشتراط. ولتبسيط الترميز؛ سنستخدم المصفوفة ٥‏ لترمز إلى “1 ©). 


افترض النظام الخطي ,6 = عم حيث »«0 X=‏ و ط٥‏ = 5. لذلك فإن 
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Ak = )0 ورت )07م‎ = C Ax 

ولذلك فإنه يمكننا حل 6 = 4 ل ومن ثم إيجاد × من خلال الضرب ف في .٥'‏ وعلى أي حال 

فبدلًا من تكرار كتابة المعادلة (307) مستخدمين “× ,ب ,"0 ,۴ء و 3 ندچ الاشتراط المسبق. 


وحيث إن 
اع = هابر 
يكون لدينا 
Be Ax) aC‏ سج SE AC EROS‏ = چ¡ -ثق = قاع 
لیکن ٥'۷٣۳‏ = )ن و 0-104 = ارين لذا فإن 
وماحم (c1,‏ ماع (F0,‏ 
FED)  (C-Irk-D, C-Irk-D)‏ اتساج Sk‏ 
بذلك فإن 
(wO, w0) 5 3‏ 
00 الاين لساري Sk‏ 
2 فاه 
ومن ثم فإن 
(e 1y(k- 1) , Cr (k- 0) (wk-D, wD)‏ زعام الماع 
AM) (CN, C-1AC-TCNVM) (CVS, C-TAV®)‏ رماو ^ 
[CJC Ay‏ = زظاريم احن (cy,‏ 
Av*)‏ ايم — CC71 Ay = [®] Ay‏ “يع = 55 
يكون لدينا 


(k-1 yy(k-1) 
R= العاف 1ك‎ 62. 
(®, Av®) 


والأكثر من ذلك»› فإن 
او + x‏ = 0× لذلك فإن C'0‏ + »اع = فايرا 


3 
03.7 هاي + لاير = 0× 
ار کر 
فوع تامام د ماع 
ولذلك فإن 
فارج م کم ے م FCIAC,‏ د تاراسم = C-1r‏ 
2 


04.7 يي _ لحار د هام 
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وفي النهاية إن 

الأفافره بيع رال النظام 3 + ike D ٣ F0‏ و 35C‏ چ ,7ع = 1 Ctyit+‏ 
المعطى بآخر له الحلول نشها. ولكن ولذلك فإن 
بمدات تقاربية أفضل )685.7 ےی + “ع = ای + له ف 
إن طريقة الميل المرافق مسبقة الاشتراط تستند إلى استخدام المعادلات (81.7) - (35.7) بالترتيب 
32.7 (33.7): (34.7): (31.7) ثم (35.7). وتنفذ الخوارزمية (57) هذه العملية. 

طريقة الميل المرافق مسبقة الاشتراط 

Preconditioned Conjugate Gradient Method 

لحل ط = ي«م اخذين في الحسيان اللصفوفة مسبقة الاشتراط 07١‏ والتقريب الابتدائي x0‏ ۽ 
المدخلات: عدد المعادلات والجاهيل ۸ العناصر ” 5 /ر ,ة 15 «ز:© للمصفوفة 4 العناصر 
۸ > ز > 1 ,زط للمتجه ط» العناصر ” > ل .4 ك 1 ۷١‏ للمصفوفة مسبقة الاشتراط'-©. العناصر 
۴ > 1 1,15 للتقريب الابتدائي "× = × وأكبر عدد من الإعادات 7 حد السماح 101. 
المخرجات: الحل التقريبى +× ...51 والباقى 7 ٠٠٠٠٠١,‏ أو عبارة تفيد بأن عدد مرات 
التكرار تم تجاوزه. 


د 1+ 


على -ط = ۲ راحسب ۴۹). 
C۴‏ =۷ ر إرھاد: W۳‏ ديو 
CW‏ =۷ ر إرشاد: ۷٣۳‏ = ۷). 


سا (/8 > )K‏ فطيّق الخطوات 4 - 7. 


إذا كان 701 > |إ۷ا|ء 
الخرجات ( متجه الحل 2 21:...٠+‏ ). 
الخرجات ( مع الباقي «7 71,٠٠١0,‏ ). 
( العملية كانت ناجحة). 
توقف. 
ضع ۷ = نار إرشاد: )ينرم = ن ). 
2 چ وإرشادة = 
j=1 j4j‏ 2 
X= X+ IV‏ ر إرقاد: »× = ×). 
r=r— tu‏ زاراد هام دسي 


م ديي ( إرشاد: ابيا = .)W‏ 


زس =8 (إرشاد:( )W ۳, w۵‏ دق). 
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إذا كان 701 > |8| فإنه 
إذا كان 701 > ||"5|| فإنه 
المخرجات ر متجه الحل و , ...,1ئة ). 
المخرجات (مع الباقي يزلا i‏ 
( العملية كانت ناجحة). 
توقف. 
(s = s«) s = B/a‏ 
۷ء + بن € = لا ر( إرشاد: لل+كانر = ۷). 
6 ده ( تحديث © ). 
1 +غ دع 


إذا كان (7 < 4) فإن 
المخرجات ( أكبر عدد مرات تكرار تم تجاوزه). 
( العملية كانت غير ناجحة). 





توقف. 
يوضح المثال الآتي الحسابات في مسألة سهلة. 
النظام الخطي ا = ×4 المعطى من خلال 
4x + 3x2 = 4‏ 
3x1 + 4x2 - ×= 0‏ 
1 4 - د ويه +× - 
له حل '(5- 4 ,3). وقد تناولناه في مثال (3) من الفصل (3.7). وقد استخدم في ذلك المثال 
طريقتا جاوس - سيدل و 501» وسنستخدم طريقة الميل المرافق دون اشتراط مسبق» ولذلك فإن 
.C = C= 7‏ لیکن '(0,0,0) = ×» ومن ثم فإن 
A» = b= )24,30,-24('‏ -م = r0‏ 
w= Cr = (24, 30,-24('‏ 
vy = Cw = (24, 30, - 24‏ 
a = (W, W) = 2052‏ 


N 


مثال 


سنبدأ أول تكرار مع 1 = »» لذا فإن 
Av” = (186.0, 216.0, - 126.0('‏ دن 


04 
= لله‎ 5 
1 (7D, u) 


x) = × + ry = )3.525773196, 4.407216495, - 3.525773196)“ 
)م = لكر‎ - ıu = )- 3.32474227, - 1.73195876, - 5.48969072(' 
W= C71, ت‎ 0 
8 = (w, W) = 4.190251 


2 = ا = و 


0 
أ„‎ = Cw + sv = )- 2.807896697, - 1.085901793, - 6.006536293(' 
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ضع 44.19029651 = 8 = به. 


ونحن الآن على استعداد للبدء بالتكرار الثاني. فيكون لدينا 


u = Av = )- 14.48929217, - 6.760760967, - 22.94024338(' 
2 = 8 
x” = (2.858011121, 4.148971939, - 4.954222164) 
r” = (0.121039698, - 0.124143281, - 0.034139402(' 
w= C٣2 2م د‎ 
8 = 18 
s2 = 0.000706663 
v3 = (0.1190554504, - 0.1249106480, - 0.03838400086(' 
ضع 0.03122766148 = 8 ع به‎ 
وأخيرًا تعطينا التكرار الثالثة‎ 
u = ليم‎ = (0.1014898976, - 0.1040922099, - 0.0286253554(' 
1.192628008 
x3 = (2.999999998, 4.000000002, - 4.999999998(' 
r = (0.36 x 107°, 0.39 x 107°, - 0.141 x 107°) 


- 
ى‎ 
Il 


ولأن × هو الحل الصحيح تقريبًاء فإن خطأ تقريب لا يؤر معنويًا في النتيجة. وفي المثال (3) من 
الفصل (3.7) تطلبت طريقة جاوس-سيدل 34 تكرارًاء أما طريقة 5018 مع 1.25 = «؛ فقد تطلبت 
4 تكرارًا فقط لدقة بحدود 1077. ومن الجدير ملاحظة أننا نقارن فى هذا المثال بين طريقة مباشرة 
وطرائق تكرار. : . 

ويعرض مثال الآتي تأثير الاشتراط المسبق في مصفوفة ضعيفة الاشتراط. ونستخدم 
في هذا مثال وما بعده <( ليمثل المصفوفة القطرية» التي عناصرها عبارة عن مقلوب 
الجذور التربيعية للعناصر القطرية لمصفوفة المعاملات 4. 


مثال 3 النظام الخطي ا = ×4 مع 


1 02 01 E! 0 
2 0.1 #4 LL A-1 
b= ]| 3 و‎ 4- | 1 1 50 9 =2 
4 1 1 0 8 4 
3 0 الت‎ E RB 
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له حل 

'(0.01062616286 ,0.546430164 - ,0.07359223906 - ,0.4229264082 ,7.859713071( = “كر 
الصفوفة 4 متماثلة وموجبة التحديد» لكنها معلولة الاشتراط مع عدد الشرط 13961.71 = (4) هكل. 
سنستخدم حد سماح 0.01 ونقارن النتائج التي ظهرت من الطرائق (جاكوبي)» (جاوس - سيدل) 
SOR)‏ للتكرار مع 1.25 = س) و(التدرج المتقارن) ب 1 -0-1. وبعد ذلك فإننا نكون قد نفذنا 
اشتراطا مسبقا من خلال اختيار ١‏ بمنزلة المصفوفة القطرية ‏ <( التى عناصرها القطرية 
عبارة عن معكوس الجذور التربيعية الموجبة للعناصر القطرية في المصفوفة الإيجابية الواضحة 
4. النتائج مبينة في جدول (57). إن طريقة الميل المرافق مسبقة الاشتراط تعطي التقريب الأدق 


جدول 57 مع أصغر عدد من مرات التكرار. 
الطريقة عدد مرات الإعادة مير || x*‏ غير 
جاکوبی Jacobi‏ 49 0.07349 - ,0.42320802 ,7.86277141( 0.00305834 
1 0.01062847 ,0.53975964 - 
جاوس - سيدل Gauss-Seidel‏ 15 0.07319124 - ,0.42257868 ,7.83525748( 0.02445559 
'(0.01060903 ,0.53753055- 
SOR (w = 1.25)‏ 7 0.0734803 - ,0.42277371 ,7.85152706( 0.00818607 
)0.01062286 ,0.53978369 - 
التدرج المتقارن Conjugate Gradient‏ 3 0.07347963 - ,0.42298677 ,7.85341523( 0.00629785 
)0.008628916 ,0.53987920 - 
مسبق الاشتراط Conjugate Gradient‏ 4 0.07359878 - ,0.42288329 ,7.85968827( 0.00009312 
(Preconditioned)‏ “)0.01064344 ,0.54063200 — 


إن طريقة الميل المرافق مسبقة الاشتراط ١١ء‏ لهاع عاهعنازدمء غالبًا ما تستخدم في حل أنظمة 
خطية كبيرة تكون فيها المصفوفة متشعبة وإيجابية واضحة. ويجب حل هذه الأنظمة لتقريب 
حلول مسائل القيمة الحدية فى معادلات تفاضلية اعتيادية (الفصول 3.11› 24.11 5.11). وكلما 
كان النظام كبيرًا أصبحت طريقة ا ميل المرافق لافتة للإعجاب؛ لأنها تقلص عدد مرات التكرار 
المطلوبة معنويًا. ونجد فى هذه الأنظمة أن المصفوفة مسبقة الاشتراط © تكون مساوية تقريبًا 
ل1 في تحليل شولسكي العاملي ا للمصفوفة 4. وعمومًا يتم تجاهل العناصر الصغيرة في ۸ 
وتطبّق طريقة شولسكي لإيجاد ما يدعى تحليلا عامليًا غير مكتمل 1.10 للمصفوفة 4. ولذلك فإن 
41 ب ٥-٥-1‏ وقد وُجد تقريب جيد. ويمكن إيجاد المزيد من المعلومات حول طريقة الميل 
المرافق في .[Kelley]‏ 





مجموعة التمارين 5.7 


EXERCISE SET 
النظام الخطي‎ .1 
xı + 


له حل '(4,4) = '(2 x‏ ,*). 











7 طريقة الميل المرافق 
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اال النظام الخطي مستخدمًا تقليص جاوس مع حساب تدويري بمرتبتين. 

ب. حل النظام الخطي مستخدمًا طريقة اليل الرافق ( = 0-1 = ) مع حساب تدويري 
ج. أي الطريقتين تعطي نتيجة أفضل؟ 

د. اختر 7-12 -1-م. هل هذا الاختيار يحسّن طريقة الميل المرافق؟ 


2. النظام الخطي 


0.1 + 0.2x2 = 3 
0.2 + ج1132‎ = 113.2 


له حل '(1,1) = '(:,:*). كرر توجيهات التمرين 1) لهذا النظام الخطي. 


3. النظام الخطي 


مده مام برج 


له حل '(1,1-,1). 


+ع 
1 
xı +‏ 


1 
+ عر 


ب. حل النظام الخطي مستخدمًا طريقة الميل المرافق مع حساب تدويري بثلاث خانات. 


ج. هل التمحور يحسّن النتيجة في ؟ 


د. كرّر الفقرة (ب) مستخدمًا 2712 -1©. هل هذا يحسّن النتيجة في (ب)؟ 

4. كرر التمرين (3) مستخدمًا حسابًا أحادي الدقة على جهاز اهوت 

5. نثذ خطوتين فقط من طريقة الميل المرافق مع 1 -1-© -© على كل من الأنظمة الخطية 
الآتية» وقارن النتائج في الفقرتين (ب) و (ج) بتلك التي وجدت في التمارين (1 و 3 و 9) من 


:)3.7( الفصل‎ 
3x x+ أ [ تور‎ 
- × + 6x2 + 2×5 = 0 
xı + 2x2 + 7x3 = 4 
10 + 5x = 6 ج‎ 
5x + 10×2 - ويرك‎ = 5 
- دور8ة +يعر4‎ x=- 11 


1 -= ×5 + ور = 


4x + x + ه 6 = ور + ور‎ 
xı + 3x2 + x+ بد‎ = 
Xı+ ير‎ + 5x— ور‎ X= 


x3 + 4x4 =‏ -يعر 


0 
© ناه 


+ BF + 4x = 


6. كرر التمرين (5) مستخدمًا 12-م = .٥-1‏ 


ب. 9 = ود 10x1‏ 


- x + 10%2 - 2= 7 

- 2x + 10×; = 6 

4x + سير‎ x + وبر‎ 2 - 2 
xı + بر سور — يررك‎ -- 1 
=x] ورر5 + وبر‎ + ×= 0 
xı X2+ +ور‎ 3x4 =1 
Axı— Xx — يع‎ =0 
=× + 42 - وير‎ = × = 5 
- x + 4X3 - ×= 0 

-Xxإ‎ + ور4‎ x = 6 

2-= »× - ئ4 +ور - رر - 


6 = 4 + و = و - 
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7 كرر التمرين (5) مع 10 = 701 في المعيار ء1. قارن النتائج في الفقرتين (ب) و (ج) 


بتلك التى وجدت فى التمارين (5 و 7 و 13) من الفصل (.8). 
8. كرر التمرين (7) مستخدمًا 5712 -0-1, 
9. قرّب حلول الأنظمة الخطية م =× الآتية ضمن 10-5 في المعيار -ا: 





)( ا 
4, حيث 16 JSS 842 Dc‏ 
j=i+1 5 i= 1,2,3, 5, 6,7,9, 10, 11, 13, 14, 5‏ 
j=i-1 9 i= 2,3,4,6,7,8, 10, 11, 12, 14, 15, 16‏ 
ززه = 1-, حيث is‏ 
i=1,2,.., 2‏ و j=i+4‏ 
j=i-4 9 i=5,6,..., 16‏ 
0, عدا ذلك 
b = (1.902207, 1.051143, 1.175689, 3.480083, 0.819600, - 0.264419‏ 
د 1.051143 ,0.264419 - ,0.150209 - ,0.913337 ,1.175689 ,0.412789 - 
)1.902207 ,0.819600 ,0.913337 ,1.966694 
(ii)‏ 
4, حيث | 8غ 3 7 
4 ,13 ,12 ,11 ,9 ,8 ,7 ,6 ,4 ,3 ,2 ,1 7 20 
i=‏ و j=i+1‏ 
,24 ,23 ,22 ,21 ,19 ,18 ,17 ,16 
15 ,14 ,13 ,12 ,10 ,9 ,8 ,7 ,5 ,4 ,3 ,2 8 5ك 
رية = م 1= j=i-1 9 i=‏ 
5 ,24 ,23 ,22 ,20 ,19 ,18 ,17 
i= 12... 0‏ و J=i+5‏ 
j=i-5 9 i= 67... 25‏ 
0, عدا ذلك 
و '(1,0,2-,0 ,1 ,2 ,0 ,1 - ,0 ,1 ,2 ,0 ,1 - ,0 ,1 ,2 ,0 ,1 - ,0 ,1 ,2 ,0 ,1- ,1,0( b=‏ 
(iii)‏ 


j=i 9 i=1,2,..., 0 حيث‎ , 2 


jir Lg 22 Ong 9 
ررقي 82 و دودر‎ 


0, عدا ذلك 


زه - 11 -, حيث 


و 1.5-6 = :ظط لكل 40 ,...,2 ,1 ¡i=‏ 
أ. استخدم طريقة جاكوبي. 
ب. استخدم طريقة جاوس - سيدل. 


ج استخدم طريقة SOR‏ مع 1.3 -ه في (© و 1.2 -ه فى 0 و 1.1 = صفى (فا. 


”5 استخدم طريقة الميل المرافق واشتراطا مسبقا مع عم = .C-1‏ 


0. خُلَ النظام الخطي في التمرين (24 (ب)) من مجموعة التمارين (3.7) مستخدمًا طريقة 


اميل المرافق مع 1 -1-ه. 


7 مسح للطرائق والبرمجيات 


76 Survey of Methods and Software 
افترض‎ .1 

0 1- 0 0 1- 4 
0 :0 1ت 0 1- 4 1- 

| 0 -1 4 1 | 0 0 -1 1 
00-3 0 O O. S1 
0000 
0-00 

9 َ 00 1 
0000 


ومن مصفوفة ۸ بحجم 16 × 16 بالصيغة المجزأة 


A كح‎ O O 

HE AT SK 6‏ فى 

A DEA TAD 
@ 10: =F A 


افترض 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 ,9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1) = ا 
أ . حلط = ×4 مستخدمًا طريقة الميل المرافق مع حد سماح 0.05. 
ب . حلط = ×۸ مستخدمًا طريقة اليل الرافق مسبقة الاشيتراط مع ام خا e E‏ 
ج. . هل هناك أي حد سماح تتطلب فيه الطريقتان (أ) و (ب) عددًا مختلقًا من التكرار؟ 
12. استخدم خصائصن المنقول المعطى في المبرهنة (13.6) لبرهنة المبرهنة (30.7). 
3. |. أثبت أن مجموعة متعامد-4 لمتجهات لاصفرية مرتبطة بمصفوفة إيجابية واضحة تكون 
ب. أثبت أنه إذا كانت (!7 ,...,17,12 عبارة عن مجموعة متعامد-4 لمتجهات لاصفرية 
فى 1 » وأن 0 = ”الاج لكل ۸ ,...,2 ,1 = » فإن 0 =2. 
4. برهن المبرهنة (387) مستخدمًا الاستنتاج الرياضي وفق الآتي: 
أ. أثبت أن 0ح (لنان رطام , 
ب. افترض أن 0= (۷۳.*) لكل 1 > + و ۾ ,...,1,2 = ز» وأثبت أن هذا يؤدي إلى أن 
0 = رمن عانم لكل 1 ,...,1,2 = ز۔ 


ج أثبت أن 0 = y+)‏ تالمع 
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درسنا في هذا الباب أساليب تكرار لتقريب حل الأنظمة الخطية. ونان بطريقة جاكوبي 


وطريقة جاوس - سيدل لتقديم طرائق التكرار. وتتطلب كلتا الطريقتين تقريبًا ابتدائيًًا عشوائيًا 
× وتوليد متتالية من المتجهات !*غا مستخدمين معادلة بالصيغة 
ع 4 x(i+*D 7x‏ 


ولقد لُوحظ أن الطريقة ستتقارب إذا وفقط إذا كان نصف القطر الطبيعي لمصفوفة التكرار 
«0(T) <1‏ وكلما كان نصف القطر الطبيعي أصغر كان التقارب اس وإن تحليل متجهات 
البواقي لأسلوب جاوس-سيدل أذَّى إلى طريقة 8 للتكرار» التي تتضمن المتغيرة © لتسريع 
التقارب. إن طرائق التكرار وتعديلاتها هذه تُستخدم بصورة واسعة في حلول الأنظمة الخطية 
التي تبرز في الحلول العددية لمسائل قيمة الحد والمعادلات التفاضلية الجزئية انظر البابين 
1 و 12). وغالبًا ما تكون هذه الأنظمة كبيرة جدَّاء حيث تعد 10,000 معادلة في 10,000 من 
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عمل الكسي تیکرلقح كريلوف 
118631945 
Aleksey Nikolayevich Krylov‏ 
في الريانيات التطبيقية وخسوصا 
في مجال مسائل انقيمة الحدية 
تربع نغا ربد يبال كارا بر Fourier‏ 
وسائل كلانيكية مختلغة تتئمن نلما 
ريانية. وخلال بداية ان 1930 كان 
مديرا لمعهد الرياضيات الفيزيائية التايع 


لأكاديمية العلوم السوفيتية 


الجاهيل ومدشعية ة بعناصرها اللاصغرية في مواقع قابلة للتنبؤ. وإن طرائق التكرار مغيدة أيضًا في 
أنظمة متشعبة وأخرى كبيرة ومن السهولة تبتيها ا جيدًا في الحاسبات المتوازية. 
إن البرمجيات السائدة جميعها التجارية والعامة التي تد تتضمن طرائق تكرار عل النطام 
الخطي لعادلات ما غالبًا ما تتطلب اشتراطا مسبقًا لاستخدامها مع تلك الطرائق. وغالبًا 
ما تحقيق تقارب أسرع لأدوات حل التكرار من خلال اإستخدام اشتراط مسبق› 
شتراط المسبق ينتج نظامًا مكافثًا من المعادلاات التي من المؤمل أن تساهم في خصائص 
تقارب أفضل مما هو في النظام الأصلي. وإن مكتبة 11151 تتضمن البرنامج الفرعي PCGRC‏ 
الذي هو طريقة اليل المرافق مسبق الاشتراط. وتتضمن مكتبة 6 برامج فرعية متعددة هي 
prefixed "1‏ نحل التكرار لأنظمة خطية. 
تستند البرمجيات الفرعية كلها إلى طرائق فضاءات 1217107 الجزئية. يحتوي المرجع |52| Saad‏ 
وصفًا مفصلا لطرائق فضاء ۷ار الجزئي. وتتضمن برامج 11۸۶۸٣۴‏ و ٣۸٥ا‏ الطرائق المباشرة 
نحل الأنظمة الخطية فقط وعلى الرغم من ذلك فإن البرمجيات هذه تتضمن العديد من البرامج 
الفرعية التي تستخدم قبل حل التكرار. إن البرمجيات السائدة العامة ش.]5 ,1128401 e‏ 
والقوالب تتضمن طرائق تكرار. وإن 21471.48 يتضمن طرائق تكرار متعددة تستند أيضًا إلى 
فضاءات 0100 الجزئية. وعلى سبيل المثال؛ فإن الأمر (,5006)4 = × ينفذ طريقة الميل 
المرافق المسبق الاث شتراط لحلّ النظام الخطي م - ×4. بعض التغيرات المدخلة الاختيارية ل 
P6‏ هي ا حد السماح e‏ أكبر عدد من مرات التكرار 14×1١‏ والاشتراط المسبق ۸. 
تناولنا مغاهيم العدد الشرطي والمصفوفات الضعيفة الاش شتراط في الفصل (7.4). ويتضمن العديد 
من البرامج الفرعية لحل النظام الخطي أو لتحليل مصفوفة إلى العوامل L0‏ فحوضًا للمصفوفات 
معلولة اترا وتعطي تقديرًا للعدد الشرطي كذلك. 
ويحثل البرنامج الفرعي 508785 في 1۸۴۸١۸‏ عامليًا المصفوفة الحقيقية 4 إلى العوامل ا1 
ويعطي تر تيب الصف لمصفوفة التباديل ۲» حيث إن 207 = ۶4. والبرنامج الفرعي 508001 
يعطي مقلوب العدد الشرطي ل ۸4ء مستخدمًا العوامل L1‏ والمحسوبة من خلال ,SGETRF‏ 
يتضمن 42801.] كذلك برامج فرعية لتقدير العدد الشرطي لمصفوفات خاصة. وعلى سبيل المثال 
ينغن 0۴۴ عوامل شولسكى لصفوفة إيجابية واضحة 4: وإن 588500017 يقدَّر مقلوب العدد 
الشرطي مستخدمًا عوامل شولسكي المحسوبة من خلال 5501878. 
إن مكتبة 1 تتضمن برامج فرعية لتقدير العدد الشرطي. وعلى سبيل المثال يحسب 
1۴6 عاملية 50: 17 = 54 للمصفوفة 24 ويعطي تقدير العدد الشرطي أيضًا. ومكتبة هلة 
تتضمن برامج فرعية مماثلة. تتضمن LINPACK‏ ,016 مطضاء مكتبة .]11151 ومكتبة N46‏ برامج 
فرعية تحسّن حل النظام الخطي ذيٍ الاشتراط الضعيف. وتختبر البرامج القرعية العدد الشرطي» 
ثم تستخدم تنقية التكرار لإيجاد أدقٌّ الحلول المحتملة وفق الدقة 5 للحاسية. 
ويمكن إيجاد معلومات أكثر حول استخدام طراث ثقالتكرا ر لحل أنظمة خطية في 
Varga [Var1], Young (Y], Hageman and Young [HY]‏ „ 
وكذلك فى كتاب حديث ل [×4] 0ء4×1. تناقش طرائق التكرار لأنظمة كبيرة متفرعة فى 
Barrett et al. [Barr], Hackbusch (Hac], Kelley [Kelley]‏ و [522] .Saad‏ 





ااا 


||| 







نظرية التقريب 
Approximation Theory‏ 


مقدمة 

ينص قانون هوك (©001) على أنه إذا خضع (زنبرك) نابض مصنوع من مادة متجانسة 
لقوة فإن طول النابض يكون دالة خطية فى تلك القوة. ويمكننا كتابة الدالة الخطية بالصيغة 
(5 -۸)1 = (5)1 حيث تمثل (7)1 القوة اللازمة لد النايض 1 من الوحدات» أما الثابت 8 فيمثل 
طول النابض قبل تطبيق القوة عليه والثابت 2 هو ثابت النابض. 





4 
14 + 
12+ 8 
10 + 8 
0 
. 

E F1 

k( — E) = F() 4 

1 

21 ل 

ج اموا 


2 4 6 ۴ 


افترض أننا نريد تحديد ثابت النابض لنايض طوله الابتداثى «5.31. نطق عليه القوى 
2: 4 و 6 باوندات» ونجد أن طوله ازداد إلى 94.7.0 و123 إنضًا على التوالى. ويظهر 
بعد التفحص السريع أن النقاط (0,5.3) . (27.0 . (4,9.4) و(6,12.3) لا تقع بالضبط على خط 
وعلى الرغم من إمكانية استخدام زوج عشواني من نقاط البيانات لتقريب ثابت النابض 
ببساطة» فقد تيين أنه من المعقول أكثر أن الخط الذي يقرّب نقاط البيانات جميعها لتحديد 
الثابت هو الأفضل. إن هذا النوع من التقريب هو ما سيناقش في هذا الباب» وإن تطبيق 
النابض هذا موجود في التمرين )7١‏ من الفصل (1.8). 0 
إن دراسة مبرهنة التقريب تنطوي على نوعين عامين من الساثل ؛ واحدة من هذه السائل تظهر 
عندما يعطى الدالة (الدالة) صراحة : ولكننا نود لنوجد الدالة المعطاة. نوعًا أبسط من الدوال 
مثل كثيرة الحدود التي يمكن استخدامها لتحديد قيم تقريبية للدالة المعطاة. وتعنى المسألة 


481 


452 الباب 8 #8 نظرية التقريب Approximation Theory‏ 


الأخرى فى مبرهنة التقريب بمطابقة دالة لبيانات معلومة» وإيجاد أحسن دالة فى فئة محددة 
ليمثّل البيانات: ٌ 

ولقد تناولنا هاتين المسألتين فى الباب (3). إن كثيرة حدود تايلور من الرتبة # حول العدد 0× 
هى التقريب المتميز للدالة / القابل للاشتقاق (1 +”) مرّة فى جوار صغير للقيمة 0د. 
لقد بُحثت كثيرات حدود لاجرنج أو كثيرات الحدود عونا بوصفها كثيرات حدود للتقريب» 
وكثيرات حدود تستخدم لطابقة بيانات محددة. وكذلك بحث في الشريحة المكعب في تلك 
الباب. وفي هذه الباب ستناقش التحديدات على هذه الطرائق» وسنتطرق إلى جوانب أخرى 
كذلك. 





تقريب المربعات الصغرى المنفصلة 
Discrete Least Squares Approximation‏ 

افترض مسألة تقدير قيم دَالة (دالة) عند نقاط غير مجدولة إذا أعطيت البيانات التجريبية في 
جدول 1.8 جدول (1.8). 

حك ڇ ‏ ر يظهر في شكل (1.8) الرسم البياني للقيم في جدول (1.8)» ويظهر من هذا الرسم أن العلاقة 
0 1 بين × و( خطية. ومن المحتمل أن عدم وقوع النقاط على خط مستقيم بالضبط يرجع إلى وجود 
2 35 7 101 أخطاء في البيانات. ولذلك فليس من المعقول أن نطلب موافقة دالة التقريب للبيانات بالضبط. 
1 1 ٍ 5 وفي الحقيقة إن مثل هذا الدالة سيدخل ترددات لم تكن موجودة في الأصل. فعلى سبيل المثال» 
5 70 10 156 وجدت كثيرة حدود من الرتبة التاسعة المرسومة في شكل (2.8) لوصف البيانات في جدول (1.8) 
دون محددات من ©هامدالا باستخدام الأوامر 


>p:=interp([1,2,3,4,5,6,7,8,9,10], 
[1.3,3.5,4.2,5.0,7.0,8.8,10.1,12.5,13.0,15.6[,X(; 
>plot({p},x=1..10); 
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(9, 13.0( 








إن كثيرة الحدود هذه متنبّاً ضعيف للمعلومات بين عدد من نقاط البيانات 4. وتكون الطريقة 
الفضلى بإيجاد الخط الأفضل (بجانب معين) للتقريب» حتى لو لم ينطبق تمامًا مع البيانات 


عند أي نقطة. 

افترض أن 40 + 413 يمثّل القيمة ذات العدد : على خط التقريب» وتمثّل ۷١‏ قيمة ‏ الفعلية 
ذات العدد :. 

إن مسألة إيجاد معادلة أحسن تقريب خطى بلمعنى المطلق تتطلب إيجاد القيمتين 0 و1© 
اللتين تجعلان 

Ec. (ao, a1) = max {jyi - تدره)‎ + ao)|} 
1sis10 
أصغر ما يمكن.‎ 


وعادة ما تُعرف هذه بمسألة أصغر العظميات (#اطه۲م «1010152ء ولا تعالج بالطرائق الابتدائية. 
وهناك طريقة أخرى لتحديد أحسن تقريب خطى» وهى التى تتطلب إيجاد القيمتين 0© و1© 


اللتين تجعلان 10 
|لمه + ضيه) = J |yi‏ 8 = ليه رومارظ 
i=1‏ 
أصغر ما يمكن. 


إن هذا المقدار يُسمى الانحراف المطلق (0©718108 16نا80501) لإيجاد القيمة الصغرى لدالة فى 
متغيرين: ونحتاج إلى إيجاد المشتقات الجزئية له» ونضع كلا منهما مساويًا للصفر» ثم نحل 
المعادلتين الآتيتين الناتجتين 
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إن كلمة ا۸0۲۳“ المستخدمة هنا تعني 
التعامد. ويمكن إيجاد المعادلات المتعامدة 





Approximation Theory 


في حالة الانحراف المطلق» نحتا ê‏ إيجاد ٩0‏ و 1 بحيث 
6 
l= (aıxi + do)|‏ 2 0 و (axi + ao)|‏ - ا2 =0 


وتكمن الصعوبة هنا في عدم قابلية دالة E‏ ومن الممكن ألا نتمكن 
من إيجاد حل لهاتين المعادلتين. 

إن طريقة المربعات الصغرى (5903:65 14354) لهذه المسألة تتطلب إيجاد أفضل خط للتقريب 
عندما يكون الخطأ مساويًا لمجموع مربعات الفروق بين قيم < المعطاة وقيم لا على خط التقريب. 
ومن ثم يجب إيجاد الثابتين 60 و 41 اللذين يجعلان خطأ المربعات الصغرى 


10 
(axi + ao)]? 1‏ - دارج = Ex(ao, a)‏ 
أصغر ما يمكن. i=1‏ 
إن طريقة المربعات الصغرى تعد الطريقة الفضلى لتحديد أفضل تقريبات خطية » بالإضافة إلى 
أن افتراضات مبرهنة تفضّل هذه الطريقة أيضًا. 
إن طريقة أصغر العظميات عادة ما تعين وزنًا كبيرًا جداء حيث لا تعطي طريقة الانحراف المطلق 
وزنًا كافيًا للنقطة التي تكون بعيدة ة جدًا عن خط التقريب. 
وإن طريقة المربعات الصغرى تعطي وزنًا أكبر للنقطة التي تكون خارج الخط مع البيانات 
الأخرى» ولكنها لا تسمح لتلك النقطة بأن تطغى على التقريب كليًا. 1 
وهناك سبب اخر لاعتماد طريقة المربعات الصغرى» وهو دراسة التوزيع الإحصائي للخطا. 
(انظر 463-481 .مم (Lar,‏ 
إن المسألة العامة لمطابقة أحسن خط مستقيم بطريقة المربعات الصغرى لمجموعة من البيانات 
17( ,:<)1 تتطلب تصغير الخطأ التام 

n - (ax: + 7‏ = (ره,مه)ج8 = E‏ 
بالنسبة إلى الوسيطات (البرامترات) © و61" 
وللحصول على القيمة الصغرى؛ نحتاج إلى 


1 ع 2 
(1 -)(مه - يديه - بنر)ر 20 = ])0 (ax‏ - آرم 3 = 


i=1 


0 0 ¬ (axi + a)] = 2 - axi - ao)(= xi) 


i=1 


ويمكن تبسيط هاتين المعادلتين لح على العادلتين القانونيتين (normal uate‏ 
ا = ب + و در = ب لق 
إن حل هذا النظام من آل هو 
2 الا Di1 x Di Vi = Di1‏ 


ao = (1.8) 


m (1*7) 0 1) 
3 
71 Di1 XY = DIX D-1 i 


)2.8( تبعكشعت_لتعكة = ری 


m (Di 1 x?) - (Dı xi) 
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مثال 1 
لديك البيانات 3 جدول (1.8)» ولإيجاد خط التقريب لهذه البيانات بطريقة المربعات الصغرى 
أكمل جدولًا» واجمع العمودين الثالث والرابع كما في جدول (2.8. 
جدول 2.8 

P(x;) = 1.538x; - 0 xii x2 1 5 

1.18 13 1 13 1 

272 7.0 4 35 2 

425 12.6 9 4.2 3 

519 200 16 50 4 

13 35.0 25 7.0 5 

8.87 528 36 8.8 6 

10.41 707 49 10.1 7 

11.94 100.0 64 12.5 8 

13.48 117.0 81 13.0 9 

15.02 156.0 100 15.6 10 

E2 = Xl (yı - P(x)? - 2.34 4 385 81.0 55‏ 
إن المعادلتين القانونيتين (1.8) و (2.8) تعطيان 

(55)572.4 - (385)81 (55)81 - (10)572.4 
0--- للستت د مه وى الام الال ات 
ك5 2 رن ل STEERS‏ 
ولذلك 0.360 - ×1.538 = ()م 
ري وو إن رسم هذا الخط المستقيم ونقاط البيانات تظهر في شكل (88. - 


oe 


= 1.538 ¬ 0.360 


o. 


> 
Le E 


5 
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تُعرض القيم التقريبية المقابلة لنقاط البيانات التي نحصل عليها بطريقة المربعات الصغرى في 


جدول (2.8). 
تعالج المسألة العامة لتقريب مجموعة من البيانات (” , ...,2 ,1 = : | (: ,:::)) في كثيرة حدود 
جبرية 


P,(x) = ax" + أثرن_يه‎ ++ ax + مه‎ 


من الرتبة 1 -:7 > ۸ باستخدام طريقة المربعات الصغرى بطريقة 
نختار م4 , ...:0.41© لجعل خطأ المربعات الصغرى الآتية أصغر ما يمكن: 


E» = or - P(x)? = 2 : 2 (x)yi + ١ 


5 0# 2 (a) ا‎ (e) 
5 0# 2 ر‎ (1) E aja (2) 


j=0 k=0 
وكما هو الأمر في الحالة الخطية» لجعل 22 أصغر ما يمكن يكون من الضروري وضع‎ 
لكل ۸ ,...,1 ,0 = ز وهكذاء لكل 7 يكون‎ QE2/0aj = 0 


= 2 دنر رح‎ + 2 3 ax 
i=1 k=0 i=1 
.۸ + 1 إن هذا يعطى 1 + ۸ من المعادلات القانونية بمجاهيل ز“ عددها‎ 
ةدر‎ hn سن‎ aga a اد‎ (3.8 
k=0 121 i=1 3.8 جدول‎ 
: ومن المفيد أن نكتب المعادلات كما يلي‎ 7 E 


ون 1980 = اه ادي د ate‏ ل 


1 

i=1 =1 i=1 2 
1.6487 0.50 3 

4 

5 


yl 2.1170 5‏ د 0 7 5 
n 2.7183 1.0‏ #درلزيه +.. ابه اه طق 
ر = اليه جمس جيرا x4 a‏ كه 
i1 i1 i1 i1 i1‏ 


يوجد لهذه المعادلات القانونية حلٌّ وحيد» إلا أن المجاهيل :× متميزة ومختلفة بعضها عن بعض. 
(انظر تمرين 14). 
مثال 2 طبّق كثيرة الحدود المنفصلة من الرتبة الثانية على البيانات في جدول (3.8) باستخدام طريقة 
المربعات الصغرى. 
من الواضح في هذه المسألة أن 5 = ” ,2 = 2. والمعادلات القانونية الثلاث هي 
5a + 2.5 + 1.8754 = 8.0‏ 
4 - 1.562542 + 1.8754 + 2.540 
1.5625a + 1.382842 = 4.4015‏ + وه1.875 


8 ه تقريب المربعات الصغرى المنفصلة 


شكل 4.8 


جدول 48 


ويمكننا أيضًا حل هذا النظام باستخدام 285 في ام۷ فنعرّف أولًا المعادلات 


لحل هذا النظام؛ ندخل 


الذي يعطي باستخدام Digits:=5‏ 

1.51 = مه ,0.86468 = ره و 0.84316 = يه 
وهكذا فإن كثيرة الحدود من الرتبة 2 الناتجة بطريقة المربعات الصغرى المنطبقة على البيانات 
السابقة هى 0.8431612 + »0.86468 + 1.0051 = (×)۲2 ويظهر رسمه البيانى (منحناه) فى 
شكل (4.8). إن القيم التقريبية المقابلة للقيم :× تظهر في جدول (4.8). 


إن الخطأ التام 


5 
دوق‎ J (yı P(x;))? = 2.74 x 10-4 
i=1 


هو أصغر ما يمكن الحصول عليه باستخدام كثيرة حدود من 





1 i 


0 Xi 

1.0000 Yi 

1.0051 P(x:) 
-0.0051 دير‎ P(x) 


0.25 

10 
1.2740 
0.0100 


Discrete Least Squares Approximation 


>eq1:=5*a0+2.5*a1+1.875*a2=8.7680; 
>eq2:=2.5*a0+1.875*a1+1.5625*a2=5.4514; 
>eq3:=1.875*a0+1.5625*a1+1.3828*a2=4.4015; 


>solve({eq1,eq2,eq3},{a0,a1,a2}); 


0.50 

1.6487 
1.6482 
0.0004 


الرتبة 2 على الأكثر. 


0.75 

2.10 

2:1279 
—- 0.0109 


1.00 

2.7183 
27129 
0.0054 
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Approximation Theory 


ويوجد فى Maple‏ ذالة تسمى 86 فى مكتبة الإحصاء راة۲طا 81318 لحساب التقريبات المنفصلة 
بطريقة المربعات الصغرى. 
ويمكننا حساب التقريب في مثال (2) باستخدام 6006 هام۷3 (كود مابل) ومكتبة الإحصاء 


stats library‏ بالأوامر 
>with(stats)‏ 
>xvals:=[0,0.25,0.5,0.75,1];‏ 
>yvals:=[1,1.284,1.6487,2.117,2.7183];‏ 
>z:=fit[leastsquare[[x,y],y=a*x^2 + b*x + c, {a,b,c}]]‏ 
([xvals,yvals]);‏ 


تعطى ءامة× تمهيدية 
.8436571429x + .8641828571 + 3.‏ = ر = 
وللحصول على التقريب (7)1.7؛ ندخل 
>evalf(subs(x = 1.7,2((‏ 


للحن على 3 y=‏ 
يكون من المناسب أحيانًا افتراض أن البيانات مرتبطة أسيًا. إن هذا يتطلب أن تكون دالة 


التقريب على الصيغة 

)4.8( فوع := 
أو 

)5.8( تيون وک 
للثابتين © و6. 


إن الصعوبة في تطبيق طريقة المربعات الصغرى في أحوال هذا النوع تأتي من محاولة جعل 
الأخطاء الآتية أصغر ما يمكن: 


)4.8( فى حالة المعادلة‎ E= 3 -_ be“™i)2 
و‎ 4 7 
)5.8( ده - )3 ع فى حالة المعادلة‎ 


إن المعادلات القانونية المرتبطة بهذه الطرائق نحصل عليها من 


QE axi Xi QE ax; e 
0= 3 2 be J(-bx;e*™) g 0= 5 وي‎ = 2U = be '))-e“( 
)4.8( فى حالة المعادلة‎ 
أو من المعادلتين‎ 
aE 5 2 7 E ys 
دا ديد دن‎ bxf(-b(Inx)xf) 0= 57 = 220 bx)(- x) 


فى حالة المعادلة (5.8). 
ولا يوجد حل صحيح لأي من هذين النظامين في © و 5. 
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مثال 3 


جدول 5.8 


عندما يظن أن البيانات مرتبطة أسيّاء فإن الطريقة الشائعة الاستخدام تكون باستخدام 
اللوغارتمات للمعادلة التقريبية 

عده + مها = برها فى حالة المعادلة (4.8) 

وعدهاه + مها = رم1 فى حالة المعادلة (5.8). 


تظهر الآن مسألة خطية فى كلا الحالتين» ويمكن الحصول على الحل لكل من 125 و © عن 
طريق تعديل المعادلتين القانونيتين (1.8) و (2.8) بصورة مناسبة. 

على كل حال» فالتقريب الناتج عن هذه الطريقة ليس تقريبًا بطريقة المربعات الصغرى للمسألة 
الأصلية» وهو يختلف عن التقريب بطريقة المربعات الصغرى للمسألة الأصلية اختلافا جذريا. 
ويشرح التطبيق في التمرين (13) مسألة من هذا النوع. 

سيُرجع إلى هذا التطبيق في التمرين (14) من الفصل (3.10)» حيث يقرب الحل الصحيح لمسألة 
المربعات الصغرى الأسيّة باستخدام طرائق ملائمة لحل أنظمة المعادلات غير الخطية. 


لديك مجموعة البيانات فى الأعمدة الثلاثة الأولى من اليسار فى جدول (5.8. 


Iny; Yi 7 1‏ 5 ا Xx; In‏ 
1 1.00 5.10 1.629 1.0000 1.629 
8 1.25 39 1.756 1.5625 2199 
3 1.50 6.53 1.876 2.2500 2.814 
4 1.75 7.45 2.008 3.065 3.514 
5 2.00 8.46 2.15 4.0000 4.20 
7.50 9.404 11.875 14.422 
لو رسمنا :× مع :هآ لأظهرت البيانات علاقة خطية بينهاء ولذلك فمن المعقول افتراض تقريب 
على الصيغة 


عوع کر أو :3ه Iny = Inb+‏ 
وبإكمال جدول وجمع الأعمدة المناسبة» نحصل على البيانات المتبقية في جدول (5.8). 
باستخدام المعادلات القانونية (1.8) و (2.8) نحصل على 


_ )5()14.422( - )7.5()9.404( 


)5()11.875( - 5)2 03056 


و 1442 O‏ .ى 


و 2 - (5()11.875) 5 
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جدول 6.8 


شكل 58 


مجموعة التمارين 1.8 


Approximation Theory 


بما أن 3.071 = 1122م = ط فإن التقريب يأخذ الصيغة 
0/1 كن 


الذي يعطي القيم المقابلة لنقاط البيانات كما في جدول (6.8). ل 
«انظر شكل 5.8) 
Yi Xi 0‏ 20 
1 1.00 5.10 5.09 
2 25 5.79 5.78 
3 1.50 6.53 6.56 
4 105 745 7.44 
5 2.00 8.46 8.44 
Y4‏ 





- بو 
* 2.00 1.75 150 1.25 1.00 0,75 050 0.25 











EXERCISE SET 


1. احسب كثيرة حدود خطية ذات مربعات صغرى للبيانات فى مثال 2). 
2. احسب كثيرة الحدود من الرتبة 2 ذات المربعات الصغرى للبيانات في مثال (1)» وقارن 
الخطأ التام لكلتا كثيرتي الحدود. 
3. أوجد كثيرات الحدود ذات المربعات الصغرى ومن الدرجات 1» 2 و 3 للبيانات فى جدول 
الاق : 
تي : 


21 13 13 13 1 1.0 Xi 
3.18 2.94 2.45 2.21 1.96 1.84 Yi 


احسب الخطأ في كل حالة» وارسم شكل انتشار البيانات كثيرات الحدود جميعها. 
4. أوجد كثيرات الحدود ذات المربعات الصغرى من الدرجات 1 2 و 3 للبيانات فى جدول 
الآتى : 3 

تي : 
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0.75 0.6 0.5 0.31 0.15 0 Xi 
1.422 123 1.117 1.031 1.004 1.0 Yi 
احسب الخطأ في كل حالة» وارسم شكل انتشار البيانات» وكثيرات الحدود.‎ 
لديك البيانات‎ .5 
21 68 6.3 53 53 5:1 47 4.5 4.2 4.0 Xi 


326.72 299.50 256.73 224.87 195.14 167.53 142.05 130.11 113.18 102.56 


أ. أوجد كثيرة الحدود ذات المربعات الصغرى من الرتبة 1» واحسب الخطأ. 

ب. أوجد كثيرة الحدود ذات المربعات الصغرى من الرتبة 2» واحسب الخطأ. 

ج. أوجد كثيرة الحدود ذات المربعات الصغرى من الرتبة 3» واحسب الخطأ. 

د. أوجد التقريب بالمربعات الصغرى على الصيغة *٠ط»‏ واحسب الخطأ. 

ه. أوجد التقريب بالمربعات الصغرى على الصيغة “دة» واحسب الخطأ. 
6. كرّر التمرين 5 للبيانات الآتية: 

16 14 1.3 1.1 09 0.6 03 000 
YJ: 00646 0.098426 0.3327 0.72660 1.0972 1.5697 1.8487 5‏ 
7. وُصفت تجربة فى المثال فى مقدمة هذا الفصل» لتحديد ثابت النابض « فى قانون هوك 

١ F(D) = k(1 E) 

الدالة ۴ هى القوة اللازمة لد النابض 1 من الوحدات» حيث إن الثابت 5.3 = 8 إنشات هو 
طول النابض قبل المد. 

أ. افترض أن القياسات أخذت لطول النابض 1 إنشاء وفق الأوزان المستخدمة ۴)1 باوند كما 
في جدول الآتي: 

(MF 2 4 6 
1 7.0 9.4 12.3 

أوجد تقريب المربعات الصغرى للثابت ۸. 

ب خت قياسات أخرئء وأفطيت البيائات الإضافئة 

10 8 5 3 F(1) 
1539 14.4 13 8.3 1 


احسب تقريب المربعات الصغرى الجديد للثابت ». أي من الإجابات فى (أ) أو (ب) تعطى 
المطابقة الفضلى للبيانات الكلية للتجربة؟ 
8. تحتوي القائمة الآتية درجات الواجب ودرجات الامتحان النهائى لثلاثين طالبًا من 
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التحليل العددي» أوجد معادلة الخط المستقيم بالمربعات الصغرى لهذه البيانات» واستخدم هذا 
الخط لإيجاد رتبة الواجب ١10567016‏ اللازمة للتنبؤ بأقل رتبة. نحصل على الرتبةه (90%) 
والدرجة 0 (60%) فى الامتحان النهاثى اوماك. 


الواجب النزلي النهائي الواجب النزلي النهائي 
302 45 33 83 
325 72 37 99 
285 54 37 70 
339 54 304 62 
334 79 319 66 
322 65 234 51 
331 59 37 53 
279 63 351 100 
316 65 339 67 
347 99 343 83 
343 83 314 42 
290 74 344 79 
36 76 185 59 
23 37 340 75 
254 45 316 45 


9. يبين الجدول الآتي المعدل بالنقاط ٠(‏ و۲4٠۷‏ "اهم ©8:20) للتخصصين : الرياضيات والحاسوب 
مع علامات هؤلاء الطلبة لجزء الرياضيات من امتحان 867 (American College Testing)‏ عندما 
كانوا في المدرسة الثانوية. ارسم شكل انتشار هذه البيانات» وأوجد معادلة خط المربعات 
الصغرى الذي ينطبق على البيانات. 


نقيجة الاختبار نتيجة الاختبار 
الأمريكي للقبول الجامعي المعدل بالنقاط الأمريكي للقبول الجادمي ا معدل بالنقاط 
(ACT) (ACT)‏ 
28 3.84 29 3.5 
25 321 28 3.65 
28 33 27 3.87 
27 3.63 29 3.5 
28 3.75 21 1.66 
33 30 28 32 
28 3.41 28 2.96 
29 3.38 26 2.92 
23 333 30 3.10 
27 2.03 24 2.81 


10 . البيانات الآتية قدّمت إلى لجنة عدم الثقة في مجلس النواب (601001]166طنا5 (Senate Antitrust‏ 
مؤشرات تفادي السيارات للحوادث بحسب نوع السيارة. 

أوجد خط المربعات الصغرى الذي ينطبق على هذه البيانات أو يقرّبها. (إنه جدول يعطي النسبة 
المثوية لتورط السيارات في الحوادث التي كان أخطر نتائجها الوفاة أو الجروح البليغة). 


النوع متوسط الوزن نسبة الحدوث 
عادي فخم 5[ 4800 3.1 
د عادي متوسط Ib‏ 3700 4.0 
3. محلى عادي اقتصادي Ib‏ 3400 5.2 
4. محلي صغير 280015 64 


5. أجنبي صغير 5[ 1900 9.6 




















8 تقريب المربعات الصغرى المنفصلة 


5 
1. لتحديد العلاقة بين عدد السمك وعدد أنواعه ؛ أخذت عيّنات من Great Barrier Reef‏ 
وطبّق [50] 081ط/8.0 8 5.5316 كثيرة حدود خطية بطريقة 


الآتية التى جُمعت على مدى سنتين. افترض أن × تمثّل عدد العينة و« تمثّل عدد الأنواع في العينة. 


2 


14 
21 
21 
24 
17 
23 
34 


حدّد كثيرة حدود خطية بطريقة المربعات الصغرى التى تنطبق على هذه البيانات. 

2. لتحديد العلاقة الدالية بين معامل التخفيف attenuation coefficient‏ والكثافة Thickness‏ 
لعينة من سمك تاكونايت ؛ طبق V.P.SinghSi]‏ مجموعة من البيانات باستخدام كثيرة حدود 
خطية بطریقة المربعات الصغرى» وقد أخذت مجموعة البيانات الآتية من إحدى رسوم ذلك 


2 


60 
62 
64 
70 
22 
100 
130 


البحث. أوجد كثيرة حدود خطية بطريقة 


2 


12 
14 
16 
17 
13 
14 
2 


ة المربعات الصغرى المطابقة لهذه البيانات. 


معامل الترقيق(08/0) 


26.5 
28.1 
25.2 
26.0 
24.0 
25.0 
26.4 
272 
25.6 
25.0 
26.8 
24.8 
27.0 
25.0 
23 
26.9 
26.2 


13 . في بحث حول كفاءة استخدام يرقة العث من نوع موديست سفنكس (Pachysphinx modesta)‏ 
للطاقة » استخدم 11 ١.56570606/ ]8٥۸۲‏ شرويدر البيانات الآتية : ۷ وزن اليرقة الحية بالجرام 
و۸ استهلاك اليرقة من الأكسجين بالمللتر/ الساعة لافتراضات بيولوجية» افترض وجود عاق 
بين W‏ و ۸ على الصيغة “17م = ۸. 

أ. أوجد كثيرة الحدود اللوغارتمية بطريقة المربعات الصغرى باستخدام 
Inb + alnW‏ 
ب. احسب الخطأ المرتبط بالتقريب ف 


3 


29 
30 
31 
36 
40 
42 
55 


Discrete Least Squares Approximation 


7 


11 
10 
11 
12 
12 
13 
13 


ة المربعات الصغرى لمجموعة البيانات 


«*ّ 


13 
15 
16 
21 
22 
23 
25 


السمك بالسنتمتر(10©) 


0240 
0.041 
0.055 
0.056 
0.062 
0.071 
0.071 
0.078 
0.082 
0.090 
0.092 
0.100 
0.105 
0.120 
0.123 
0.130 
0.140 


InR = 


في الفقرة ر( 


E2 = J كار‎ - DWF)? 


اع 
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الباب 8 « نظرية التقريب 


2.8 


Approximation Theory 


ج. عدّل المعادلة اللوغارتمية بطريقة المربعات الصغرى بإضافة الحد التربيعي W,(*‏ «!)ء» 
وأوجد كثيرة الحدود اللوغارتمية التربيعية بطريقة المربعات الصغرى. 
د. حدّد معادلة الخطأ المرتبطة بالتقريب فى الفقرة (ج)› واحسب قيمته. 
R WwW R W R Ww R WwW R Ww‏ 


0.234 0.025 0.180 0.020 0.181 0.020 0.23 0.025 0.154 0.017 
0.537 0.233 0.299 0.119 0.260 0.085 7 0.111 0.296 0.087 
1.47 0.783 0.428 0.210 0.334 11 0.366 0.211 0.363 0.174 
2.48 35 115 1.32 7 1.29 0.771 0.999 0.531 tH 


1.44 1.69 2.83 334 9 3.04 2.01 3.02 223 1.74 
1.84 75 4.15 5.48 340 429 3.8 4.28 3.58 4.09 
4.66 4.83 3.8 5.0 2.96 4.58 3.52 5.45 
6.94 5.53 5.10 4.68 2.40 5.96 


4. برهن أن المعادلات القانونية (3.8) الناتجة عن المربعات الصغرى المنفصلة تعطى مصفوفة 
متماثلة وغير منفردة» ومن ثم يوجد لها حل وحيد. 5 


[إضاءة: ضع (::») -4 حيث 20 < ز و × ,...,2* ,الا متميزة حيث 1 - ۳ > ۸ افترض 


k=1 
أن 4 منفردة» وأن 0 #ء بحيث 0 -ع4“©. برهن أن كثيرة حدود من الرتبة « التى معاملاتها‎ 
هي إحداثيات > لها أكثر من « من الجذور» واستخدم هذا البرهان لتحصل على تناقض].‎ 





كثيرات الحدود المتعامدة والتقريب بالمربعات الصغرى 
Orthogonal Polynomials and Least Squares Approximation‏ 


لقد عالج الفصل السابق موضوع التقريب بالمربعات الصغرى لتطبيق مجموعة من البيانات. 
ومسألة التقريب الأخرى التى ذكرت فى المقدمة تُعنى بتقريب الدٌوال. 
لیکن [ط ,]© © / والمطلوب : إيجاد كثيرة حدود (*)»7 من الرتبة ١‏ على الأكثر» بحيث يجعل 
الخطأ 
أصغر ما يمكن. 
ولتحديد كثيرة الحدود التقريبية بطريقة المربعات الصغرى؛ أي كثيرة الحدود التى تجعل 
التعبير السابق أصغر ما يمكن» 1 
اجعل خم دوه + P,(x) = anx” + aq-1x" 1 +...+ ax‏ 
k=0‏ 
رف كما يتضح من شكل (6.8) 
0 0 3 0 5 
disor, = 0 (re - a) dx‏ بوقاظ ES‏ 
k=0‏ 5 
وإن المسألة تنحصر فى إيجاد المعاملات الحقيقية ,6 ٩1,۰۰۰,‏ :60 التى تجعل ٤‏ أصغر ما يمكن. 
إن الشرط الضروري الخاص بالأعداد ٦, ۹1,۰۰۰, ٩۸‏ لتجعل E‏ أصغر ما يمكن هو 


Oar E 
aj 


b 
/ f(x) = P,(x)]2 dx 


Orthogonal Polynomials and Least Squares Approximation كثيرات الحدود المتعامدة والتقريب بالمربعات الصغرى‎ 28 


شكل 68 


مثال 1 


J4 





F2 (r0 5 2 چ‎ 
ار‎ 











بما أن 
b / n 2‏ 7 0 3 
ax + | (4) dx‏ سارك | 2a‏ عه نسم / 50 
مما a k=0 Ja a‏ 
aE n b‏ 
x f(x) dx + 24 | 5‏ 2-2 
ل 1 aj‏ 
ولنحصل على (),/)؛ يجب حل + )١‏ من المعادلات القانونية لإيجاد (1 + )١‏ من المجاهيلز“ 
3 7 0 
x f(x) dx (6.8(‏ | = برا | a‏ لكل ۸ ,...,0,1 = ز 
a a‏ 0 
تمتلك المعادلات القانونية حلا وحيدًا دائمًا شرط ق تكون [ط ٤],‏ € /. (انظر التمرين 15). 


أوجد بطريقة المربعات الصغرى كثيرة الحدود من الرتبة الثانية التى تقرّب الدالة ٣‏ ذه = («)م 
على الفترة [0,1]. 


إن المعادلات القانونية لكثيرة الحدود مه + ×ره + ×ره = («)رم هى 


1 1 1 1 
“ | 1dx+ a xdx + ت‎ | x2 dx = sin Tx dx 
0 0 0 0 
1 1 1 1 
“| Xx dx + a 2322 ت عد عد‎ | x dx = 1 x Sin Tx dx 

0 0 0 0 
1 1 1 1 

“ | +دعرق 2ع‎ a 23 “| = | x2 sin Tx dx 
0 0 0 0 
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الباب 8 # نظرية النقريب 








في باريس عام 1960 فقد قذم 29 مسانة شرج 
عن أهميتها. ورضعها أمام غلياء الرياضيات 
لدان 


Approximation Theory 
وبإجراء التكامل نحصل على‎ 
ak a حو‎ 2 e کو‎ 17 
0+ ھچ +21 + 0ص ,~¬ = يهن + رهج + مەج رس ح يدج + رهج‎ = E3 
ويمكن حل المعادلات الثلاث هذه بمجاهيل ثلاثة لنحصل على‎ 
720- 07 2 
وال وين و اودرو ے 20-507 ين د م‎ - 65 
3 x 
”اء = (2)/ على الفترة [0,1] هي‎ ١+ ومن ثم فإن كثيرة الحدود من الرتبة الثانية لتقريب‎ 
8 (يرايم‎ = - 4.12251x + 4.12251x - 0.05465 
.)7.8 «انظر شكل‎ 


f(x) = 1 





يظهر مثال (1) صعوبة في إيجاد كثيرة الحدود التقريبية بطريقة الربعات الصغرى. ويجب حل 
النظام الخطي (! +#) × (1 +#) للمجاهيل مت ...660 وإن معاملات النظام الخطي تكون 
على الصيغة a= E qi+k+1‏ | 
j+k+1‏ 5 
وهي عبارة عن نظام خطي ليس من السهل إيجاد حل عددي له. 
إن المصغوفة في النظام الخطي تعرف بمصفوفة هلبرت »«أ)هم أمهطلانا التي هي مئال كلاسيكي 
لإظهار الصعوبات في أخطاء التدوير. (انظر التمرين (11) من الفصل 4.7) 
وهناك سلبية أخرى تشبه تلك التي واجهتنا عند أول تقديم لكثيرة حدود لاكرانج في الفصل 
(1.8). فالحسابات التي أجريت لإيجاد أفضل كثيرة حدود من الرتبة «» (*),7 لا تقلل من مقدار 
العمل اللازم للحصول على كثيرة حدود من الرتبة التي قلي «ء أي (x)‏ جك 
يم الآن طريقة مختلفة للحصول على التقريب بالمربعات الصغرى: ولقد ثبت أن هذه 
يقة أكثر كفاءة: وحالما حصلنا على (2,)2. تتحدّد (×)) ,۶ بسهولة. وليتيسر البحث 
اج تحتاج إلى پعن المغاهيم الجديدة. 
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تعريف 1.8 


مبرهنة 28 


مثال 2 


تكون مجموعة الدّوال («0:9--:90) مستقلة خطيًا linearly independent‏ على [a, b]‏ 
إذا كان الحل الوحيد للمعادلة 0 = («)رنون +١٠٠+(«)رهون‏ + )وو لكل [ط ,۾] € عد 


0 = عد = 0. 
وإذا لم يكن الأمر كذلك فإن مجموعة الدّوال تكون مرتبطة خطيًا (6ل "هم۴ لاlinear(.‏ 
9 
إذا كانت (×)ر# كثيرة حدود من الرتبة لكل ^ ,...,1 ,0 = ز فإن [,ف, ....00) مستقلة خطيًا 
على أي فترة [ط ,ه]. - 


البرهان افترض أن © ,...,0© أعداد حقيقية بحيث 
+٠٠١: + cnpn(x) = 0‏ (<«) رون + P(x) = copo(x)‏ 
ل[م ,ه] € x‏ جميعها 
إن كثيرة الحدود (<)27 تتلاشى» وتكون قيمتها صفرًا على [5 ,ه]» إذن يجب أن تكون كثيرة 
حدود صفرية؛ وتكون معاملات قوى × جميعها أصفارًا. ويكون معامل ”× خصوصًا صفرًا. وبما أن 
() ,رفون هو الحد الوحيد الذي يحوي "× فى («)م جميعهاء لذا يجب أن يكون 0 = ,©» وإن 
١‏ لا 
رون P(x) = J‏ 
20 
فى هذه الصيغة لكثيرة الحدود ٨)×(‏ يكون (*)1-,0-140© هو الحد الوحيد الذي يحوي ١‏ -"ير, 
ولذلك فإن 0 -,.,ه ويكون (7)2/ على الصيغة ي_,, 
دارو رق = P(x)‏ 
0=ز 
وبطريقة مماثلة فإن الثوابت المتبقية 1,©0© ,...,3-,ه ,2-,ت© كلها تكون أصفارًا» لذا تكون 
المجموعة (,4, ...,00,41) مستقلة خطيًا. مه 


ليكن 3 - × = (×)2,9 = (×)#و 7 + ×2 + 2 = («)ر©. من مبرهنة (2.8) فإن %23 ,%1 ,%0 
مستقلة خطيًا على أي فترة [ط ,ه]. 
افترض أن .ديه +×ره +مه = (×)0 سنبرهن وجود ثوابت ٩1‏ ۵> و 2© بحيث يكون 
(x) = (x) + (x) + (x) 16‏ 
انظر أو Q(x coho(x) + cı%1(x) + c2p2(x‏ 


1= 4%0(x), x= مره =3 + عارش‎ + 390(x) 


[امف!] 7 - [سموفة + 2x - 7 = %)x( - 2 ]9)x(‏ - (x)ر‏ = 7× 
)x(‏ 0 - مره - )يه = 
لذلك 
[م)روفظ - مارف2 - [%2(x)‏ يه + 3%0(x)]‏ + مناض] ره + [}%0(x)]‏ مه = )0 
(«)يضويه + 2a2] %ı(x)‏ - ره] + a») #o(x)‏ - رمخ + (ao‏ = 


ولذلك فإن أي كثيرة حدود تربيعية يمكن التعبير عنها بتركيب خطى من(:)20 , 0:):© و(×)92 
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مبرهنة 3.8 


تعريف 4.8 


Approximation Theory 


إن الحالة التي شرحت في مثال 2) تتحقق في حالة وضع أعم. لتكن »11 تمثّل مجموعة جميع 

كثيرات الحدود من الرتبة 0 على الأكثر. 

إن التمهيدية الآتية تستخدم على نحو واسع في كثير من تطبيقات الجبر الخطي المطلوب 

برهانها في التمرين (13). 

إذا كانت (×).۵ , ...,(*)91 (:)ن© مجموعة من كثيرات الحدود المستقلة خطيًا فى 11 فإن أي 

كثيرة حدود في «11 يمكن كتابتها بطريقة وحيدة كترتيب خطي للدوال (3), , ... ,(*):9 , (:د)و 

إن البحث في تقريب الدالة يتطلب عمومًا تقديم مفاهيم دوال الوزن والتعامد. - 

تسمى أي دالة قابل للتكامل س دالة وزن (068100نا1]اواء/لا) على الفترة 7 إذا كان 0 < (×)س ل 

× جميعها فى 1» ولكن 0 36 (×)س على أي فترة جزثية من 1. 

إن الهدف من دالة الوزن هو تعيين درجات مختلفة لأهمية التقريبات على أجزاء محدّدة من 

الفترة. لل 

فعلى سبيل المثال» فإن دالة الوزن 
E‏ 

يضع تركيرًا أقل بالقرب من مركز الفترة (1,1-) وتركيرًا أكبر عندما تكون |*| قريبة من 1. 

«انظر شكل 8.8) وستستعمل دالة الوزن هذه في الفصل الآتي: 





افترض أن [,41,...,4 ,100 مجموعة من الدّوال المستقلة خطيًا على ۷ .14,51 دالة وزن على 
[5 ,ه]ء ولكل [14,5© © / وعلينا أن نبحث عن التوليفة الخطية 
P(x) = 3 a(x)‏ 
k=0‏ 


التي تجعل الخطأ أصغر ما يمكن 


0 0 ج‎ 
E(do,..., an) = 1 w(x) مه ير -مر]‎ | dx 
95 k=0 


499 Orthogonal Polynomials and Least Squares Approximation كثيرات الحدود المتعامدة والتقريب بالمربعات الصغرى‎ « 8 


إن كلمة ”متعامدة” تعنى ذات 
زاوية قائمة. وبمعنى آخر: كل 
اقتران متعامد عمودي على الآخر. 


تعريف 58 


مبرهنة 6.8 


إن هذه المسألة تختزل إلى الحالة التى افترضناها فى بداية هذا الفصل حالة خاصة عندما 
w(x) =1‏ : ' 
و “× = #0 لكل م ,...,0,1 = k۔‏ 
تشتق المعادلات القانونية المرتبطة بهذه المسألة من حقيقة أن لكل ۸^ ,...,1 ,0 = 7 يكون 
dE b n‏ 
0j) dx‏ مهي -مر] )اه 2 -ه 
j a k=0‏ 
يمكن كتابة نظام المعادلات القانونية على الصيغة 


1 b n b 
j= 01... n لكل‎ | wD ax = Dar | wD) حك‎ 
a k=0 


a 


إذا أمكن اختيار الذوال ۶1,۰۰۰,۵۲۸ ,أ بحيث 


1 k ٠. 6 
0 2 3 5 1 (عد)ع© (عد) ينه‎ %;(x) dx (7.8) 

٠ 
فإن المعادلات القانونية تختزل إلى‎ 


b b 
w(x) f (¢ (x) dx = 2[(عدارف] (كناس ]نه‎ dx = aj 
لكل ” ,...,0,1 = ز» وتكون سهلة الحل لتعطي‎ 
1 b 
ره‎ = =| w(*) لام‎ %(x) dx 
زه‎ Ja 
۵١ 41,0٠: 4 إذن تُبسّط مسألة التقريب بالمربعات الصغرى على نحو كبير عند اختيار الدّوال‎ 
بحيث تحقق شرط التعامد في المعادلة (7.8) (00016150 ityاrthogonaه). وسنخصص بقية هذا‎ 
الفصل لدراسة تجمعات هذا النوع.‎ 
متعامدة (56]1005 نا 01 ]56 /060090081) على الفترة‎ 140, 91,٠... , 9. تقول: إن مجموعة الدوال‎ 
[ط ,ه] بالنسبة إلى دّالة الوزن س إذا كان‎ 
8 ع‎ 5 0, b 
E | 1 w(x) (د)يف (عم) رف‎ dx 
عه >0 عندما © = ز‎ a 
بالإضافة إلى ذلك إذا كان 1 = به لكل * ,...,0,1 = فإن المجموعة تسمى متعامدة قانونية‎ 
لا‎ .(orthonormal) 
إن هذا التعريف مع الملاحظات السابقة يعطي مبرهنة الآتية.‎ 
إذا كانت (,, ....190 مجموعة دوال متعامدة على الفترة [4,5] بالنسبة إلى دالة الوزن س فإن‎ 
بطريقة المربعات الصغرى بالنسبة إلى الوزن س يكون‎ ]١, 5[ تقريب/ على الفترة‎ 


500 


الباب 8 « نظرية التقريب 


عبرهنة 7.8 


حصل إبرهاد شميدت 
Erhard Schmidt (1876- 1959|‏ 


على رتب الدكتوراة نحت اتراف دافيد 


هلبرت 1805 احل مبالة حول العادلات 








متعاسدة #انرنية لجموعة من 
توسل الى هذه لننائه حورن ب 


Jargen Pederson Gram 11850-1916( „I+ 


تمهيدية 88 





Approximation Theory 


P= 3 axxx} 
=0 


حيت لكل 2 - * يكون 


4 01 
مل‎ NEF بعل‎ _ | NAF) ax 


2ع اې 
 %‏ عرك 2[(مد)يف] (د) سس f‏ 


وعلى الرغم من أن كلا من التعريف (58) والمبرهنة (6.8) يسمح باستخدام مجموعات عريضة من 
الدّوال المتعاقدة: إلا أننا سنقتصر على التعامل مع مجموعات كثيرات الحدود المتعامدة. 

إن المبرهنة الآتية المبنية على عملية جرام - شميدت (06855؟م 61800-5010101) تصف كيفية 
إنشاء كثيرات الحدود المتعامدة على [5 ,2] بالنسبة إلى دالة الوزن س. 

تكون مجموعة دوال كثيرات الحدود (,4, ...91 ,40) المعرّفة بالطريقة الآتية متعامدةٌ على [4,5] 
بالنسبة إلى دالة الوزن س. لكل × فى [4,5] يكون 81 - × = (2)ر4. 1 = («)وض#حيث 


_ Ja xw(x)[olx)}? dx 
f? 2[(عد)مه] ساس‎ dx 
24 < 2 وعندما تكون‎ 
فلكل × فى [5,ه] يكون («)ديلن - (×)-,89% - ع) = رعارق‎ 
حيث‎ 
ور‎ xw(x Pe (09-20) dx 3 f xw(%- (x)? dx 
a El EE a a AEE E 
. ° ول و *ف “[لعابيفاتاسم_‎ w(x 2[(ار‎ ax 


تعطي مبرهنة (78) عملية إرجاعية لإنشاء مجموعة كثيرات متعامدة؛ ويُتَبع برهان هذه مبرهنة 
عن طريق تطبيق الاستقراء الرياضى لدرجة كثيرة الحدود (<), 
لكل 0 < ١‏ تكون مجموعة دوال كثيرات الحدود (:00,...,9! المعطاة فى مبرهنة (7.8) مستقلة 
خطيا على [5 ,4]ء ويكون 

/ w(x) #,(x) Qx(x) dx = 0 


نكل كثيرة حدود (×)»0 من الرتبة ۸ .K<‏ 


البرهان بما أن (*)# كثيرة حدود من الرتبة «» فإن مبرهنة (28) تتضمّن أن 
(:440,...,9 مجموعة مستقلة خطيًا. 
لتكن (2)+2 كثيرة حدود من الرتبة #. وفق مبرهنة (88) توجد أعداد +> ...0 بحيث 


(دارورهو_ :5 = م)ءج وهكذا يكون 
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مثال 3 


7 k 0 k 
w(x) Or(x)%,(x) dx = 3 w(x) %;(x)%,(x) dx = 6 ٠.020 
a =0 a =0 
mmm متعامد مع % لكل ۸ ,...,0,1 = ل‎ #١ لأن‎ 


مجموعة كثيرات حدود ليجندر»(×).٨)»‏ متعامدة على [1 ,1 -] بالنسبة إلى ذالة الوزن 
1 > ()ل. إن التعريف الكلاسيكي لكثيرات حدود ليجندر يتطلب أن يكون 1 = (7,)1 لكل 
۸» وتستخدم علاقة إرجاعية لتوليد كثيرات الحدود عندما 2 < ۸. 

إن هذا التطبيع لا حاجة إليه في مناقشاتناء فكثيرات الحدود التقريبية الناتجة بأي من 
الحالتين هى نفسها أساسًا. 

استخدام العملية الإرجاعية في مبرهنة (7.8) ووضع 1 > (:)70 يعطي 











م 
B)Po(x) = x g Bı= de =0 1‏ -ع) = Pı(x)‏ 
انها 
1 1 
2 5 1ك لمكا 008 
حك fl x2‏ ق 3 le‏ 
ولذلك يكون 


1 


P(x) = (x - B») ارط‎ - C2Po(x) = (x = 00x - 1.1 3 


لقد حُدّدت كثيرات حدود ليجندر ذات الدرجات الأعلى بالطريقة ذاتها التى تظهر فى شكل (9.8). 
وعلى الرغم من كون التكامل مضنيّاء إلا أنه ليس صعبًا باستخدام 0۸8. 








فعلى سبيل المثال أمر مابل (#امة")» 2106 المستخدم لحساب التكاملات و8 و 0: 
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الباب 8 # نظرية التقريب Approximation Theory‏ 
>B3:=int(x*(x^2-1/3)^2,x=-1..1)/int((x^2-1/3)^2,X=-1..1);‏ 
>C3:=int(x*(x^2-1/3)*X,X=-1..1)/int(X^2,X=-1..1);‏ 
يعطي 0 = 8 وج = .٥‏ وهكذا 
x‏ قيرع 4 0 3 = P(x) = x P(x) - P(x)‏ 
وتكون كثيرتا حدود ليجندر الآتيتان هما 
چ + × - كم = زايط وک + تلا - کی = )وم 
ولقد ذُكزت كتيرات حدود ليجندر ف في الفصل (4.7)» حيث استخدمت جذورها لكونها نقاطًا 
في عملية جاوس للتكامل. 
مجموعة التمارين 28 EXERCISE SET‏ 
1 . أوجد كثيرة الحدود الخطية التي تقر ب الدالة (*)/ على الفترة المشار إليها بطريقة المربعات 
الصغرى إذا كان 
«f(x) = x + 3x +2 . 1‏ ]0,1[ ب. × = («)ثرء [2 ,0] ج. + ار ]3 ,1[ 
cosx + } sin 2x ® O2] POs‏ 3 = )»)۴ » 0,11[ ز. × +f )x( = xn‏ [1,3] 
2. أوجد كثيرة الحدود التي تقرّب بطريقة المربعات الصغرى كل ذالة مما يلي على الفترة [1,1-]. 
أ. 3 + f(x) = x» - 2x‏ بي 2( ج۰ 2 + f(x) = 1/x‏ 
د e‏ = مار ه f(x) = }cosx + }sin2x‏ ز. 2 + )ہا = رار 


3. أوجد كثيرة الحدود من الرتبة الثانية التى تقرب بطريقة المربعات الصغرى كل دالة فى 
التمرين (1) على الفترة المشار إليها. 
4. أوجد كثيرة الحدود من الرتبة الثانية بطريقة المربعات الصغرى لتقريب الذوال ف في التمرين 
2 على الفترة [1,1-]. 
5. حسب الخطأ 8 للتقريبات فى التمرين (3). 
6. احسب الخطأ 5 للتقريبات فى التمرين (4). 
استخدم طريقة جرام = شميدت لإنشاء d(x), 0o(x)‏ ,()يم و0ادم للفترات الآتية : 

. 0,11[ ب. [2 ,0] ج. [1,3] 
7 كرّر التمرين (1) باستخدام نتائج التمرين (7). 
9. أوجد كثيرة الحدود من الرتبة الثالثة بطريقة المربعات الصغرى لتقريب الذوال فى التمرين 
1( با نتائج التمرين (7). 
0. کرر ير (3) باستخدام نتائج التمرين (7. 
11 استخدم طريقة جرام - شميدت لحساب 12 ,£1 و13 حيث ((دادط L(x),‏ ,دارط {L0()x(),‏ 
مجموعة كثيرات الحدود المتعامدة على (:0) بالنسبة إلى دَالة الوزن *© = W)»(‏ و1 = 0)9 
إن كثيرات الحدود التى نحصل عليها بهذه الطريقة تُسمى كثيرات حدود لاغور 
.(Laguerre polynomials)‏ 
2. استخدم كثيرات حدود لاغور التي حُسبت في التمرين (11) لتحسب كثيرات الحدود من 
الرتبة الأولى والثانية والثالثة بطريقة المربعات الصغرى على الفترة (*00) بالنسبة إلى دالة 


8 كثيرات حدود تشبيشف وترشيد سلسلة القوة 





(1821-1894) 


Pafnuty Lvovich Chebyshev 
عدل تشيبشف أعدالا رياشية رائعة في‎ 
كثبر بن الحغرذ بها فيها الربانيات‎ 
النطبيقبة. دبرهنة الأعداد. مبرهنة‎ 

التقربب بالاحتمالات 
وفي عار 1882 سافر من سالت 
بيترس برج لزيارة علماء رياشيات في 
فرتسا ونجلترا والمانيا. ودرس كل من 
لاكرائج وليجندر مجبوعات بلقردة من 
كثبراب الحدود المتعايدة. ولكن كان 
تشبيشف أول من رأى النتائج المهمة 
عبونا لر نة دبرهنة. وطور كثير ت 
حدود تفبيشف لدراسة التقريبات عن 
طريق المربعات الصغرى والاحتبالات. 
وبعد ذلك طيّق نتائجد على الاستكبال 
اد خلى. وطرائق التكامل لتقرببية. 


ومجالات أخرى 
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الوزن *-» = (×)» للدوال الآتية : 
أ تمد وار با خم = OS f)×(‏ د. ع = زور 
۳. لتكن (,100,4,...,9 أي مجموعة مستقلة خطيًا فى ,[]. برهن أنه لكل عنصر ,]] ٤‏ © 
توجد ثوابت وحيدة .© ۰۰۰ 00 بحيث 7 

لحايوى رج = Ox)‏ 
4. برهن أنه إذا كان (,, ...,ر© روه) ا وال متعامدة على [4,5] بالنسبة إلى دالة الوزن 
س فإن (,9, ...9 ,0) مجموعة مستقلة خطيا. 
5 . برهن أن المعادلات القانونية (6.8) تملك حلا وحيدًا. 
[إضاءة: برهن أن الحل الوحيد للدالة 0 = (×)/ هو ١‏ , ...يا ,0 = ز ,0 = زه. 
اضرب المعادلة (68) في العدد زه واجمع فوق كلز. بدل إشارة التكامل بإشارة الجمع لتحصل 
على ذا = :4*[(»)م]#/؛ وهكذا يكون 0 = (:)م ومن ثم فإن 0 = زه لكل + ,...,0 = ز. إذن 
تكون مصفوفة المعاملات غير منفردة» ويوجد حل وحيد للمعادلة (668). 


كثيرات حدود تشبيشف وترشيد سلسلة القوة 
Chebyshev Polynomials and Economization of Power Series‏ 


كثيرات حدود تشبيشف ((×):7) متعامدة على (1,1-) بالنسبة إلى دالة الوزن /(×-1) = (×)س, 
وعلى الرغم من إمكانية اشتقاق كثيرات الحدود هذه بطريقة الفصل السابق: فمن الأسهل إعطاء 
تعريف لهاء ثم برهنة أنها تحقق خواص التعامد المطلوبة. 
لكل [1,1-] © ع. ولكلّ 0 < م عرف 
T(x) = cos(n arccos x] (6.8)‏ 

ليس واضحًا في هذا التعريف أن لكلّ ۸ تكون (*)7 كثيرة حدود في ×: ولكننا سنبرهن ذلك الآن. 
انظر أولا أن 1 = To(x) = cos0‏ و× = T(x) = cos(arccos x}‏ 
لكلّ 1 < #؛ نقدم التعويض + 5مه20ة -0 لتغيير هذه المعادلة إلى 
(8«ادمعه = (4)ن7 = ((<)6)ن75 حيث [0,5 ]9€ 
نشتق علاقة إرجاعية بملاحظة أن 
T,+1(8) = cos(n@)cosd - sin(n@) sin‏ 


T,- 1(0) = cos(n@)cos@ + sin(n@) sinê و‎ 


ويجمع هاتين المعادلتين نحصل على (7,_,)0 -0 2c0)۸0( cos‏ = (0)10 4ر1 
وبالرجوع إلى المتغير ×» نحصل لكلّ 1 < « على 

T+) (x) = 2x cos(r arccos زع‎ - T,- (x) 
او‎ 


T,- (x) (9.8‏ - (جإاواعة = (عاربوة 
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الباب 8 « نظرية التقريب 


شكل 10.8 





Approximation Theory 


وبما أن 1 = (×)70 و × = (×)71» فإن العلاقة الإرجاعية تعني أن (×),1 كثيرة حدود من الرتبة 
۸ بمعامل أول 2"1 عندما 1 < ۸. 
إن كثيرات حدود تشبيشف الثلاث الآتية ھی 
T(x) = 2xTı(x) - 7o(x) = ¬‏ 
3x‏ - تعد = T(x) = 2xT2(x) - T(x)‏ 


74()x( = 2x1s)x) - 7)x×( = تيرق - كبرق‎ + 1 


يظهر الرسم البيانى لكثيرات الحدود 2115-15-0 فى شكل (10.8). 





لبرهنة تعامد كثيرات حدود تشبيشف؛ افترض أن 


2 (XTi 0 م‎ 3 1 cos(n arccos x) cos(m arccos x) 
V1 - ×2 وك‎ V1 - 2 
وباستخدام التعويض :270205 =0 نحصل على‎ 
040 -- ا‎ dx 

2چ 1 

TT (0 0 58 7 

= cos(n0) cos(mn0) d0 = cos(n0) cos(m0) d0. 
E / م‎ 0 


افترض 7 + #. بما أن 
cos(n0) cos(n0@) = }[cos(n + (6 + cos(n - m)0]‏ 
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مبرهنة 9.8 


1 T,(x)T, 7 î على‎ 1 
1 0 a 5 cos((n + m)0) 46+ 5| cos((n — m)0) d0 


7 





= leg sin((n + n)0) + sin((n — لم‎ | 
2) + m) 


1 
2(n - m) 0 
=0. 


وبطريقة مماثلة» يمكن برهنة أنه عندما يكون +7 = + فإن 
£ ب I(1‏ 
ليد 8 o‏ كلدم 
تستخدم كثيرات حدود تشبيشف لتصغير خطأ التقريب إلى أكبر حدٌّ ممكن. 
وسنرى كيف تستخدم لحل مسألتين من هذا النوع: 
٠‏ تعيين نقاط الاستكمال الداخلي لجعل الخطأ في استكمال لاكرانج الداخلي أصغر ما يمكن. 
« تصغير رتبة كثيرة حدود التقريب بحيث تكون الخسارة فى الدقة أقل ما يمكن. 
إن كثيرة حدود تشبيشف (*):1 من الرتبة 1 < « لها أصفار بسيطة عددها ” فى الفترة [1 ,1 -] 


عند 








)1 حِ) cs‏ = »× لكل En Rota:‏ 
وبالإضافة إلى ذلك تقع القيم العظمى المطلقة لكثيرة الحدود (70)5 عند 
kr‏ 5 
eos (2)‏ - يه مع “رد = )7,5 لكل ۸ ,...,1 ,0 k=‏ 


البرهان إذا وصفنا 





1[ -26 
eos ) 27 2‏ دي لكل عي يل 2 م 
فإن 


T(x) = cos(n arccos xX) = )م‎ arco (c09 ( > ا )3 ج = اف‎ 
7 


وكل + هي صفر مميز ل «. 
بما أن (*)10 كثيرة حدود من الرتبة «» فإن أصفار (*)70 جميعها يجب أن تكون على تلك 
الصيغة. 


لبرهنة الفقرة الثانية؛ نلاحظ أولا 








n sin(n arccos x) 


V1 - ×2 


T(x) = e arccos x)] = 
dx 
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شكل 118 





Approximation Theory 
وأنه عندما يكون 1 - ۸ , ...1.2 -غ فإن‎ 
508 n sin(n arccos(cos(kît/ 72((( n sin(kTı) 
د د[‎ = 


0 
1 - [cos(krı/ n)]2 sin(kT/ n) 

بما أن (×),7 كثيرة حدود من الرتبة #» فإن مشتقته («)7 كثيرة حدود من الرتبة (1 - ”)» وإن 

جميع أصفار T(x)‏ تحدث على (1 -2) من النقاط. 

إن الحالات الأخرى الوحيدة الممكنة للنقاط القصوى ل (×),7 تحدث على طرفى الفترة [1 ,1-] 

أي عند 1 = مت و1 - = إت وبما أنه لأي م , ...,1 ,0 = «» يكون لدينا 00 


T(x) = cos ( arccos (cos (=))) = cos(kr) = (-1)* 


وإن القيمة العظمى تقع على كل قيمة زوجية للعدد ۸ والقيمة الصغرى على كل قيمة فردية. 
5 "3 # 

نحصل على كثيرات حدود تشبيشف (7,)2 الأحادية (00010) (التى معاملاتها الرئيسة تساوي 1) 

بقسمة كثيرة حدود تشبيشف (70)2 على المعامل الرئيس ٠  .2"-!‏ 

ومن ثم يكون 

و 1 

.۸ < 1 لكل‎ a Ta) (118 


To(x) =1 


إن العلاقة الإرجاعية التى تحقّ قها كثيرات حدود تشبيشف تتضّمن 
T(x) = xTı(x) - }10(»)‏ 


3 
xÎn(x) 3-5 1) )12.8(‏ - )جر لكل 
2 < «. تظهر الرسوم البيانية ل ةة .1 .ية و في شكل (11.8). 
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مبرهنة 10.8 


بما أن (*):1 عبارة عن مضاعف ل (270)2 فإن مبرهنة (9.8) تتضمّن أصفارًا :)70 تقع أيضًا عند 


281 5 
cos ( 57 ")‏ چ 
لكل , ...,2 ,1 = »» وإن القيم القصوى ل (*):7 لكل 1 < #» تحدث عند 
(13.8) )&( 05 = مع = عاب 
لكل .012 دعم 
لتعبر 11١‏ عن مجموعة كثيرات الحدود الأحادية جميعها (20016) من الرتبة 71. 
إن العلاقة المعبّر عنها بالمعادلة (13.8) تؤدي إلى خاصية تصغير مهمة تميز (<)70 عن عناصر 
1 الأخرى. 
إن كثيرات الحدود على الصيغة (×),1ء عندما 1  <‏ لها الخاصية الآتية 
ل e f],‏ )رم جميعًا 








1 
e تقو‎ |1,(x)| > قو‎ 8 


وبالإضافة إلى ذلك تتحقق المساواة فقط إذا كان ,17 = ,5. - 
البرهان افترض أن 08 ع «P,(x)‏ وأن 
اها max‏ = 
x€[-1,1]‏ 





F > 
nl “ا‎ 27 


افترض ٨۶,‏ - ,1 = 0»؛ بما أن كل HES‏ و(*)0 كثيرة حدود أحادية بدرجة 2# فإن 
(×)© كثيرة حدود من الرتبة (1 -”) على الأكثر. 
بالإضافة إلى ذلك» وعلى النقاط القصوى ل (),2 يكون 
1 8 
- للع = O0) = 0 - (a)‏ 
بما أن ب > ):۱۶ لكل « ,...,1 ,0 = » نحصل على 

0 > )© عندما يكون ۸ فردياء و0 < 0)7 عندما يكون ۸ زوجيًا 


بما أن © متصلء» فإن مبرهنة ة القيمة الوسيطية ية تتضّمن أن كثيرة الحدود (2)3 لها صفر واحد 
على الأقل من بين ر E)‏ لكل 1 -م ,...,0,1 = زء وهكذا ل 2 + من الأصفار على الأقل 
فى الفترة [1 ,1-]. 

a .۶, = 2, وهذا يعني أن‎ E 
يمكن استخدام مبرهنة (10.8) للإجابة عن التساؤل: أين نعيّن نقاط الاستكمال الداخلي لكي‎ 
نجعل خطأ استكمال لاكرانج أصغر ما يمكن؟‎ 

إن تطبيق مبرهنة (3.3) على الفترة [1,1-] ينص على أنه إذا كانت ,3 ,...,20 أعدادًا متميزة فى 
الفترة [1,1-]» وإذا كان [1 ,1 -]0”*1 فإنه لكل [1 1٠‏ -]ء × يوجد عدد (×)€ فى 1,1-) بحيث 


(n+1) 
f(x) - P(x) = N xo0)(x — (٠٠١ (x — xn) 


Pa(%%) 
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تمهيدية 11.8 


مثال 1 


Approximation Theory 


حيث (×)۶ كثيرة حدود لاكرانج للاستكمال الداخلي. قا 3 يوجد تحكم في (+)» ولذلك 
كي نجعل الخطأ أصغر ما يمكن بتحديد ذكي للنقاط م , ....20؛ نجد النقاط ,3 التى 


تجعل لد = xı) ٠٠١ (x‏ - )لود - )| 
أصغر ما يمكن على مدى الفترة [1 ,1-]. 
وبما أن («× - *) (٠٠١‏ -<)(0+ - ×) كثيرة حدود أحادية 50016 من الرتبة (1 +7)» فإننا 
قد رأينا أن القيمة الصغرى تحدث عندما 
xn) = În+1(x)‏ -ع) (x = xo)(x = xı)“‏ 
إن القيمة العظمى ل |(م× - *) x×(٠٠١‏ - ×)(م× - *)| تكون أصغر ما يمكن عندما نختار د 


ليكون الصفر عدد (1 + 6) ل 1+ لكل" ,...,1 ,0 = #؛ أي عندما تكون »× مساوية ل 
1[ +2 


Xk+1 = COS nr 1>‏ 
بما أن 27 = |لد)رجرة| max,e[-ı,ı)‏ فإن هذا أيضا يعني أن 


E ا‎ ١ 4% |) - x1) (x ¬ Xn+1)| وا ك‎ xo) °° (x — إلى‎ 


لكل اختيار للنقاط «× , ×1٠.‏ ,30 فى الفترة [1 ,1-]. التمهيدية التالية تأتى من المناقشة السابقة 


إذا كانت (*)7 كثيرة حدود استكمال داخلى من الرتبة « على الأكثر بنقاط على جذور (×)1+,1 
فإن |۵) ۶ا ax‏ مر حلي مام gl HE‏ لكل 01-111 و ير 
ا 

من الممكن غيم هذه الطريقة لاختيار النقاط التي تجعل خطأ الاستكمال أصغر ما یمکن » بحيث 
تطبّق على فترة عامة مغلقة [5 ,»]» وذلك باستخدام تحويل الوسيطات 


x = }[(b - a)x + a+ b] 


وذلك لتحويل الأعداد ×× ذ في الفترة ]1 إلى ما يقابلها من أعداد + ذ في الفترة [5, ©] كما 
هو موضح في المثال (1). 


لیکن “6< = (×) 1 على [1.5 ,0]. سنبنى اثنتين من كثيرات حدود الاستكمال الداخلى من 
ثلاث درجات على الأكثر. : ١‏ 
أولًا: سنستخدم النقاط المتساوية الأبعاد 0 = 0.5,20 = :1,6 = 2 و1.5 = و×؛ لنحصل على 
Lo(x) = - 1.3333:3 + 4.00002 - 3.6667 + 1‏ 
Lı(x) = 400003 - 10.0002 + 6.0000x‏ 
L(x) = - 4.0000:3 + 8.0000:2 - 0000‏ 
L(x) = 1.3333:3 - 2.0002 +‏ 


8 كثيرات حدود تشبيشف وترشيد سلسلة القوة 


جدول 7.8 


جدول 8.8 


Chebyshev Polynomials and Economization of Power Series Approximation 


القيم المعروضة في العمودين الابتدائيين في جدول (7.8)» وإن كثيرة الحدود الأولى تعطى 


P(x) = 1.3875x + 0.057570x2 + 1.2730 


بالضيقة 
E f(%) = xe“‏ 
6.10783 1 = د 
X= 01 2.7‏ 
0.73560 9 = ريد 
0.060444 9 = وخر 


f(x) = xe“ 


0.00000 
0.84361 
2.71828 
6.72253 


¥ 


xo = 0.0 
xı = 5 
x2 = 1.0 
x= 5 


للحصول على كثيرة الحدود الثانية للاستكمال؛ حرّك الأصفار 8(7 /(1 + 2۸))ءهء = + لكل 
من 2,3 ,0,1 = 6 الخاصة ب 74 من [1 ,1-] إلى [1.5 ,0]» باستخدام التحويل الخطي 


لنحصل على 
1 = و 1.03701 = رق 0.46299 = دت و 0.05709 = يد 
بعد ذلك تحسب كثيرات حدود لاكرانج لهذه المجموعة من النقاط بما يلي : 
o(x) = 1.8142:3 - 2.8249:2 + 1.0264: - 0.049728‏ 
L(x) = - 4.3799x? + 8.5977x? - 3.4026x + 5‏ 


كثيرة حدود الاستكمال من الرتبة الثالثة على الأكثر 


.)12.8 (انظر شكل‎ 
f(x) = xê 3 

0.1743 0.15 
0.320 0.25 
0.4967 0.35 
1.245 0.65 
1.588 0.75 
1.989 0.85 
3.62 1.15 
4.3 1.25 
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Xx = } [(1.5 - ي0(1‎ + (1.5 + 0)] = 0.75 + 0.75% 


L(x) = 4.3799x3 - 11.1122 + 7.1738 - 5 


(x) = - 1.8142x? + 5.3390x - 4.7976x + 8‏ 
إن القيم الدالية اللازمة لكثيرات الحدود هذه موجودة في العمودين الأخيرين من جدول (7.8). إن 


P(x) = 1.3811x? + 0,0446522 + 1.3031x - -2 

وللمقارنة ؛ يعرض جدول (8.8) قيم × المختلفة مع قيو(*)د/ ,(0)/ و (نداد. 
ويمكن أن نستنتج من هذا جدول أنه على الرغم من أن الخطأ باستخدام (5):/ أقل منه باستخدام 
()2 قريبًا من منتصف جدولء فإن القيمة القصوى للخطأ باستخدام (0):0/ هي 0.0180. 


5.208 


P(x) 


0.1969 
0.345 
0.5121 
233 
1.572 
1.976 
3.650 
4.391 
32397 


|xe“ - P(x)| 


0.0226 
0.0225 
0.0154 
0.012 
0.016 
0.013 
0.018 
0.028 
0.029 


P(x) 


0.1868 
0.3358 
0.5064 
1.231 
BSH 
1.974 
3.64 
4.382 
5.4 


|xe* - Px(»*)| 


0.0125 
0.0148 
0.0097 
0.014 
0.017 
0.015 
0.012 
0.019 
0.016 
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شكل 12.8 








يمكن استخدام كثيرات حدود تشبيشف لتقليل رتبة كثيرة الحدود المستخدمة بخسارة في دقة 
حدها الأدنى. وبما أن كثيرات حدود تشبيشف تحقّق القيمة الصغرى للقيمة العظمى المطلقة 
التي تتوزع بالتجانس على الفترة؛ يمكن استخدامها لتقليل رتبة كثيرة الحدود المستخدمة في 
التقريب دون تخطي الخطأ المسموح به 
افترض تقريب أي كثيرة حدود من الرتبة 7 

مه + aX‏ +“..+ 
على الفترة [1 ,1 -] باستخدام كثيرة حدود من الرتبة 1 - « على الأكثر. 
إن الغرض هو اختيار (1)3-,7/ فى zî‏ بحيث يكون 


max Kl (#2) = عاط‎ 
]ع‎ 


BROS aR ارو‎ 


أصغر ما يمكن. 

نلاحظ أولا أن به /((:*)-, -(),8) كثيرة حدود ا (وأهه0) من الرتبة #» ولذلك فإن 
تطبيق مبرهنة (108) يعطي لح < | ((:.): ,ع - 0م 
تحدث المساواة بالضبط عندما 


x 3 


ا = PrN‏ ضارمال 
وهذا يعني أنه يجب أن نختار , 

P,-ı(%*) = (عارط‎ - anT,(x) 
ل‎ e وبهذا الاختيار نحصل على القيمة‎ 


ل 





max |P,(x) - P,- 1)0 = | anl, 7 (e, = P,-1(x))| = 
x€[-1,1] -1,1 
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مثال 2 تقد قَرّبت الدالة *ء = ()/ على الفترة [1 ,1 -] فى كثيرة حدود ماكلورين الرابعة 


2 3 4 


اد انيلا وت +ع +1 = P(x)‏ 
24 6 2 
الت خطأ القطع 5 5 
لتي لها ووو قا |R4(*)| = SEE‏ 
120 120 


لكل 1 > × > 1 -. 
افترض أنه يمكن السماح بخطأ مقداره 5 وأننا نرغب في تقليل رتبة كثيرة الحدود 
المستخدمة في التقدير» حيث نبقى ضمن حدود الخطأ. 
إن كثيرة الحدود من الرتبة الثالثة أو أقل التى تعطى أفضل تقريب متجانس ل ٨4)×(‏ على 
الفترة [1 ,1 -] هى 

8 ا 1 ا ا‎ a 

+ ع ="( gl‏ كك + + جم +1 = مايه = Pu)‏ = هارم 


1 13 191 
رد + اير دير + = 


1 بهذا الاختبار على 6 #4 192 
1 1 5 
0.0053 و و5 = |P(x) - P(x)| = | a4T4(x)|‏ 
إن جمع حد الخطأ هذا إلى حد خطأ قطع ماكلورين يعطي 
0.0283 = 0.0053 + 0.023 
الذي لا يزال ضمن الخطأ المسموح به 0.05. 
إن كثيرة الحدود من الرتبة الثانية أو أقل التى تعطى أفضل تقريب متجانس ل (7:05 على 
[11-] هي 1 
ليد - P(x) = Ps(x)‏ 


5 Be a EN 
12 4 26 6 اه‎ 12 8 24 
على كل حال»إن‎ 


12 
= 56) = 1 O2 

الذي - عند جمعه مع الخطأ الملجتمع 3 - يتخطى الخطأ المسموح به 0.05. ومن ثم فإن 
كت ارا اك © تقر يبا أفضل على [1 بآ ويح خط اقل دن كنا عي 

P(x) = ع‎ 3 + = 1 

6 24 192 
يظهر جدول (9.8) قيم الدالة وكثيرات الحدود المستخدمة تقريبه على نقاط متعددة في [1 i-1,‏ 
انظر إلى مدخلات الجدول الخاصة ارس المسموح به 0.05 جيدًا على الرغم من 
أن حد الخطأ ل ()5/ يزيد على الحد المسموح به 





مقع = ميم - رارم 
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الباب 8 # نظرية التقريب 


جدول 9.8 


مجموعة التمارين 3.8 


4.8 


Approximation Theory 


le - اله‎ P(x) P(x) P4(x) e x 
0.01664 0.45573 0.47917 0.47412 0.47237 =5 
0.03140 0.74740 0.77604 0.77881 0.77880 -5 
0.00521 0.99479 0.99479 1.00000 1.00000 0.00 
0.02587 1.30990 1.28125 1.28402 1.28403 0.25 
0.02623 2.14323 2.11979 2.11475 2.11700 0.75 





EXERCISE SET 

ارسي أصفار :7 لإنشاء كثيرة حدود من الرتبة الثانية لاستكمال الدّوال الآتية على الفترة 
آ2 = f(x)‏ ب. دمل = عار ج. )2 + n(x‏ = ضار د. × = عار 
2 استخدم أصفار ,7 لإنشاء كثيرة حدود من الرتبة الثالثة لاستكمال الذوال في التمرين (1). 
3. أوجد حدًا للقيمة العظمى لخطأ التقريب فى التمرين 1 على الفترة [1,1-]. 
4. كرّر التمرين 3 للتقريبات المحسوبة في التمرين (2. 
5. استخدم أصفار :7 والتحويلات للفترة المعطاة؛ لكي تبني كثيرة حدود من الرتبة الثانية 
لاستكمال الدّوال الآتية: 
أ. ل = ساي ]1,3[ بن OI‏ 
ج sin 2x‏ } + دوم 4 = “۴(x)‏ ]0,1[ د. ‘f(x) = xlnx‏ [1,3] 
6. أوجد كثيرة حدود ماكلورين من الرتبة السادسة للدالة *#دء واستخدم كثيرات حدود 

تشبيشف ؛ للحصول على كثيرة حدود من رتبة ة أقل تستخدم للتقريب » بحيث تحافظ على إبقاء 
الخطأ أقا أقل من 0.01 على [1,1-]. 
4 أوجد كثيرة حدود ماكلورين من الرتبة السادسة للدالة × صاىق» واستخدم كثيرات حدود 

تشبيشف للحصول على كثيرة حدود من رتبة أقل تستخد تستخدم للتقريب» بحيث تحافظ على إبقاء 
الخطأ أقل من 01 على [1,1-]. 
8 برهن أنه لأي عددين صحيحين : وز حيث ز < ن» نحصل على 

2) («ارة1‎ = [Ti j(x) + Tı-j(x)] 
برهن أنه لكل كثيرة حدود تشبيشف (*),7 نحصل على‎ .9 
' 1l qy 
1ل ا‎ × 


7 
2 





Rational Function Approximation تقريب الدّوال النسبية‎ 

يتمتع صف كثيرات الحدود الجبرية ببعض المزايا لاستعمال التقريب : 

« يوجد عدد كاف من كثيرات الحدود لتقريب أي ذالة متصلة على فترة مغلقة ضمن أي خطأ 
مسموح به. 

يدك اق کرات الحدود على أي قيم مهما اتفق. 

« إن مشتقات كثيرات الحدود وتكاملاتها موجودة وسهلة التحديد. 

إن السلبية في استخدام كثيرات الحدود للتقريب تكمن في ميلها إلى الاهتزاز. وهذا غاليًا ما 
يسبب زيادة حدود الخطأ في استخدام كثيرات الحدود للتقريب من معدل خطأ التقريب ؛ لأن 
حدود الخطأ تتعين بقيمه ة أعلى من خطأ التقريب 

والآن سنفترض توزيع طرائق خطأ التقريب على فترة التقريب على نحو متجانس. إن هذه 
الطرائق تعتمد على استخدام الدّوال النسبية. 











8 تقريب الدّوال النسبية 


هنري بادي (1953 - 1863) 
قدم لنادراسة منهجية لا أصبح 
يعرف بتقريبات بيدي وذلك من خلال 
أطروحته لنيل شهادة الدكتوراة عام 
2. لفد برهن نتائج وفق تركيبها 
العام. وكما يبين بوضوح العلاقة بين 
تقريبات بادي والكسور غير المنتهية وقد 
درس دانيال بيرلوني هذه الأفكار وغيرها 
فى وقت مبكر يعد إلى عام 1730 
وقدم جيمس ستيرلنغ منهجا ممالا في 
کتابه مناهج التفاضل Meth 0dUS.,‏ 
differentia‏ الذي نشر فی 
السنة نفسها. كما استخدم يولير 
تقريببات بيدي لحساب مجموع 
السلسلة 0 
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إن الدالة النسبية ١‏ من الرتبة × 0 « ٥مم‏ 52]10081) يكون على الصيغة 
p(x)‏ 
r(x) =‏ 
q(x)‏ 
حيث (×)7 و (*)۹ كثيرتا حدود فن درجتيهما .N‏ 
ويا أن كل كثيرة حدود هي دالة نسبي [ضع 1 = (×)ي ببساطة]ء فإن التقريب بالدوال 
لنسبية يعطي نتائج ليست أسواً من تلك الناتجة عن طريق التقريب في كثيرات الحدود. على 
0 خال» فان الدوال النسبية التي لبسطها ومقامها الرتبة نفسها تقريباء تعطي نتائج تقريب 
أفضل عمومًا مما تعطيه طرائق ق كثيرات الحدود باستخدام المقدار نفسه من الجهد في الحساب. 
(إن هذه العبارة مبنية على افتراض أن مقدار الجهد في الحساب اللازم لعمليات القسمة هو 
نفسه تقريبًا اللازم لعمليات الضرب)» وللدوال النسبية مزية إضافية» وهي السماح بتقريب كفوير 
للدوال التي لا نهاية لها من نقاط الانفصال (عدم الاتصال) بالقرب من فترة التقريب وليس 
خارجها. فالتقريب في كثيرات الحدود غير مقبول عمومًا في هذه الأحوال. 
افترض أن دالة نننبية درجتهما :2 +2028 على الصيعة 
“درم +*.:+ جرم +وم _ p(x)‏ 
"ديرق q(x) qo+ qıx +٠00‏ 
وأنه استخدم لتقريب دالة / على فترة مغلقة 1 د تحتوي الصفر. ولكي يكون ۲ معرفًا على الصف 
يتطلب أن 0 # 4. ويمكننا في الحقيقة افتراض 1 = و؛ لأنه إذا لم تكن كذلك فإننا 


نضع 0 /()و بدلًا من («)و و 0و /()م بدلا من (×)م. ومن ثم يوجد 1 + N‏ من البرامترات 
(الوسيطات) aska qa‏ يوه + Po‏ ع o Pres‏ وتاحة لتقريب ر فى الدالة م 

طريقة بادي للتقريب (The Pade’ approximation)‏ وهي تعميم لكثيرة حدود تايلور لتقريب 
الدالة النسبى» تختار 1 + N‏ من البرامترات بحيث (0) ۴)١)0( = ١)١‏ لكل N‏ ,...,0,1 = ۸ 
وعندما يكون N‏ = 0 و 0 = ص» فإن طريقة بادي للتقريب تكون كثيرة حدود ماكلورين 


j= 


من الرتبة .١‏ 
د الفرق 
f(*)q(x) = p(x) _ f(x) Dio ix = Dio Pix‏ _ هام _ e‏ 
f(x) - r(x) = f(x) 5 = 209 26‏ 
وافترض أن f‏ يتمتع تمديد سلسلة ماكلورين × م22 = ()/ إذا 
f(x) r(x) = ia Dizo > Lio Pi (4.8)‏ 
)و 
إن الهدف هو اختيار الثوابت 4 41:۹2:۰٠۰۰,‏ و 20 ۲1,٠٠٠١‏ ,20 بحيث 
r۳)0( 0‏ - )قمر لكل N‏ ,...,0,1 دع 


وجدنا فى الفصل «24) (انظر التمرين (12) خصوصًا) أن هذا يكافئ ۲ - / وله صفر بمضاعف 
1 +2 عند 0 = ×. وتمهيدية لذلك نختار 

٠٠١ (15.8)‏ 20 بسط الطرف الأيمن للمعادلة (14.8) أي 

()1+ qx +..0+ qpx™") - (po + Px +٠ 


لا يحتوي على حدود من رتبة تساوي ١‏ أو أقل. 


, Pn g 9192,۰۰, qm 


(ao + ax + N DRE) 
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الباب 8 # نظرية التقريب 


مثال 1 


Approximation Theory 


ولتبسيط الرموز؛ نعرف 
::١: - py = 0‏ - يبوم = Pn+1‏ و 0 = qm+2 =***= qN‏ = اممو 


ويمكننا بعد ذلك التعبير عن “× فى التعبير (15.8) على الصيغة 
k‏ 
(aa) Pk‏ 
i=0‏ 
ولذلك فإن الدالة النسبية لتقريب بادي ينتج من حلّ 1 + ١‏ من المعادلات الخطية 
03 
N‏ ,...,1 ,0 دع pk,‏ = ونه 3 
i=0‏ 
فى 1 + N‏ من المجاهيل «¶ ,41,42,000 , «2 P1۰۰۰,‏ بلط 
إن سلسلة ماكلورين للدالة *-6 هى : 
5 لامي 
i!‏ 4 
إن إيجاد تقريب بادي من الرتبة الخامسة للدالة *-© حيث 3 = ۸و2 = " يتطلب اختيار 
1 ,23 ,2 ,21 ,20 و 42 بحيث تكون معاملات *د لكل 5 ,...,1 ,0 = 2 أصفارًا فى التعبير 





2 
px?)‏ + توم + qıx + q2?) - (po + pıx‏ +( ات ت x+‏ 0 
وبفك هذا المقدار» وتجميع الحدود نحصل على 


5. j ت 2 ا‎ 
x: ¬ ديوع ¬ 3491 + وه‎ 0; x: 3¬ qı + q2 = دم‎ 

Si 1. =‏ 1 1 1 .4 
P1‏ = يهو +1- ناير ;0 = 342 + زوع حيو 2 

OI 50507 : 5‏ : 
وم = 1 2 وم ديو بهو +1- :ي 


ولحل هذا النظام في ©ام912؛ نستخدم الأوامر الآتية: 
>eq1:=-1+q1=p1; 5‏ 
>eq2:=1/2-q1+q2=p2;‏ 
>eq3:=-1/6+1/2*q1-q2=p3;‏ 
>eq4:=1/24-1/6*q1+1/2*q2=0;‏ 
>eq5:=-1/120+1/24*q1-1/6*q2=0;‏ 


ا >solve({eq1,eq2,eq3,eq4,eq5},{q1,q2,p1,p2,p3});‏ 
١‏ تعطي 
لتي »2 5 1 NE: 50 E‏ ف ev!‏ 
r 41 = 5‏ ¬= وص ,رو = وم ,3 ¬= رم ,1 P=‏ و و =4 
ولذلك فإن تقريب بادي يكون 
ر - 2 + 3x‏ ت 


r)x) = 
1+ 2x + رط‎ 


يعرض جدول (10.8) قيم r(x)‏ وقيم كثيرة حدود ماكلورين (*«)ء2. ومن الواضح في المثال أن 
تقريب بادي مميز. .- 


8 تقريب الذوال النسبية 


جدول 108 
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ضام عو‎ r)x( |e * - امام‎ Ps(x) 2 + 
7550 0.81873075 8.64 x 1078 0.81873067 0.818373075 0.2 
4.11 x 1077 0.67031963 5.38 x 10-6 0.67031467 0.67032005 0.4 
4.00 x 1076 0.54880763 5.96 x 10-5 0.54875200 0.54881164 0.6 
1.93 x 10-5 0.44930966 3.26 x 10-4 0.44900267 0.44932896 0.8 
6.33 × 10-5 0.36781609 1201 0.36666667 0.36787944 E0 


ويمكن أيضًا استخدام مابل هام۷ مباشرة لحساب تقريب بادي. 
نحسب أولا سلسلة ماكلورين بالأمر 
لنحصل على >series(exp(-X),X);‏ 


2 سين . تن‎ ES 6 
1- +ع‎ 2 22 + EE PF 0) 


يحسب تقريب بادي بأخذ 3 و2 = 7 باستخدام الأمر 
>g:=convert(%,ratpo y,3,2);‏ 
حيث تشير % إلى تمهيدية الحساب السابق» أي السلسلة 
l= 3‏ 


9ال 2 
دع - 5X‏ 
60 2 ڪڪ 
:و 


6 
ا‎ 2 
+ gx + 20 


ثم يمكن حساب (8)0.8 على سبيل المثال عن طريق إدخال 


لنحصل على 0.44930647. 
تنفذ طريقة بادي للتقريب فى الخوارزمية (18). 

تقريب باد ی النسبى Pade’ Rational Approximation‏ 
للحصول على التقريب النسبى 


دیا سا 
ف 
wj +‏ 


>evalf(subs(x=0.8,g)); 


p(x) _ Di-oPi* 


(x) 7‏ 
لدالة مفترض ()/: 04i‏ 2 4 
المدخلات: أعداد صحيحة غير سالبة 72 و ۸. 
المخرجات: المعاملات س4 41000 ,40 و« 21,٠٠١+‏ :20 


لكل N‏ ,...,1 ,0 = ؤ ضع إن /(0) = بن. 


(إن معاملات كثيرة حدود ماكلورين هى 40,٠٠. ٩۸‏ التى يمكن أن تكون فى الدخلات 
بدلا من حسابها). 
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لكل N‏ ,...,2 ,1 = نفد الخطوات 10-5. 
( أنشئ نظامًا خطيا فى مصفوفة 8). 
( أنشئ نظامًا خطيًا فى مصفوفة 8). 


ا اا 
EN‏ اباي ٠سا‏ 


.2 + ,1 +: دعر ضع 0 = 


...2 ,1 > ر إذا کان 7 > ل فضمز-به ¬= زجورزظ, 


افرض / أصغر عدد 
(جد عنصر الدوران). 


إذا كان 7 # ۸K‏ (فعندثذ بدّل الصف 7 والصف 6). 
لکل 1 + N‏ عمط gaj = i+‏ زرط = برممعط 
bij = Dk, j‏ 


bcopr‏ = زيط 


N 
ضع "-141ا اجادزيط = اخلط کو‎ j = 1-3: 3-4 ر‎ 
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N 5 
زم‎ = DiN+1 ¬ Dj=n+ 1 ضع مح ز4ز,8‎ i= n,n ¬ l,..., 


mr 20, 21٠٠‏ ,1 40) (العملية ناجحة). توقف. 





8 تقريب الذوال النسبية 


إن استخدام الكسور النملة للتقربب 
النسبي هو بوضوع تعود جذوره إلى 
كلا فيوس ]1612 - 1537 بو هات [ÛRSIOpher‏ 
ولد استخدمت فى القرنين الثامن عشر 
والتاسهع عشر على سبيل المثال. من 
قبل أوبلر. لاكرانج وحردايت 
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إنه لمن الممتع أن نقارن بين عدد العمليات الحسابية اللازمة لحساب (25)2 و (د)م في مثال (1). 
باستخدام اقرب المتداخل بين الأقواس. نجد أنه يمكن التعبير عن (75)5 بالصيغة 

Jx + }$)x- 1)x +1‏ عدر + Ps) = (((( px‏ 
بافتراض أن معاملات “× ,× ,”× ,× ,1 و 5د مكتوبة على صورة كسور عشرية» فإن أي عملية منفردة 
لحساب (75)3 بالضرب التداخل تتطلب خمس عمليات ضرب وخمس عمليات جمع/ طرح. 
وباستخدام الضرب المتداخل يمكن التعبير عن (7)7 بالصيغة 


+ع( r + #)x-‏ ج( 


e (x + Fx +1 


ولذلك فإن أي عملية منفردة لحساب (*)/ تتطلب خمس عمليات ضرب وخمس عمليات جمع/ طرح وعملية 
قسمة واحدة. يظهر إذن أن جهد الحساب يكون ت تقريب كثيرة الحدود. ولكن على كل حال 
عند إعادة التعبير عن (*)” بالقسمة المتصلة. يمكننا أن نكتب 
ترط تي + e‏ 
x + 2‏ +1 
3x” - 12x + 0‏ + 3× 3 
x2 + 8× + 0‏ 0 
رللة برغل -) 17 1 
ی ب و 
x + 8x+0‏ 3 
152 
3 


a الك‎ 
3 2+ 8x + 20 
x+ (35/19) 


1 

چا 117 

r(x) = - 00254 | سحت جح‎ 16.8) 
26 ^ 9 ^ +O 





وعند امعدام هذا التعبيرء ٠‏ فإن العملية المنفردة لحساب (*)” تتطلب عملية ضرب واحدة وخمس 
إذا كان مقدار الحساب اللازم للقسمة مساويًا تقرييًا لذلك المطلوب للضرب. فإن جهد الحساب المطلوب 
للتقييم (د)و يزيد على ذلك الطلوب على نحو ملحوظ لإيجاد قيمة .٠)×(‏ 
إن التعبير عن الدالة النسبية للتقريب بصيغة المعادلة (16.8) يسمى التقريب بالكسر المتصل 
„(Continued - fraction)‏ 

هناك اهتمام في الوقت الحاضر بطريقة التقريب الكلاسيكية هذه ؛ بسيب فاعلية حساب 
هذا التمثيل. وإنها على كل حال طريقة خاصة؛ ولن نخوض في البحث فيها أكثر من ذلك. 
وإن البحث المستغيض في هذا الموضوع والتقريب النسبي عموما يمكن الرجوع إليه في 
eae [RR,pp.285 - 322]‏ أن تقريبٍ الدوال النسبية في مثال 1 قد أعطى نتائج أفضل 
من التقريب بكثيرة الحدود من الرتبة نفسها > إلا أن دقته تتغير بصورة واسعة جِدًا. 
وإن التقريب عند 0.2 ذو دقة ضمن 10-9 × 8» أما التقريب عند 1.0 فيتطابق مع الدالة فقط ضمن 
ا 81 
إن هذا التغيير في الدقة متوقع ؛ لأن تقريب بادي يعتمد على تمثيل كثيرة حدود تايلور للدالة *-م, 
ولتمثيل تايلور تغير واسع في الدقة في الغترة [1.0 02] 
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Approximation Theory 


وللحصول على تقريبات بالدوال النسبية ذات دقة أكثر تجانسًا ؛ نستخدم كثيرات حدود 
تشبيشف » وهي مجموعة 5 تظهر لوكا أكثر تجانسًا. 
إن طريقة تشبيشف العامة للتقريب النسبي بالدالة تیر بالط تقصه الذي بكصلنا و على 
تقريب ا 3 عدا استعمالنا لكثيرة حدود تشبيشف من الرتبة #» أي (2)+7 بدلا من كل× 
المستخدمة فی تقريب بادي. 
افترض أننا نرغب في تقريب نسبي للدالة / بدالة من الرتبة »١‏ نعبّر عنه بالصيغة 
Zk=o 2611)‏ 
)200411 
إن كتابة (<)/ بسلسلة عناصر كثيرات حدود تشبيشف على الصيغة 


f(x) = YJ arTe(x) 
k=0 


q=1 yg N="n+m حيث‎ r(x) = 


Zk-o PrTR(x) o Pr T(x) تعطى‎ 
5 T ل‎ 
f(x) - r(x) = Da ما‎ = FT) 
أو‎ 
DE axTk(x) 3(0 )7ع‎ 0 PrTx(x) 07.8( 
ko 41 )3:( 

تختار المعاملات «4 ,...,41/42 و «2 71٠٠٠٠١‏ ,20 بحيث تكون معاملات (1/)2 أصفارًا في 
بسط الطرف الأيمن للمعادلة عندما 27 ,...,0,1 = ). 
وإن هذا يتطلب عدم احتواء السلسلة 

(aoTo(x) + aıTı(x) +٠٠١ )(To(x) + qıTı(x) +٠٠١+ qm Tm(x)) 


f(x) - r(x) = 


- (poTo(x) + pıTı(x) +۰*“+ pnTn(x)) 
أو أقل. وتظهر مشكلتان في عملية تشبيشف تجعلان تطبيقها‎ ١ على أي حدود من رتبة تساوي‎ 
۶ فى سلسلة تمثل(×)‎ ٩)*( أصعب من طريقة بادي» وتظهر واحدة منهما؛ لأن حاصل ضرب‎ 
يتطلب ضرب كثيرات حدود تشبيشف. ويمكن حل هذه المشكلة بالاستفادة من العلاقة‎ 
Tı(x)T;(x) = }[T;+j(x) + Ti-j(*)] (18.8) 
)88 «انظر التمرين (8) في الفصل‎ 


أما حل المشكلة الثانية فيعدٌ أصعب » ويتطلب حساب سلسلة تشبيشف للدالة (*3)/» وهذا ليس 
صعبًا نظريًا؛ لأنه إذا كان 


atil)‏ = ضار 


فإن تعامدية كثيرات حدود تشبيشف تتضمن 


ار بعل | ل -ه 5 fUDTEOD yy‏ ' 
E 1‏ ليل 5 4 . 
أما من حيث r‏ فمن 0 إمكانية تقييم هذه التكاملات بصيغة مغلقة» ويتطلب الآمر 


استخدام طريقة تكامل عددية لإيجاد كل قيمة. 





= ع يه حيث | < ۸ 





8 تقريب الدّوال النسبية 


مثال 2 


جدول 11.8 
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الحدود الخمسة الأولى فى سلسلة تشبيشف للدالة *”ء هى 
FÊş(x) = 1.2660667)(x) - 1.1303181:)( + 0.2714957(x) - 0.0443371:)(‏ 
0.0054747,(x) - 0.00054375( x)‏ + 
إن إيجاد تقريب تشبيشف النسبى من الرتبة الخامسة حيث 3 = م و 2 = م يتطلب اختيار 
10 و 42 لكل 5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 = + حيث تكون معاملات (×))7 أصفارًا فى 
السلسلة 
p3Ts(x)]‏ + («)ؤ15يم + poTo(x) + pıTı(x)‏ ] - [()ز1يو + Ps(x)[To(x) + qıTı(x)‏ 
وإن استخدام العلاقة (18.8) وتجميع الحدود يعطيان المعادلات 
po‏ = يوك0.135748 + رو0.565159 - 1.266066 :10 
رم = ويو0.587328 - ,1.4018144 + 1.130318 - Tı:‏ 
يم = 1.268803 + رو0.587328 - 0.271495 Tı:‏ 
وم = 0.5654314 - 0.138485q‏ + 0.044337 -— :15 
T4: 0.005474 - 0.0224404, + 0.1357484 = 0‏ 
T5: —- 0.000543 + 0.0027374 - 0.0221694 = 0‏ 


إن حل هذا النظام يعطي تقريب الدالة النسبي 
1.05526570(x) - 0.6130161)( + 0.0774781:)( - 0.0045061:):(‏ 
T(x) + 0.37833110)( + 0.02221615)(‏ 


ولقد وجدنا فى بداية الفصل (3.8) أن 
3% - تيه = (م«)5 ,1 - T(x) = x, T(x) = 2x?‏ ,1 = (دان1 
وإن استخدام هذه القيم لتحويل الدالة النسبى إلى التعبير بقوى × يعطى 


E 0.977787 - 0.599499x + 0.154956:2 - 0180223 
ا‎ 0.977784 + 0.378331x + 2 


يظهر جدول (11.8) قيم (3)” وقيم ()7 التي حصلنا عليها فى مثال 1) لغرض المقارنة. يتضح 
أن التقريب بالدالة (3)” يفوق ذاك بالدالة ۲)٨(‏ للقيمتين 0.4 , 0.2- ×» ولكن قيمة الخطأ 
القصوى ل (*)7 هى 10-5 × 6.33 مقارنة بالقيمة 10-6 × 9.13 للدالة (<)77. س 


rr)x) = 


|e” * - ]ممم‎ rr(x) |e * - rt»)| r(x) e x 
5.66 x 10-6 0.81872510 7551079 0.81873075 0.81873075 0.2 
6.95 x 10-6 0.67031310 Alix 107 0.67031963 0.67032005 0.4 
ااا اط‎ 0.54881292 4.00 x 1076 0.54880763 0.54881164 0.6 
9.1314 10° 0.44933809 1.93 x 10-5 0.44930966 0.44932896 0.8 
7.89 x 10-6 0.3687155 6351+ 5 0.36781609 0.36787944 1.0 


يمكن توليد تقريب تشبيشف باستخدام الخوارزمية (2.8). 
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Approximation Theory 


تقريب تشبيشف النسبي Chebyshev Rational Approximation‏ 
للحصول على التقريب النسبى 
Zito PrT(X)‏ 


= ark) 


للدوال المعلوم (×)/: 
المدخلات؛ أعداد صحيحة غير سالبة و «. 
المخرجات: المعاملات «¶ 41٠٠١‏ ,40 و ع2 تباط P0,‏ , 


2 r 
ضع 40 (0 005) | ]2 > 40 ر يُضاعف 460 للحصول على فاعلية في الحساب).‎ 
2 5م‎ 
a = 2] / 8ع 5مء ( 0 ؤمه)‎ dO ضم‎ k= 1, 2,... , N + لكل سر‎ 
r 0 


(يمكن إيجاد قيم التكاملات باستخدام طريقة عددية للتكامل» أو أن توضع المعاملات مباشرة). 


و DLL‏ سه 


.., + ,1 +: در ضع 0 = „j‏ 
لکل N‏ ,...,2 +1,8 +م» عدر 
إذا كان 0 “د ن¡ فضع (إرج زتره + مز جزة) - حت زرط 
والا فضع ,زهج - = زرزط. 


إذا كان 0 ¥ 1 فضع زه = ‘Di,n+1‏ 


إلا فخ 14 = 85 
وإلا فضع :26 = 1+ ,01. 


(تنفذ الخطوات 10 - 21 النظام الخطي باستخدام الدوران الجزئي). 


.17 - 11 ا نقذ الخطوات‎ = "+ 1,1 + 2, ..., N 
افترض ۸ أصغر عدد صحيح بحيث‎ 
(أوجد عنصر الدوران).‎ |2| = 2X ہز‎ |b, و‎ i > 4 > N 
إذا كان 0 = غ6 فعندئذ تكون‎ 
المخرجات ("النظام المنفرد”).‎ 


توقف. 


8 تقريب الدّوال النسبية 
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إذا كان أ # # فبدّل الصف 1 والصف ۸ . 
لكل 1 N+‏ , ...,1 +1 حر ضع 
bcopy = bi, j‏ 
bi,j = Dk,j‏ 
Dt,j = bcopy‏ 


-ِ 
Binti = «-ز4ازاظبباءزية‎ i= N-1,N - 
Dii 5 


qin > 


المخرجات (,2 , ...°1 ,و2 (q0, 41٠٠١٠ qm,‏ 
(العملية ناجحة). 
توقف. 
ل 
يمكننا الحصول على كل من امتداد سلسلة تشبيشف وتقريب تشبيشف النسبي باستخدام 0۸8. 
فعلى سبيل المثال: لجعل كثيرات حدود تشبيشف متاحة في مابل Maple‏ باستخدام مكتبة 
كثيرات الحدود المتعامدة ل:6:8ذ! لإااممه07:0©؛ ندخل الآمر 
>with(orthopoly,T); 5 9 53 59‏ 
>g:=numapprox[chebyshev](exp(-x),x,0.000001);‏ 
حيث إن البارامتر الثالث يحدّد الدقة المطلوبة» والتمهيدية هى 
x) - 1.130318208 7(1, x) + .2714953396 7(2, x)‏ ,7(0 1.266065878 =: م 
7T (3, x) + .005474240442 7)4, x)‏ 04433684985. - 
x) + .00004497732296 7)6, x)‏ ,7)5 0005429263119. - 


,10777 3198436462„ - 
ونستطيع إيجاد قيمة (8)0.8 باستخدام 2 
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طوّر إيفغني رميز 
{Evgeny Remez'(1896 - 1975)]‏ 

في عام 1930 طرائق عامة لحساب 
تقريبات تشبيشف لكثيرات الحدود. 
ثم طور خوارزمية مشابهة صالحة 
لتقريب الدّوال المتصلة المعرفة على الفترة 
بالتقريب بالدوال النسبية بدرجة محددة 
من الدقة. شمل عمله حقولا مختلفة من 
مبرهنة التقريب. بالإضافة إلى طرائق 
تقريب حلول المعادلات التفاضلية 





مجموعة التمارين 4.8 


Approximation Theory 


>evalf(subs(x=0.8,9)); 


لنحصل على 3 1 1 

للحصول على تقريب تشبيشف النسبي؛ نبدأ مرة أخرى بسلسلة تشبيشف >restart;‏ 

كالسابق» ثم تدخن >numapprox[chebyshev](exp(-x),x,0.000001);‏ 
>g:=convert(%,ratpoly,3,2); 9‏ 

g = (1.050531166 7(0, x) - .6016362122 7(1, x) + .07417897149 7(2, x) لينتج‎ 


- .004109558353 7(3, x))( 7(0, x) + .3870509565 7(1, x) 
+ .02365167312 7)2, ×) 
0180 وبما أننا مسحنا ذاكرة ©ام912؛ نحتاج إلى تنزيل مكتبة كثيرات الحدود المتعامدة ا0ص‎ 
>with(orthopoly,D; بالأمر‎ 
ومن ثم يمكننا إيجاد قيمة (8)0.8 بالأمر‎ 
>evalf(subs(x=0.8,9)); 
.4493317579 لنحصل على‎ 


إن طريقة تشبيشف لا تعطي أفضل تقريب نسبي بالدالة» أي التقريب الذي تكون فيه 
القيمة العظمى لخطأ التقريب أصغر ما يمكن» ولكن يمكن استخدام الطريقة؛ إذ إنها نقطة 
بداية لطريقة إرجاعية تعرف بخوارزمية رميز الثانية )second Remez algorithm)‏ التى 
تتقارب إلى أفضل تمثيل. وللمزيد حول هذه الطريقة والخوارزمية يمكنك الرجوع إلى المرجع 
.[Po,pp.90 - 92] gl [RR,pp292 - 305]‏ 





EXERCISE SET 


1. أوجد تقريبات بادي ۴٠۵١‏ جميعها من الرتبة الثانية للدالة “© = (8)/, 

قارن النتائج بالقيم الفعلية للدالة (:3)/ عند النقاط :0.2 = :× لكل 3,4,5 ,1,2 = 1. 

2. أوجد تقريبات بادي 5208 جميعها من الرتبة الثالثة لتقريب (1 + )1× = (ا/, 

قارن النتائج بالقيم الفعلية للدالة (:3)/ عند النقاط 0.21 = :د ل 4,5 ,1,2,3 = ¡ جميعًا. 

3. أوجد تقريب بادي 5208 من الرتبة الخامسة حيث 2 = ۸ و3 = "” للدالة © = («)۶. 
قارن النتائج بتلك التي تحصل عليها من كثيرة حدود ماكلورين من الرتبة الخامسة عند النقاط 
:0.2 = :× لكل 5 ,3,4 ,1,2 = ؛, 

4. كرّر التمرين 3 باستخدام تقريب بادي من الرتبة الخامسة حيث 3 = « و2 = م 

قارن النتائج لكل × بتلك في التمرين (3. 

5. أوجد تقريب بادي من الرتبة السادسة» حيث 3 = , - م للدالة #هلة = ()/, 

قارن النتائج بكلٌ من النتائج الصحيحة والنتائج التي توصّلت إليها من كثيرة حدود ماكلورين 
من الرتبة السادسة» وذلك عند النقاط :0.1 = :× ل 5 ,...,1 ,0 = : جميعا. 

6. أوجد تقريب بادي من الرتبة السادسة» حيث (أ) 4 = ,2 = م (ب) 2 = ,4 >5 للدالة 
مله = (2)/ قارن النتائج عند كل :× بتلك التي حصلت عليها في التمرين (5). 

7. يعرض جدول (108) نتائج تقريب بادي من الرتبة الخامسة بأخذ 3 = « و2 = ” ونتائج 
كثيرة حدود ماكلورين من الرتبة الخامسة» والقيم الصحيحة للدالة *© = (8)/ عندما :0.2 = بد 
لكل 1,2,3,4 = 1و 5. 
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قارن هذه النتائج بتلك التي نحصل عليها من تقريبات بادي الأخرى في الحالات 


أ 5 = 0,m‏ دم ب 4 = ",1 دم E‏ د 1= 4m‏ دم 
8. عبّر عن الدّوال النسيية الآتية بصيغة الككر المتصل 
| 2+ + با. 7 - 4x2 + 3x‏ 
2x3 + ×2 ×+ 5 x -x+1‏ 
جح 5 - 2x - 3x? + 4X‏ د. 3+ ?ر +2 
2x2? ×+ 1 x? + 22+ 4‏ + ں3 


9. أوجد تقريبات تشبيشف النسبية من الرتبة الثانية للدالة *-© = (*)/. أيّها يعطى أحسن 
التقريبات عند 0.5 ,0.25 = دنه *© = (2)/ و 1؟ :7 
0. أوجد تقريبات تشبيشف النسبية من الرتبة الثالثة للدالة «وم» = (×)ل. 
أيّها يعطي أفضل التقريبات للدالة ×5هء = ()/ عند 5/4 = د و 5/3 ؟ 
11 . أوجد تقريب تشبيشف النسبي من الرتبة الرابعة حيث 2 = „f(x) = sin Jn = m‏ 
قارن النتائ ئج التي تحصل عليها بتلك التي وجدتها في التمرين 5 باستخدام تقريب بادي من 
الرتبة ا وذلك عند النقاط 0.1 = بد ل1:2:3:4:5 :2-20 جميغا. 
2. أوجد جميع تقريبات تشبيشف النسبية من الرتبة الخامسة للدالة © = (2)/, 
قارن نتائجك بتلك التي حصلت عليها في التمرين 3 و 4» وذلك عند النقاط 0.21 = × ل 
i= 1, 5‏ جميعا. 
3. لتقريب e“‏ = (2)/ تقریبًا دقيقًا بغرض تضمينه في مكتبة رياضية ؛ تخد أو جال تغرف 
الدالة #. وإذا أعطيت عددًا حقيقيًا × فاقسم على 710 10 لتحصل على العلاقة 

ى +10 x= M-1In‏ 
حيث ۸1 عدد صحيح» و 8 عدد حقيقي يحقق ۷10 ما > |s|‏ 
ا برهن أن 10142 .م = . 
ب. أنشئ تقريب الدوال النسبية للدالة » مستخدمًا 3 = "ص = م. 
قدّر الخطأ عندما يكون ۷10 ها > |ء|>0. 
ج . صمّم طريقة تنفيذ © مستخدمًا نتائج (أ) و(ب) والتقريبات 


1 
1/1 - 8 
10 = 3.162277660 ذ‎ In J10 


4. لتقريب «مذة و«ومء تقريبًا دقيقًا بغرض تضمينهما في مكتبة رياضية ؛ نحدّد أو مجال 
التعريف لكل منهما. لكل عدت ححترقي ب اقسم :على 1 7 لتحصل على العلاقة 5 + M7‏ > ادا 
حيث 11 عدد صحيح و 7 sl“‏ 

.sinx = sgn(x) ٠ )- 0 sin s أ . برهن أن‎ 

ب . أنشئ تقريبًا تسبيًا للدالة واو باستخدام ia pa4‏ 

قذر الخطأ عندما يكون 5/2 > | |د| > 0. 

ت . صقم طريقة تنفيذ (تقييم) «ملد بانتخدام: الفقرتين 0 و(ب). 

د. كرّر الفقرة (ج) للدالة ×وهء مستخدمًا حقيقة أن (71/2 + +)ملة = ×وه, 


التقريب بكثيرة الحدود المثلثية 
Trigonometric Polynomial o‏ 


إن استخدام سلاسل دالة الجيب 5126 وجيب التمام عصلدمهه لتمثيل الدّوال كان قد عرف في 
بدايات الخمسينيات من القرن الثامن عشر» وكان ذلك بدراسة حركة الزنبرك ذي 
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الباب 8 # نظرية التقريب 


نشر جوزف فورييه 

Josef Fourier (1768 ° 1830)‏ 
نظريته عن السلاسل المثلثية في 
The'orie analytique de la chaleur‏ 
وذلك لحلّ مسألة التوزيع الحراري 
بحالة الاستقرار في المجسم. 


مثال 1 


Approximation Theory 


الاهتزازات. ولقد بُحث في هذه المسألة من قبل جيين دي ألبرت Jean d'Alembert‏ ثم من 
قبل أشهر رياضي في ذلك العصرء ليونارد أويلر ؛#الاك 000319ه. ولكن الفضل الأول يعود 
إلى دانيال بيرنوللي Bernoulli‏ اDanie‏ الذي دعا إلى استخدام المجاميع اللانهائية للجيوب 
وجيوب التمام بوصفها حلا للمسألة. وقد باتت هذه المجاميع الآن تعرف بسلاسل فورييه 
Fourier series‏ في أوائل القرن التاسع عشر» وقد ام جيين بابتست جوزف فورييه هذه 
السلاسل لدراسة انتقال الحرارة» وطوّر مبرهنة شبه تامة في هذا الموضوع. 
يلي اشاس فى e‏ ا أي لكل عدد صحيح موجب ۸ 
تكون مجموعة الدّوال (1-,:© 0...٠,‏ متعامدة على [7,51-] بالنسبة إلى دالة الوزن 
W)×( >‏ حيث 
coskx‏ = (اية ,3 = (900 لكل ۸ ,...,1,2 دم 
Qn+k(x) = sin kx‏ لكل ۸-1 ,...,1,2 k=‏ 

إن التعامدية هذه تأتى من حقيقة أن: لكل عدد صحيح 7 تكون تكاملات 1 = (×) و × 0۶ع 
على[7 :7-] مساوية للصفرء ويمكننا إعادة كتابة دوال الجيب وجيب التمام على صيغ مجاميع 
باستخدام المتطابقات المثلثية. 

sint, sinf = }[cos(fı - f2) - cos(t + ([ 

COS fı COS = }[cos(t - t2) + cos(fı + 2)]‏ 
sintı costa = }[sin(t, — t2) + sin( + 2)] 19.8)‏ 
ضع 10 لتعبر عن مجموعة توليفات الدّوال 1-«#2: %٠ 91:٠٠١‏ جميعهاء وتسمى هذه المجموعة 
مجموعة كثيرات الحدود المثلثية (50:018/5لاادم ©]119000:0) من رتبة تساوي 7 أو أقل. 
( تضيف بعض المصادر دالة إضافيًا إلى المجموعة هو *27أة = (),:4 ) إن غرضنا هو إيجاد 
تقريبٍ لأي دالة [7,71-]© © / بطريقة المزيعات الصغرى المتصلة باستخدام الذوال 27 على 


S(%) = 2 + ©, 005 71+ 0 cos kx + b, sin kx) 1 
k=1 


بما أن مجموعة الذوال (1-,42© ,00:41 متعامدة فى الفترة[ ۳,١‏ -] بالنسبة إلى1 = (×)س 
فإن الاختيار المناسب للمعادلات هو 9 


1 ul 
k= 0,1,2,..., ۸ ديه لكل‎ - f(x) coskx dx 
-m 


RS GAs 31 ظط لكل‎ = f f(x) sinkx dx 
.# للدالة‎ ۴0i ses تسمى النهاية ل () »ك عندما © ج ۸ سلسلة فورييه‎ 
وإن سلاسل فورييه تستخدم لوصف حل المعادلات التفاضلية والمعادلات التفاضلية الجزئية التي‎ 
تظهر في أحوال فيزيائية.‎ 
لتحديد كثيرة الحدود المثلثية في 0 التي تقر‎ 
7 > > 7 و‎ 
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شكل 13.8 





ينبغي إيجاد 
ا ”م 1 7 7/ 1 
xdx = 1‏ | < = 4ء | xax + Û‏ | ل == |x| ax‏ ]+ -ه 
Rls T J-n T Jo Tî Jo‏ 


1 2 f 9 2 
ديه‎ | |x| coskx dx = = xcoskx dx = ك‎ ])- 1)۴ - 1[ 
75 ل‎ 7 Jo Tk? 


لكل ۸ ر12 دع 

7 
لكل ۸-1 ,...,1,2 دغ‎ = + | |x| sinkx dx = 0 و‎ 

-n 
إن کون +5 جميعًا أصفارًا ينبع من حقيقة أن </هذة |:| = (×)8 هو دالة فردي لكل »» وتكامل‎ 
)14 أي دالة فردي على أي فترة من النوع 1ه ,> -] هو صفر. (انظر التمرينين 13 و‎ 
ومن ثم فإن كثيرة الحدود المثلثية من «1 التي تعطي التقريب للدالة 1 هي‎ 

n 2 )-1“-1 

Sn(x) = 2 الم‎ pg E 


إن بعض كثيرات الحدود المثلثية للدالة |:| = (:)/ تظهر في شكل (188). 


7_4 4 
y = S;() =~ 00S X - gr COS 3x 


5_4" 
1ج - جت S0)‏ = 00ر3 = ر 


= (يارق عر 


3 





إن سلسلة فورييه للدالة 1 هى 


2-4-1 
S)x( = „im Sn(x) = 3+ اوه‎ 


بما أن 1 > |×مءهء|» فإن السلسلة تتقارب (2)00876/968 ويكون («)ى موجودًا لقيم kg x‏ 
جميعها الحقيقية. ل 





526 


الباب 8 # نظرية التقريب 


شكل 14.8 


تمهيدية 12.8 


Approximation Theory 


يوجد تعبير منفصل مماثل لما شرح» وهو مفيد لحالة التقريب باستخدام المربعات الصغرى 
المنفصلة ©:0156:6) وعملية الاستكمال الداخلى للكميات الكبيرة من البيانات. 

افترض أن لديك ”2 من نقاط البيانات المزدوجة '720!(زا ,ر×))» إذ تعطى العناصر الأولى فى 
الازدواج تجزئة متساوية لفترة مغلقة. 

وللتبسيط؛ نفترض أن الفترة هى [ ١,١‏ -]ء وعليه كما يظهر فى شكل 14.8 يكون 

)20.8( )2( +7 -= به لكل 1 = 286 ممما ;0= 

إذا لم تكن الفترة هي 7,71-] يمكن تحويل البيانات إلى هذه الصيغة» باستخدام تحويل 





إن الهدف في الحالة المنفصلة هو تحديد كثيرة حدود مثلثية (×) 5 في Tn‏ بحيث تجعل المقدار 


2m-1 


E(S,) = 8 [yj - S«(xj)]? 
=0 
,وه‎ 41,٠٠١, أصغر ما يمكن. ولعمل ذلك؛ نحتاج إلى اختيار الثوابت 1-بط ,...,دط برط ب‎ 
بحيث يكون‎ 
2m-1 5 5 3 
دروام‎ J م‎ 3 Ê + an cosnxj + 3 يه)ر‎ coskx; + by ر‎ || (21.8) 
=0 F1 


إن تحديد الثوابت يمكن تبسيطه من حقيقة أن 01/٠٠١ 02١-1‏ :100 متعامدة بالنسبة إلى عملية 
الجمع على النقاط المتساوية في البعد ' 72ار×») في الفترة [7,71-]. 
إننا نعني بهذا أنه لكل 1 # ۸ يكون 2 
¢r(xj)pı(xj) = 0 (22.8)‏ 
ولبرهان التعامد؛ نستخدم التمهيدية الآتية: 8 
إذا لم يكن العدد الصحيح + أحد مضاعفات :27 فإن 

2-1 27-1 


3 sinrxj = 0 و‎ 3 cosrxj = 0 
j=0 0=ز‎ 


وبالإضافة» إلى ذلك إذا لم يكن +« أحد مضاعفات ”» فإن 


J 


2m-1 2m-1 75 
3 (sinrx;)? =m و‎ 3 (cosrxj) 2m 
=0 


=0 
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لقد استخدم أويلر الرمز لأول مرّة ليمئلر البرهان إن معادلة آویلر (دانام:ه5 #5عاناع) تنص على أنه إذا كان 1 - = ”1 فإنه يكون لكل 
۷-1 في كتابه 5 
De Formulis Dfferentialibus‏ عدد حفيقي 2 
Angularibus.‏ 1 57 22 
e“ = cosz + isinz (23.8(‏ 


إن تطبيق هذه التمهيدية يعطى 


2m-1 2m-1 2m-1 2m-1 


i 1 د‎ i aS a irx 
cosrxj + i 3 sinrxj = 3 (cosrxj + i sinrxj) = 2 
j=0 =0 j=0 j=0 


Ea gir(-r+ jn/m) = girm . girj m 





e 
لذلك فإن‎ 
2m-1 2m-1 
2 cosrxj + i sinrxj = e" gE 
30 =0 j=0 


بما أن ٠”"””‏ مر سلسلة هندسية حذها الأول أو نسبتها 1 > "مام 


2m-1 irn/ m) 2m 2irn 
J "اال‎ = 1- (¢ ) - 1-4 

1] — geirm/m 1] — girn/m 
20 


ولكن 1 = 25 i sin‏ + 27 ومه = ei"‏ 
لذلك 0 = "”*ع - 1 


2m-1 2m-1 


2m-1 
cosrxj + i ررم لو‎ = e" gii" `0 
j=0 j=0 =0 


إن هذا يتضئّن أن 
27-1 2-1 


8 cosrxj = 0 
j=0 


إذا لم يكن أحد مضاعفات ” فإن هذه المجاميع تتضمن أن 





2m-1 2-1 1 
DG حة‎ 7 )1+ cos2rxj) 
=0 20 
1 | لحم‎ 2m-1 
| 1+ 3, 605273 = (2m + 0) = m 
=0 j=0 
وبالثل فإن‎ 
2m-1 
mm 3J (sinrx;) - ور‎ 
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الباب 8 نظرية التقريب 


مبرهنة 13.8 


Approximation Theory 


والآن يمكننا برهنة التعامد المنصوص عليه فى المعادلة (22.8). 
خذ على سبيل المثال الحالة 


2m-1 2m-1 
2 ¢k(Xj) on+1(Xj) = 3 (coskx;)(sinlxj) 
j=0 20 


بما أن 
آرم - sin(l‏ + ردم + cos kx; sSinlxj = }[sin(l‏ 
و (۸ +1) و (۸ -1) كليهما أعداد صحيحة ليست من مضاعفات ”2» فإن تمهيدية (12.8) تضمن 
أن 
ن 


2m-1 2m-1 
3 (coskx;)(sinlxj) = > 18 sin(l + K)xj + YJ sin(l - 1 = 30+ 0) =0 


j=0 j=0 


تستخدم هذه الطريقة لبرهنة أن حالة التعامد متحققة لأي زوج من الذوال» وللحصول على 


مبرهنة الآتية: 
إن الثوابت في المجموع 
احم 
dn COSAX + 3 (a cos kx + b, sin kx)‏ ت — = ر(جراررى 
k=1‏ 
التي تجعل مجموع المربعات الصغرى 
2m-1‏ 
an, bı,..., bn-ı) = 3 (yj = S(*j))‏ .وهاه 
j=0‏ 


2m-1 


k= 0,1,..., ۸ ديه لكل‎ 7 Zy costs, 


2m-1 
= k= 1,2,..., ۸-1 اهرب بر = = لكل‎ 


برهن هذه الطريقة بوضع المشتقات الجزئية للمقدار 8 بالنسبة إلى كل 44 و لكل بط مساوية 
للصغر» كما حدث في البندين (1.8) و (2.8)» ثم يستخدم التعامد لتبسيط المعادلات. وعلى 
سبيل المثال 


2 27-1 


3 Ab 2 2ı - S,(x;)](- sinkxj) 
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2 
من‎ 
2m=1 2m-1 9 
0 3 yj sinkxj - 0 (زعد)رى‎ sin زد‎ 
0دَر‎ =0 
2m-=1 2m-1 
= 8 yj sinkxj - 2 SinKXj - ا بره‎ Sin زد‎ 05 0 
0ر عر‎ 
n-1 2m-1 n-1 2m-1 -_ 
- dı sin kxj coslxj — 5ر3‎ sin kxj sinlxj - bx SE 
1=1 j=0 1=, j=0 20 
1 


إن التعامد يتضّمن أن الجاميع جميعها في الطرف الأيمن» عدا المجموع الأول والملجموع الأخير 
كلها أصفار» وتنص تمهيدية (12.8) على 3 الجموع النهائي يساوي 5 
ولذلك يكون 


2m-1 


3 yj sinkxj 


مثال 2 ليكن 9 -”×2 = (×)/ ل × جميعها في [ ١١‏ -]. سنجد ():5 كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة 
2 بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة. ٠‏ 
إذا أخذنا 3 = »م فإن النقاط تكون 


1 
0 + =× و 27-9 = f)‏ = زر لكل 2,3,4,5 ,0,1 = ز 


إن كثيرة الحدود المثلثية هى 


S&)x( = ao + وم يه‎ 2x + (a, cos x + b, sin x) 


5 حيث‎ 
۸= 0,1,2 ج ديه لكل‎ 0 cos kxj 
وتكون المعاملات‎ 
1 (rc + 1 )- + ار‎ f(0)+ /(& )+ / (F)) == »مدسسوو ره‎ 
dı = (rc (- 7) cos(- 7) + /( 7) es (- + 5 ) cos (- + f(0) cos0 


5 1 ) os (Z )+ + 7)0 @ = - 9 
يه‎ = (f f(7) cos(- 27) + 1) 2) cos (- 2 f (- 2 عد -( و‎ /)0( 0 
f ) (3 + 1) 0 :) - 3 


+ 
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Ti 


b= 2 (rn sin(-n) + f ( نك‎ sin 6 )ج‎ E (- 7) sin ( 3) + f(O)sin0 و‎ 
€ (3) sin 3) + (¥) sin رك‎ =0 
وهكذا يكون‎ 


S2)×( = 1(-4.10944566( — 8.77298169 cos x + 2.92432723 c08 2X 
يظهر شكل (12.8) الدالة (:)/ وكثيرة الحدود المثلثية بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة (:)يك.‎ 


شكل 15.8 








يوضح المثال الآتي إيجاد التقريب بالمربعات الصغرى لدالة معرفة على أي فترة مغلقة. 


مثال 3 ليكن 2 -«)دهة -2+2 + 3×3 -*× = (#)يم. إن إيجاد التقريب (*)53 للبيانات 
1(« ,ر×))» حيث 17/5 = ز× و (3)/ > نلا بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة يتطلب أولا 
التحويل من [2 ,0] إلى [ 7,7 -]. إن هذا التحويل الخطي هو (1 - رد)" = رج وتصبح البيانات 


بعد التحويل بالصيغة 
مألل [Ces (t+‏ 
ومن ثم تكون كثيرة الحدود المثلثية بطريقة المربعات الصغرى 


2 
وه + = (2)وى‎ 0532+ 2 cos kz + by sin kz), 


4 
2 =1 
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جدول 12.8 


1 j 
۸= 0,1,2,3 لكل‎ = e حيث 02ء(‎ 
1 2 E 
۸= 1,2 ور يه لكل‎ 
إن إيجاد قيم هذه المجاميع يعطي التقريب‎ 
S4(z) = 0.76201 + 0.77177 cosz + 0.017423 cos 2z + 0.0065673 cos 3z 
— 0.38676 sin z + 0.047806 sin 2z 


وبالتحويل إلى المتغير × نحصل على 
S3(x) = 0.76201 + 0.77177cosT(x — 1) + 0.017423 cos 2(x — 1)‏ 
cos 3(x — 1) - 0.38676 sin T(x — 1) + 0.047806 sin 2(x — 1)‏ 0.0065673 + 


يعرض جدول (12.8) قيم f )x×(‏ و (<اوى. ل 
S3x) f(x) x‏ |لداوى - f(x)‏ | 
x 1072 0.24060 0.26440 0.125‏ 2.38 
RO? K-10 0.85154 0.84081 0.35‏ 
x 10-4 1.36248 1.36150 0.625‏ 9.74 
x 1073 1.60406 1.61282 0.875‏ 8.75 
x 1073 1.37566 1.36672 1.125‏ 8.94 
II? 0.71545 0.71697 1.375‏ 
x 1073 0.06929 0.07909 1.625‏ 9.80 
Ax I03 - 1232 -6 1.875‏ 





مجموعة التمارين 5.8 


EXERCISE SET 


1. أوجد كثيرة الحدود المثلثية (<):5 بطريقة المربعات الصغرى المتصلة للدالة [5,-]مه 2د = (2)/, 
2 أوجد كثيرة الحدود المثلثية («),ى بطريقة المربعات الصغرى المتصلة للدالة [7,7 ]مه × = («)/ر, 
93 أوجد كثيرة الحدود المثلثية ():5 بطريقة المربعات الصغرى المتصلة للد وال 5,51 -] ده e‏ = لوال 


4. أوجد كثيرة الحدود المثلثية العامة (*),5 بطريقة المربعات الصغرى المتصلة للدوال 
5,1 ]مه 6ه = .f(x)‏ 

5. أوجد كثيرة الحدود المثلثية العامة (:),5 بطريقة المربعات الصغرى المتصلة للدوال 

0 إذا كان 0 > × > 7 - 

1 إذا كان x<‏ > 0 


)ل ٣‏ 
6. أوجد كثيرة الحدود المثلثية العامة (:),5 بطريقة المربعات الصغرى المتصلة للدوال 


1- إذا كان 0 > × > 7 - 


f(x)‏ ا 


1 إذاكان 7 > 8 <0 
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7. أوجد بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة الكثيرة الحدود المثلثية (<),5 على الفترة [7,7-] 
للدوال الآتية» باستخدام القيم ” و « المحدّدة: 

m= 4," = 2 «f (x) = ب «3ومه‎ m= 4,n = 2 «f (x) = cos2x أ‎ 

m= 6,n= 3 « f(x) = x د. دومه‎ m= 6,n = 3 f(x) = sin x + 2cos}x ج‎ 

8. احسب الخطأ (,2)5 لكل الدّوال فى التمرين 9). 

9. أوجد بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة كثيرة الحدود المثلثية ():5 باستخدام 4 = ” 
للدالة 60527 =٠‏ (×)/ على الفترة 7,71-]. احسب الخطأ (2)55. 

0. كرّر التمرين (9) باستخدام 8 = :”. قارن قيم كثيرات الحدود المستخدمة في التقريب بقيم 
/ عند النقاط 0.27 + 7 - - ز؟ لكل 10 > ز >0 فأي تقريب هو الأفضل؟ 

1. ليكن +5662 - 2١×‏ = (*)/ لكل 4 > + > 2 بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة» أوجد 
كثيرات الحدود المثلثية (5,)2 باستخدام قيم « و « كما يأتي» ثم احسب الخطأ في كل حالة: 
ey Mo]‏ فيد iS ROG‏ 

2. أ. بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة » أوجد كثيرة الحدود المثلثية (*)»5» باستخدام 16 = ” 
للدالة ×«نء ”× = ()/ على الفترة [0,1]. 

ب. احسب ×4 (#اركى ولج قارن التكامل في (ب) ب مه × ہنی 2+ م . 

3. برهن أنه لكل ذالة فردية متصلة £ معرفة على [ه,ه-] يكون 0 = ×4 ()/ | 

4. برهن أنه لكل دالة زوجية متصلة / معرفة على الفترة [2,ه-] يكون. ‏ * 

| 1a =2 | roar 

5. برهن أن الدوال 

pox) ت‎ 3, مı)(‎ SS REED p(x) = OSE, a(S) ءءوتهلة ع‎ , p2n-1)×( = sin(n — 1)x 
متعامدة على الفترة 7,71 -] بالنسبة إلى دالة الوزن 1 = (»)س.‎ 

6.حدّد في التمرين (1) سلسلة فورييه للدالة |:د| = (2)/. استخدم هذه السلسلة وافترض أنها 
تمثل / عند الصفر لكى تجد قيمة السلسلة اللانهائية المتقاربة 


Xî o(1/(2k + 102 
Fast Fourier Transforms ا 8 تحويلات فورييه السريعة‎ 


وجدنا فى النصف الثانى من الفصل (5.8) بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة صيغة كثيرة 
الحدود من الرتبة 7 على نقاط البيانات {(%j, HE‏ التي عددها 2270-1» حيث إن 
[N‏ /ز) +5 - = رع لكل 1 - "2 , ...,1 ,0 = ر. 

إن كثيرة الحدود المثلثية للاستكمال الداخلى (01840:1م:10]6) فى Tn‏ على نقاط البيانات هذه 


التى عددها 27# هى تقريبًا كثيرة الحدود بالمربعات الصغرى نفسها؛ لأن كثيرة الحدود المثلثية 
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بطريقة المربعات الصغرى تجعل حد الخطأ 
2-1 
“(لرعارى در 3 = ركام 


0ر 
أصغر ما يمكن» وهذا الخطأ لكثيرة الحدود المثلثية للاستكمال يساوي صفرّاء ومن ثم فقد حصلنا 
على أصغر ما يمكن من الخطأ عندما يكون 
زل = (رعامرى لكل 1 - 2۳ ,...,0,1 = ر 
وعلى كل حال هناك حاجة إلى تعديل صيغة كثيرة الحدود إذا ما أردنا أن تتخذ المعاملات 
الصيغة نفسها كما فى حالة المربعات الصغرى. 
لقد وجدنا في تمهيدية (12.8) أنه إذا لم يكن 7 أحد مضاعفات ” فإن 
2m-1‏ 
(cosrx; 2- m‏ 3 
إن الاستكمال الداخلى,يتظلب بدلا من ذلك حاب 77 
2m-1‏ 


3 (cosmx;)? 
j=0 


الذي يأخذ القيمة 2. (انظر التمرين 8) 
ويتطلب هذا أن تكتب كثيرة الحدود الاستيفائية على الصيغة 


اح 
b, sin kx) (24.8)‏ + ماقم يهار 3 + لانت تدك = Sm(x)‏ 
1= 
إذا أردنا أن تتفق الصيغتان »» و «ط مع صيغ كثيرة الحدود بطريقة المربعات الصغرى؛ أي حيثما 
2m-1‏ 
Jj coskxj 25.8(‏ ,2 ب = ۾ لكل #” ,...,0,1 k=‏ 
j=0‏ 
9 1 1 
yjsinkxj (26.8)‏ زر = دية لكل 72-1 1,2,7 k=‏ 
j=0‏ 


وفى حالة وجود مقادير كبيرة من البيانات المتساوية البعد» يكون الاستكمال عن طريق 
كثيرات الحدود المثلثية قادرًا على إعطاء نتائج دقيقة جدًا. 
إنها طريقة التقريب المناسبة في حقول تتضمن ترشيحات عددية» مثل نماذج الهوائيات 
الميكانيكا الكمية» البصريات» والكثير من مسائل المحاكاة. 
وعلى كل حال حتى في أواسط الستينيات من القرن العشرين» لم تكن هذه الطريقة تحت 
التطبيق الشائع ؛ بسبب العمليات الحسابية اللازمة لتحديد الثوابت في التقريب. 
إن الاستكمال في بيانات مؤلفة من 27 من النقاط باستخدام تقنية الحساب المباشر تتطلب 
27 من عمليات الضرب و ”(2) من عمليات الجمع. وإن تقريب عدة الاف من نقاط 
البيانات أمر شائع في الحقول التي تتطلب الاستكمال المثلثي» ولذلك فإن الطرائق المباشرة 
لإيجاد قيم الثوابت تتطلب عمليات ضرب وجمع تصل إلى الملايين. 
إن خطأ التدوير المرتبط بهذا العدد من الحسابات يفوق التقريب عمومًا. 
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في عام 1965 ظهرت ورقة بحثية للمؤلفين كولي وتيوكي (©0001.الا.ل و لاعكاناآ .الال في 
مجلة [20100]07نام000 Mathematics of‏ شرحت طريقة مختلفة لحساب الثوابت فى كثيرات 
لحدود المثلثية للاستكمال . ١‏ 

وإن هذه الطريقة تتطلب (0)71108272 فقط من عمليات الضرب و (:0)7:10527 من عمليات 
لجمع؛ على أن تختار #: بطريقة مناسبة. 
إن هذا ينقص عدد العمليات من الملايين إلى الآلاف في أي عملية تحتوي على الآلاف من 
نقاط البيانات. وقد اكتشفت هذه الطريقة فى الحقيقة منذ عدة سنوات قبل ظهور بحث كولى 
وتيوكي2 ولكنه مر دون التنبه إليه. 1 ١‏ 
إن 8-91,مم,hوBri]‏ يحتوي ملخصًا تاري يخا قصيرة: إلا آنه مثير للاهتمام بهذه الطريقة. 
تعرف طريقة كولي وتيوكي بواحد من الاسمين خوارزمية كولي - تيوكي (مد5؛اءهواة )ں۲ - بإواهه©) 
أو خوارزمية تحويل ف السريع Fourier franslorm(FFTlalgorithin‏ ۴‰ وقد أدت إلى ثورة في 
ستخدام كثيرات الحدود المثلثية في الاستكمال. 
تتألف الطريقة بتنظيم المسألة؛ إذ يمكن تحليل عدد نقاط البيانات بسهولة على قوى العدد 





وبدلا من إيجاد قيم الثابتين غ6 و غ2 مباشرة فإن طريقة تحويل فورييه السريع تحسب المعاملات 
لمركبة © في 
2m-1 5‏ 1 
ceik* 27.8(‏ 35 - 
حيرف لكين 
5 7 لفطب 
IR 28.8)‏ 0 کي لكل 2-1 يبون ب( ع 
j=0‏ 


وبمجرد تحديد الثوابت © فإنه يمكن استرجاع عه وءع5. ولعمل ذلك؛ نستخدم معادلة أويلر 
i sin‏ + جوم = “© لكل 8# , ...1 ,0 = ۸K‏ يكون 


1 k 1 ink 1 gikmjlm e-ink _ اح‎ ik(— + ) j/m)) 
E 1) = E = "2 1 < yje 
ا‎ Tj 70 
= 0 e n+ I) + isink (r + 8 
m 
1 حنية‎ 
= Ok + isinkxj) 
=0 
لذلك‎ 
5 )-1(* 
ax + ib, = Ck 29.8) 





ولسهولة التعبير؛ يضاف مط و «ط إلى المجموعة» ولكنهما يساويان صفرّاء ولا يساهمان في المجموع 
الناتج. 
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إن خاصية تقليل العمليات في تحويل فورييه السريع ناتجة عن حساب المعاملات © في عناقيد» 
واستعمال علاقة رئيسة تنص على أنه لأي عدد صحيح 7 يكون 


e""' = cosnTl + isinnT = (—1)” 


افترض 27 = ”۳ او ...01 k=‏ یکون 


2m-1 2m-1 
دن‎ Cmik = 3 Yj eki" + 3 Yj , gi (m+ km jl m ك‎ 8 yje "(1 + ۳ع‎ ( 
0ر‎ j=0 j=0 


ولكن 5 
2, إذا كان 7 عددًا زوجيا 


"ع + 1= E‏ 
0, إذا كان 7 عددًا فرديًا 


لذلك يوجد 7# فقط من الحدود غير الصفرية في عملية الجمع. 
إذا وضعنا 7 بدلا بن [ كني مؤشر الجيع كنا ا المجموع على الصيغة 


ESE RE 2 yaye tan 


4 أى أن‎ 
يكيل احم‎ 7 
FEES رود‎ A G0.8) 
0 وبطريقة مماثلة‎ 
m-1 
C= Cmrk = 2ik mn 3 كني +زور‎ /)5:/2( 61.8( 
j=0 


وبما أنه يمكن استرجاع كل من © و ۸+«> من المعادلتين (30.8) و (31.8)» فإن هذه العلاقات 
تحدد المعاملات »> جميعها. 

يتضح أن المجاميع في المعادلتين (308) و (31.8) أيضًا لها الصيغة نفسها كالمجموع في المعادلة 
(28.8)» باستثناء وضع المؤشر 2/:” بدلا من 71. 

يوجد "2۳ من المعادلات 1-م2© ,...,1© 0> الواجب حسابها. 

إن استخدام المعادلة الرئيسة (28.8) يتطلب ”2 من عمليات الضرب المركبة لكل معامل» وبما 
مجموعه 272(7) من العمليات. 

تتطلب المعادلة (30.8) 7# من عمليات الضرب المركبة لكل 1 -*” , ...,1 ,0 = 26 أما المعادلة 
(31.8) فتتطلب 1 + :7 من عمليات الضرب المركبة لكل 1 - 72 , ...,1 ,0 = #, 

وإن استخدام هذه المعادلات لحساب 0١ ٠1,٠.., >»2«-١‏ يخفض عمليات الضرب المركبة من 
4m?‏ = (2) إلى " + m(m + 1) = 2m?‏ ووس 

بما أن المجاميع في المعادلة (30.8) و (31.8) لها الصيغة نفسها الرئيسة والعدد 7# هو على صيغة 
قوى 2» فإنه يمكن إعادة تطبيق عملية التخفيض في المعادلتين (30.8) و (31.8). 

ويوضع بدلا منهما مجموعان من 0 = ز إلى 1 - (2/«) = ز. إن هذا يخفض الفقرة 2 في 
ا Aes‏ 

(m? E m E RA 

من عمليات الضرب المركبة التي نحتا 
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إن تطبيق الطريقة مرة أخرى يعطينا أربعة مجاميع في کل منها ۳/4 من الحدود» ويخفض 
الفقرة 727 من هذا الجموع إلى 
m\2 m (m m?‏ 
+m‏ 2 -|(2+1) > 4 )4)5 
الذي يؤدي إلى مجموع جديد يساوي (m?/2) + 3m‏ من عمليات الضرب المركبة» وبتكرار 
العملية 7 مرّة يخفض العدد الكلى من عمليات الضرب المركبة اللازمة إلى 
ي 9 
gra + mr‏ 
وتكتمل العملية عندما 1 + م = ؛ لأن 27 = س و 2*1 = س2. 
وهكذا بعد 1 + م = ۲ من تخفيضات هذا النوع فإن عدد عمليات الضرب المركبة ينخفض إلى 
2 
2-1 
وبسببٍ طريقة ترتيب الحسابات» فإن عدد عمليات الجمع المركبة يمكن رصدها ومقارنتها. 


ولشرح أهمية هذا التخفيض ؛ افترض أن لدينا 1024 = 21° = مر 
وعند ا المباشر يتطلب 





+ m(p + 1) = 2m + pm + m = 3m + mlogر‎ m = O(m log) m) 


(2m) = (2048)? x 4,200,000 

من عمليات الحساب. أما طريقة ت تحويل فورييه السريع فتخفض عدد الحسابات إلى 

0 - 1024 يع 1024 + )3(1024 
افترض تطبيق طريقة تحويل فورييه 0 لنقاط البيانات مرّ((زلا ,ز:)] التي عددها 20 = 8 
حي 7 كر لقن 7 .. ,0,1 „j=‏ 
فى هذه الحالة 8 = 22 ولذلك 22 -4 =" و2 -م, 
من المعادلة (24.8) نحصل على 

do + به‎ COS 41 


3 
AEE حم حت‎ + 3 ar cos kx + b, sin kx) 
k=1 


حيث 


3 1 1 1 
لكل 4 ,3 ,2 ,1 ,0 = ۸ عزف‎ EDD. yj sinkxj رج ت و‎ cos kx; 
=0 

7 


ت 2 


20 


F(x) = 


سداد 


7 
انان زر دين 15 ESO ay‏ 


0دز 


ثم نحصل من المعادلة (29.8) لكل 4 ,3 ,2 ,1 ,0 = ۾ على طز + ہے = "لامي 4. 
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بالحساب المباشر» تعطى الثوابت المركبة ما يلى: 
EREBE EH‏ دجون د ووز كاين 
وبر - 1/25 /(1 — iy» + ((i‏ + بر 1/2 /(1 + ((i‏ جور = cı‏ 
جر(كة /(1 -ة) — ((i + 1(/ V2)ys - iye‏ - 
Jo + iyı ¬ y2 ¬ iys + y4 + iys - y6 - iy‏ ع وه 
ور = yo + ((i— 1(/ V2)yı = iya + (i + 1(/ V2)y3‏ دو 


- ((i— 1(/ V2)ys + حوره‎ (i + 1)/ 2)y7 
رو دور #جين ور ون حور + ر = وو کو‎ 


ور و12 /(1 -1)) حو + ررد /(1 + 1)) حور دي 
V2)ys - iy + ((i - 1(/ ¥2)y‏ /(1 + ) + 
iy3 + y4 ¬ iys - y6 + iy?‏ + وبر ¬ iy‏ - ور = م6 
ور ور 1/2 /(1 + ))i‏ حوره - 2y‏ /(1 -1)) حور =7 
جر( /1 + (i 1(/ V2)ys + iye + ((i‏ + 
بالتمهيد للحجم الصغير لمجموعة نقاط البيانات ؛ فإن كثيرًا من معاملات زلا في هذه المعادلات 
تكون 1 أو 1- . وسيقل هذا التكرار فى التطبيقات الكبرى» ولكى نعد عددًا من عمليات الحساب 
بدقة؛ فسندخل عمليات الضرب في 1 أو 1- في حسابنا على الرغم من أن ذلك غير ضروري 
في مثالنا هذا. ومع أخذ هذا الفهم في الحسبان» نجد أن 64 عملية ضرب/ قسمة» و56 عملية 
جمع / طرح هي عدد العمليات اللازمة للحساب المباشر للثوابت 7© ٠1,٠٠٠,‏ :0©. 
لتطبيق تحويل فورييه السريع بأخذ 1 = 7؛ نعرّف أولا: 
6لز + وبر + (co + c4) = yo + y2‏ = وك 
ور + وبر + وبر + yı‏ = (يه - dı = (co‏ 
y4 ¬ iys‏ - ينه + وبر = d= (cı + cs)‏ 
iy)‏ دور وز + d= (eı - cs) = (i + 1)/ V2)(y1‏ 
زر - وبر + d4 = (c2 + c6) = yo - y2‏ 
(7 - وير + وبر - رر)ة  c6(‏ - يه) = وك 
y4 + iys‏ - ون وبر = c7)‏ + وه)1 - وك 
(جة + ys‏ ¬ ور ¬ ررر)(1/2 /1 -ة) = (ى -دى) d=‏ 
ثم نعرّف القيمة 2 = م. 1 
(do + d4) = yo + Y4‏ = وه 
عر + eı = (do¬ d4) = y2‏ 
e2 = (id + ds) = i(yı + ys)‏ 
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e2 = }(idı + ds) = i(yı + ys) 

e3 = }(id - d5) = i(y3 + y7) 

e4 = }(d2 + de) = Yo = ور‎ 

es = (dı - d6) = -ور)ة‎ y6) 

(id + d) = ((i- 1)/ ¥2)(y1 = y5)‏ دوه 
(id - d) = i((i- 1)/ ¥2)(y3 = 7)‏ = به 


وأخيرًا نعرّف القيمة 3 = 1 +م = م 
مر = }(eo + e4)‏ = مر 


f= 3 
f= 4 
Js = }(ieı - es) = i 
fa = }(((i + 1)/ ¥2)e2 + e6) = ((i - 1) ¥2)yı 

fs = }(((i+ 1(/ ¥2)e2 - e6) = ((i- 1) V2)ys 

fe = }(((i- 1(/ ¥2)e3 + e7) = )- (i + 1(/ ¥2) 
fı = }(((i- 1(/ ¥2)es - e7) = )- (i+ 1)/ جر(‎ 


(€0 = €4) = Y4 


(ie + es) = iy2 


إن © ,...,€0 ,بك do,...,‏ ,7 , ...,0© و f‏ ,...,10 مستقلة عن نقاط البيانات الخاصة»› 


وتعتمد على حقيقة أن 4 = :”7 فقط. لكل ” مجموعة ثوابت وحيدة 
SEBE EGE Eg‏ ا 


إن هذه الفقرة من التطبيق لا حاجة إليها فى التطبيق الخاص. إن الحسابات المطلوبة هى الآتية 
فقط: 
fo= Yo; f= Yai‏ .1 
نسلا / fa = (i=‏ 
f = )-)1 + 1 2y.‏ 


f= iy; f= ل‎ 


fs = (i— 1/ دمر :ورت‎ (=(i+ /لا‎ V2)ys 


2. = f+ fi e =-i(fp+ f): e = (i+ 1/ 12) f4 + fs) 
ديه‎ ((-i- 1/ 112) +ور‎ f): = دمر‎ fii دوه‎ h~ f: 
حور دوه‎ fs; e = دمر‎ fi 

3. do=eo+ ei d - - i(e + e3); ديك‎ eq+ زوه‎ dı -- i(eg + e7) 


de= eq¬ es; d= es¬ ©‏ زه - يه eo- ei ds=‏ - هيك 
جك dy+ ds; c= ds+‏ ديه co= do+ dı; cı = d+ dj‏ .4 
ك -وك ds; c=‏ حيك c=‏ زيك d¬—‏ دوه زرك c4 = do¬‏ 


إن حساب الثوابت >0١ ٩1,٠٠. , ٠7‏ بهذه الطريقة يتطلب عدد العمليات التى تظهر فى جدول (13.8). 
يتضح مرة ثانية أن الضرب في 1 أو 1- قد أدخل في العد على الرغم من أن هذا لا يتطلب 
جهدًا فى الحسابات. 
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جدول 138 الخطوة ضرب /قسمة جمع /طرح 
)( 8 0 
)2( 8 8 
)3 8 8 
4 0 8 
مجموع 24 24 


إن عدم وجود عمليات الضرب/ القسمة في الخطوة 4 يعكس حقيقة أنه لكل « تُحسّب المعاملات 
0 ) من "4 بالطريقة 
dok + dok+1‏ دن وو Ckem = dk ¬ dk+1‏ لكل k= 0,1,..., m-1‏ 
ولذلك لا توجد عمليات ضرب مركبة. 
والخلاصة أن الحساب المباشر لمعاملات 7> ,...,0:61© يتطلب 64 عملية ضرب/ قسمة و56 


عملية جمع /طرح. وإن طريقة تحويل فورييه السريع يخفض الحسابات إلى 24 عملية ضرب/ 
قسمة و24 عملية جمع/ طرح. 


تنفذ الخوارزمية (3.8) تحويل فورييه السريع عندما 27 = 7 جيك غدل جج موجب. 
يمكن إجراء تعديلات على هذه الطريقة عندما يأخذ 7 صيغا أخرى. 


تحويل فورييه السريع Fast Fourier Transform‏ 
لحساب المعاملات فى المجموع 


: 0 E 1 لح‎ 
چ حيث 1-/ = : الخاص بالبيانات‎ ee * = 5 cx(coskx + i sinkx) 
0 0 


70ر ز×( حيث 27 =" و 1/۸ ز +5 -= رع لكل 20-1 ,...,0,1 = ل 


المدخلات: Y2«-1‏ ,.¥1,۰۰ بولا m, Pi‏ 
المخرجات: الأعداد المركبة 1-«2© “0٠١٠٠٠١‏ 
الأعداد الحقيقية 1-«2 1,٠٠٠,‏ سك ۵0,٠٠٠,‏ 
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, ...1 - تر نفذ الخطوات 8 - 10. 


5 
U 


.K = kg‘ 2P + kp-۰27 1 +...+ 802+ ko ضع‎ 
). حلل‎ ( 

= 1/24 = kp 2P1 +--+ ربوا‎ 2+ kq ضع‎ 
Ka 2 kg DPF ريو‎ 27-1 qe kg 


1 = +6») ضع‎ 
CK+M = CK ~N 
ck =ceK+Nn 


ما دام 1 - ”2 > × فنقّذ الخطوات 14 - 16. 


K = k,-2P + kp-1۰2P 71 +... k۰2+ ko ضع‎ 
) ۸ تحليل‎ ( 
= ko ‘2P + k۰2 1 + ...+ kp-1°2+ kp ضع‎ 


do = أنه‎ 


Re‏ ايه 


on/ 2 


7 


= Re(e7"cj/m) ضع‎ j = lt; 
Im(e7'"cj/ m) 


(C0, Com-1i 0,۰, Ami Dir. 





ل 
وجدنا في مثال 2) من الفصل (5.8) كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة الثانية بطريقة المربعات 
الصغرى المنفصلة إلى 9 - 2x2‏ = (×) على [1,71-]. 

والآن سنجد كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة الثانية لاستكمال البيانات م ا / ,ز:*)] حيث 


r 58 2‏ ا 
cos(kxj)‏ 0ی22 = ېه لكل 0,1,2 = ۸ و (زنت)هلة 92 2 = bı‏ 
إن هذا يعطي 
(rm E 6 7) + f(O + f 3) = - 19559339,‏ كك 


(rm cos(—T) + f 7) cos 6 35 + f(0) cosO + 5) cos 3))‏ 2 وه 


= -= 1 
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(fm cos(- 2n) + f 6 7) cos(-T) + f(0) cosO0+ f 3) cos 0)‏ 2 دوق 


= 0 
و‎ 
1 5 N T TN. 7T 
b= 5 (fm sin(-n) + f 86 3 sin ( 3 + f(0) sinO0+ f 6 sin (5)) =0 
لذلك‎ 
S2)×( = 1 )- 9 + 4.93480220 cos 2x) - 9.86960441 cos x. 
يظهر شكل (16.8) الدالة ()/ وكثيرة الحدود المثلثية للاستكمال (×)د5.‎ 


شكل 168 








يشرح المثال الآتي إيجاد كثيرة الحدود لاستكمال دالة معرفة على أي فترة مغلقة. 


مثال 3 ليكن (2 - ×)×مها -2+2 + 33 -*× = (×). إن إيجاد كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة 
الرابعة لاستكمال البيانات 7-0!(ز( ,ز×)) حيث 4/ز = ز× و (ز*)/ = زا يتطلب تحويل 
الفترة [2 ,0] إلى [ 71,71 -]. 
وإن هذا التحويل يعطى بالمعادلة 


(1 درع)؟ = ره 


ولذلك فإن مدخلات البيانات فى الخوارزمية (3.8) هى 


ولخ دنه 
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إن كثيرة حدود الاستكمال بدلالة 2 هى 
S4(z) = 0.761979 + 0.771841 cos z + 0.0173037 cos 2z + 0.00686304 cos 3z‏ 
sin 2z - 0.0113738 sin 3z‏ 0.0468750 + ج cos 4z - 0.386374 sin‏ 0.000578545 — 








نجد كثيرة الحدود المثلثية (54)7 على [2 ,0] بتعويض (1 -7)2 = 2 فى (54)2. ل 
يظهر شكل (17.8) الرسم البياني لكل من (»)۶ = ر و (×)54 = «. تظهر قيم (*)/ و (×)54 
فى جدول (14.8). 
شكل 178 
جدول 148 يم 5 صاى ‏ التابى 00| 
x 10-2 0.25001 0.26440 0.125‏ 1.44 
x 10-3 0.84647 0.84081 0.375‏ 5.66 
327K 103 1.3584 1.36150 0.625‏ 
x 1073 1.61515 1.61282 0.875‏ 2.33 
x 1073 1.36471 1.36672 1:125‏ 2.02 
x 1073 0.1931 0.71697 1.35‏ 2.33 
x 10-3 0.07496 0.07909 1.625‏ 4.14 
x 1072-0101 -6 1.875‏ 1.27 


لمزيد من التفاصيل عن التحقق من صدق طريقة تحويل فورييه السريع يمكن الرجوع إلى [صه#] 
الذي يعرض الطريقة من منحى رياضي» أو الرجوع إلى [8:26] حيث تبنى الطريقة على جوانب 
أكثر ما تكون مألوفة لدى المهندسين. 

إن [252-269 .مم ,[4111] مرجع جيد للبحث في جوانب حساب هذه الطريقة. 
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إن التعديل على الطريقة في الحالة التي لا يكون فيها « على صيغة قوى )2( موجود في [۷1۸]. 


إن عرض الطرائق والمادة المتعلقة بها من وجهة نظر الجبر المجرد التطبيقي موجود في 
„[Lau, pp. 438-465]‏ 





مجموعة التمارين 6.8 EXERCISE SET‏ 
1. أوجد كثيرة الحدود المثلثية (×)«5 من الرتبة 2 على الفترة 7,71-] لاستكمال الذوال الآتية» 
وارسم نايد - (جا/ : 


أ معام = f(x)‏ ب. (× - ماع = عار 
اد سار 0م 1[ _ 
1 ف ع 
حََ 32237 0 1 f)‏ 


2. أوجد كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة الرابعة لاستكمال الدالة (× - ”)× = («)/ على الفترة 
[ 1,71 -] باستخدام : 

أ. الحساب المباشر 

ب. خوارزمية تحويل فورييه السريع 

3. استخدم خوارزمية تحويل فورييه السريع لحساب كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة الرابعة 
لاستكمال الدّوال الآتية على [7,1-]: 


أ. m)‏ دعام = f(x)‏ ب |× |= دار 
ج f(x) = xcosx? + e“ cose" .3 f(x) = cosTx — 2sinTx‏ 
14 أوجد كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة الرابعة (<),5 لاستكمال ×«اء ”× = (×)/ على الفترة 


ب. احسب »× ()وى و. 

ج. قارن التكامل في () ب dx‏ حمس x‏ ول. 
5. استخدم التقريبات التي حصلت عليها في التمرين (3) لتقريب التكاملات الآتية» وقارن 
نتائجك بلقيم الفعلية: 
n(x = m) dx |‏ كل ب. ×ه زعا مدل 
جح" (cosmx — 2sinTx) dx‏ كل د. cosx? + e" cose”) dx‏ ا 
6. استخدم خوارزمية تحويل فورييه السريع لإيجاد كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة السادسة 
عشرة للدالة ×وم × = (×) على n,n]‏ 
7. استخدم خوارزمية تحويل فورييه السريع لإيجاد كثيرة الحدود المثلثية من الرتبة الرابعة 
والستين للدالة «ومه 2« = (×) على 5,51 -]. 
8. استخدم متطابقة مثلثية لبرهنة أن 

jo (cos mx)? = 2m 


9. برهن أن ٠٠٠... ٠-١‏ فى الخوارزمية (3.8) معطاة كما يلى : 


c0 1 1 1 0 1 Yo 

3 1 0 ع‎ Yı 

c2 Er E o ge y2 
1 1 EL PO o (m-0? 1ت‎ 


حيث "ع = . 


0. فى المناقشة السابقة للخوارزمية (3.8) شر مثال فيه 4 = م 
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عرف المتجهات ٠,۵, ٠,۲‏ كما يلى: 
الإبه e‏ دع 
d)'‏ ...روك d= (do,‏ 
’)€7 ,...,€1 ,€0( دهع 
f= (for fuss, fo"‏ 
J)"‏ ...رالا y = (Yor‏ 


أوجد مصفوفات 2 ٥,‏ ,8 ,۸ بحيث © = 8e‏ = ل .ل4 2ه و .f= Dy‏ 


اعد حسم 8 مسح الطرائق والبرمجيات Survey Methods & Software‏ 


تقد شرحنا في هذا الباب تقريب البيانات والدوال باستخدام دوال ابتدائية 0618 اها. وإن 
هذه الدّوال الابتدائية التى استخدمت كانت كثيرات حدود. وكانت الدوال النسبية كثيرات 
حدود مثلثية. وافترضنا نوعين من التقريبات : ا منفصل والمتصل. وتبرز التقريبات المنفصلة عند 
تقريب مجموعة منتهية من البيانات بدالة ابتدائية: وتستخدم التقريبات المتصلة عندما تكون 
الدالة المطلوب تقريبها معلومة. 
وينصح باستخدام طرائق المربعات الصغرى المنفصلة عندما تكون الدالة محدّدة بمجموعة من 
البيانات التى من الممكن ألا تمتها تمامًا: فإن مطابقة البيانات بطريقة المربعات الصغرى قد 
تالخد صيعة خطية أو شرا تكدهزة حدود ألخرى :أو حت صيغة اة وتحسي هذه التتزيبات: 
بحل مجموعات من المعادلات القائونية كما مرّ فى الفصل (1.8). 
وإذا كانت البيانات دورية فإن مطايقة المريعات الصغرى المثلثية قد تكون مناسبة. 
بسبب التعامدية القانونية لقاعدة الدّوال المثلثية ٠‏ فإن التقريب المثلثى بطريقة المربعات الصغرى 
لا يتطلب حل نظام خطي. وفي المقادير الكبيرة من البيانات الدورية؛ يكون الاستكمال 
بكثيرات الحدود المثلثية محبّيًا أيضًا. 
إن إحدى الطرائق الفاعلة فى حساب كثيرات الحدود المثلثية للاستكمال هى تحويل فورييه 
السريع. وعندما يكون الدالة الطلوب تقريبها قابلة للتقييم عند أي قيمة فإن التقريبات تعنى أن 
يكون التكامل أصغر ما يمكن بدلا من المجموع. 
لقد تُوقشت التقريبات بكثيرات الحدود بطريقة المربعات الصغرى المتصلة فى الفصل (2.8). 
وإن الحساب الفعال لكثيرات الحدود بطريقة المربعات الصغرى يؤدي إلى مخز قات كثيرات 
الحدود المتعامدة قانونيًا.: مثل كثيرات حدود ليجندر وتشبيشف. 
تمت دراسة التقريب بالدوال النسبية فى الفصل (4.8): حيث عرض تقريب بادي بوصفه تعميمًا 
لكثيرة حدود ماكلورين وامتداده لتقريب تشبيقق بالدالة النسبية. وتسمح كلتا الطريقتين بعملية 
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تقريب أكثر تجانسًا من كثيرات الحدود. 

إن التقريب بطريقة المربعات الصغرى عن طريق الدّوال المثلثية قد تمت دراسته فى الفصل (5.8) 
وخصوضًا ارتباطه يسلاسل قوربية: ١‏ 
تقدم مكتبة ۷81| عددًا من البرمجيات للتقريب. ويعطي البرنامج RLINE‏ خطًا توفيقيًا لجموعة من 
النقاط بطريقة المربعات الصغرى» ومقاييس إحصائية كالوسيطيات الحسابية والتباينات. 
إن البرنامج ©5015 يحسب التقريب بطريقة المربعات الصغرى المنفصلة وفق اختيار المستخدم لدوال 
الأساس» وأما ©8815 فيحسب تقريب الشريحة بطريقة المربعات الصغرى. 
ويحسب البرنامج 887011 تقريب تشبيشف النسبي الموزون للدوال المتصل على [5 ,ه]» ويحسب 
8 تحويل فورييه السريع لمجموعة من البيانات بطريقة مماثلة للخوارزمية (8.8. 
تحوي مكتبة ١/86‏ كثيرًا من البرامج لتقريب الدوال. والتقريب بكثيرات الحدود بطريقة المربعات 
الصغرى موجود في البرنامج عمم02ع. إن هذا البرنامج متعدد الاتجاهات؛ إذ يحسب بطريقة 
المربعات الصغرى كثيرات الحدود بدرجات متعددة» ويقدّم أخطاءها بالمربعات الصغرى. 
إنه يستخدم كثيرات حدود تشبيشف لتصغير خطأ التدوير لأدنى حد وتحسين الدقة. 
يمكن استخدام البرنامج 80288 لتقييم التقريب الناتج من .E02۸0۴‏ ويعطي ۱۸١‏ البرنامج 
8م6028 أيضا لحساب توفيق الشريحة التكعيبي بطريقة المربعات الصغرى» كما يقدّم EO2GAF‏ 
حسابًا أفضل لتوفيق خطي 1أ؛ ويعطي 5026065 حسابًا أحسن لتوفيق -آ. وإن البرنامج ۴02۸۸۴ 
يحسب تقريب بادي. وتحتوي مكتبة 0/86 برمجيات كثيرة أيضا لتحويلات فورييه السريعة» إحداها 
.06٤0۴‏ إن مكتبة نتلب («اااه") تحتوي البرامج polfit.f‏ في حقيبة 818:60 لحساب تقريب كثيرة 
الحدود لمجموعة من النقاط المنفصلة بطريقة المربعات الصغرى» ويمكن استخدام البرنامج pvalue.f‏ 
لإيجاد قيم كثيرة الحدود من 0161م وأي من مشتقاته عند أي نقطة. للمزيد من المعلومات حول مبرهنة 
العامة لمبرهنة التقريب ينصح بالرجوع إلى [0] رهم أو 021] 9:15 .501]ااء«اهه. وهناك مرجع 
جيد لطرائق المربعات الصغرى» ألا وهو 11-ا] 120507 8 1210/800» أما للمعلومات عن تحويلات 
فورييه فيمكن الرجوع إلى ]8[ Briggs 8 Hanson‏ و .Van Loan [Van]‏ 
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تقريب القيم المميزة 


Approximating Eigenvalues 


مقدمة 
تتضح الاهتزازات الطولية لقضيب مرن ذي صلابة (*)2 وكثافة (*)6 من خلال المعادلة 
التفاضلية الجزئية 
(x, |‏ 2 — =( ,5% صم 


حيث تمثّل (7.*) معدل الإزاحة الطولية لجزء من القضيب» يبدأ من موقع توازنه × عند الزمن 
>٤‏ ويمكن كتابة الاهتزازات على صورة مجموع اهتزازات متناسقة 
cos A(t — 1o)‏ (عتييين YJ‏ = )1 ,مان 


حيث إن k=0‏ 


0ع )x)uk(x(م«1‏ + | 2 


فإذا كان طول القضيب 1 ومثبنًا عند طرفيه» فإن هذه المعادلة التفاضلية متحقّقة عند 1 > × > 0 
و0 = u)1(‏ = (0). ونظام المعادلات التفاضلية هذه يسمى ”نظام ستورم - ليوفيل Sturm-Liouville system‏ 
* والأعداد + هي القيم المميزة مع الدوال المميزة(*)» المقابلة لها. 

افترض أن القضيب بطول ”1 مع صلابة منتظمة ‏ = (*) وكثافة منتظمة م = (×)0. ولتقريب 
» و ۸؛ ضع 0.2 = ۸. ومن ثم فإن ز0.2 = رد عند 5 > ز > 0» وبالإمكان استخدام صيغة 
الفرق المركزي (5.4) من الفصل (1.4) لتقريب المشتقات الأولى. وهذا يعطي النظام الخطي 


2 -1 0 Wı Wı 
-1 2 -1 0[ w2 م‎ W2 م‎ 
Aw = 0 -1 2 -1| إويى|‎ -- 0.04۹ lw = - 0.04 w 
0 0 -1 2| سا 2 سا‎ 8 


في هذا النظام (ز)» تہ رس عند 4 > ز > 1 و 0 = وس = مس. إن القيم المميزة الأربع 
ل 4 تقر ب القيم المميزة للنظام 1 ›Sturm-Liouville‏ وإنه تقريب للقيم المميزة التي سوف 
0 فى هذا الباب. إن تطبيق e!ا1زLiouv-Sturm‏ يناقش ذ في التمرين (13) من الفصل (4.9). 
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1.9 


تعريف 1.9 


مبرهنة 2.9 


الجبر الخطي والقيم المميزة 


Linear Algebra and Eigenvalues 


تناولنا القيم المميزة والمتجهات المميزة في الفصل السابع من خلال ربطها بتقارب طرائق 
التكرار لتقريب الحل لنظام خطي. ولتحديد القيم المميزة لمصفوفة 4 بحجم ۸ × 7؛ نبني كثيرة 
جدرة الا 0< - det(4‏ = رمم 
ومن ثم تحديد أصفاره. إن إيجاد محددة مصفوفة بحجم ۸ ×۸ مكلف ناا كما أن إيجاد 
تقريبات جيدة لجذور (7)0 صعب أيضًا . وسنكتشف في هذا الفصل وسائل أخرى لتقريب القيم 
المميزة للمصفوفة. 

وجدنا في الباب السابع أن أسلوب التكرار لحلّ نظام خطي سيتقارب إذا كانت القيم المميزة 

جميعها المرتبطة بالمسألة تقل عن الواحد. والقيم الحقيقية للقيم المميزة في هذه الحالة ليست 

ذات ضرورة رئيسة» وإنما هي منطقة المستوى المركب فقط الذي تقع ضمنه. 

وحتى عندما نحتا ج إلى معرفة القيم ايز فإن كون العديد من أساليب تقريبها ذات 
صفة إعادة يؤدي إلى تحديد المناطق التي تة تقع ضمنها هو الخطوة الأولى في اتجاه تحديد 
التقريب ؛ لأنه يزودنا بالتقريب الابتدائي الذي ا إليه طرائق التكرار. 

وقبل تناول نتائج أخرى تتعلق بالقيم المميزة والمتجهات المميزة» فإننا ج إلى بعض 
التعريفات والنتائج من الجبر الخطي. وكل النتائج العامة التي نحتاج إليها في بقية هذا الفصل 
معروضة هنا؛ لتسهيل الرجوع إليها بوصفها مصدرًا. ويمكن إيجاد براهين النتائج غير المعطاة 
في معظم الكتب الرئيسة في الجبر الخطي (انظر على سبيل المثال [0/5]). يوازي التعريف الأول 
تعريف الاستقلالية الخطية للدوال الموضحة في الفصل (2.8). 
لتكن ر , ... ,3 ,2ان ,۷) مجموعة متجهات. نقول: إن هذه المجموعة مستقلة خطيًا 
linearly independent‏ إذا كان 

۷ + ...+ وه + ۷ر + e۷‏ = 0 


يقتضي أن 0= ۾ = ...ع وه = يه = ر». وبخلاف ذلك فإن مجموعة المتجهات تكون 
مرتبطة خطيًا „linearly dependent‏ 
لاحظ أن أي مجموعة متجهات تحتوي المتجه الصفري تكون مرتبطة خطيا. ل 


إذا كانت ("۷ , ...,"۷) مجموعة من المتجهات المستقلة خطيًا فى فضاء المتجهات”۸» وكان 
"۴ © × فيمكن كتابه × بطريقة وحيدة كترتيب خطى. 


ويم + ...+ 00و84 + Bav2‏ 99م = x‏ 
حيث "11 چ ,6 , ...,82 .8ı,‏ ا" 
البرهان افترض أن 4 مصفوفة أعمدتها المتجهات 79 ,... ,۷۳ .٠",‏ لذا فإن المجموعة 
(7©0 ,... ,907,902 تكون مستقلة خطيًا إذا وفقط إذا كانت معادلة المصفوفة 0 = »4 لها حل 


وحيد هو 0 = ». ولكن من خلال مبرهنة (16.6) فإن هذا يكافئ كون معادلة المصفوفة × = اه 
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مثال 1 


مبرهنة 3.9 


مثال 2 


لها حلٌّ وحيد لكل متجه "۴ © *. ومن ثم يكون مكافدًا للتعبير بأنه لكل "۴ > × فإن 
pv"‏ + ...+ ©بيم + ورم = x‏ 

عند مجموعة وحيدة من الثوابت م6 , mmm .81, 82,٠٠٠‏ 
إن أي مجموعة 7 من المتجهات المستقلة خطيًا ضمن "۸ تسمى أساسًا كأئةط ل .R"‏ 
لیکن '(2 ,4 ,0) = "نا ,'(1 ,1 ,1-) = ۷ ,'(0 ,0 ,1) = "لا. فإذا كانت 3© ,2 ,1 عبارة عن 
أعداد بحيث 

ويم + av + yv‏ = 0 
فإن 
')203 + يبه ,403 + ييه (o - a2,‏ = ')2 ,4 ,0) ويه + “(1 ,1 ,1-)ييه + ')0 ,0 ,1) ريه = ')0 ,0 ,0( 
ومن ثم فإن 

a2 + 223 = 0‏ ,0 ع 403+ يه ,0 ع ينه - a‏ 

ولأن الحل الويخيد لهذا العام هو 0 = يه = يه = »؛ فإن المجموعة (۷ ,2ن ,"۷ تكون 
مستقلة خطيا ضمن «R?‏ وهى أساس لكل ا 
إن أي متجه '(3× ,2× ,1×) = × ضمن 8 يمكن كتابته بالصيغة 

x = (كورم‎ + Bav? + Bav? 
باختيار‎ 

5 رقم‎ = xı - x2 + 285, B2 = 2x3 - x2, 83 = 1) - x3) 

ستستخدم النتيجة الآتية في الفصل الآتي لتطوير الطريقة الفائقة 1026]000 20761 لتقريب القيم 
المميزة» وقد افترض برهان هذه النتيجة فى التمرين 12). 
إذا كانت 4 مصفوفة» و +21,...,3 قيمًا مميزة مختلفة ل 4 تقابل متجهات مميزة 
× , ... ,2× ,× فإن (× , ...,2× ,×) مستقلة خطيًا. 1 - 


انظر المثال (1) من الفصل (2.7) تجد أن المصفوفة 


>= 
Il‏ 
بم 
ه نرم 
oO‏ دا حد 


لها كثيرة حدود الخاصية 

)2 -— )3 -0 = )11 - ميم = يهم 
ولذا فإن القيم المميزة ل 4 هي 3 = :۸ و2 = دا. ولقد وجدت ثلاثة متجهات مميزة مستقلة 
خطيًا ل 4. وللقيمة المميزة 3 = ۸1 متجه مميز 1 ,1 ,0) = 1×» وللقيمة المميزة 2 = 22 اثنان 
من المتجهات المميزة والمستقلة خطيًا هما (6,2,1) 2 ولا و “(1 ,2,0-) = و 
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تعريف 4.9 


مثال 3 


افترض أن المصفوفة 


لت 

Il 
OON 
ON m~ 
هه یں‎ 


ولهذه المصفوفة أيضًا كثيرة حدود الخاصية 

72 - 3)0 -0 = )۸1 - هام = لهم 

لذا فإن القيم المميزة ل 8 هي نفسها ل ۸» بمعنى أن 3 = 271 و2 = 72. ولیس صعبًا أن نرى 
أن 3 = ٠:‏ لها متجه مميز '(0,0,1) = ×» ولكن هذا المتجه المميز ليس بذي أهمية خاصة. 
إنها حالة القيمة المميزة 2 = ۸2 ل 8 التى تختلف عما ل 4. 

لتحديد المتجه المميز ل 8 عند القيمة المميزة 2 = د نحتاج إلى حلّ النظام 0 = ×(1 2۰ - 8) 


I 


وفى هذه الحالة فإن المتجه المميز بحاجة إلى أن يحقّق المعادلتين 0 = 2× و ,0 = ×» وإذا 
قمنا بتطبيع المتجه بجعل 1 -1* سيكون لدينا الحل الوحيد '(1,0,0) = 2×. لذلك فليس 
هناك متجهان مميزان مستقلان خطيًا ل2 = ۸2و 8 مثلما هو الحال ل2 = ۸2 و24 وهناك 
متجهان مميزان فقط مستقلان خطيًا للمصفوفة 8 بحجم 3 3. وسنرى أنه عندما لا يكون 
عدد المتجهات المميزة المستقلة خطيًا مماثلاً لحجم المصفوفة» ستكون هناك صعوبات في طرائق 
التقريب لإيجاد القيم المميزة. - 
لقد افترضت مجاميع الدوال المتعامدة والمنطبعة في الفصل (28). وتعرّف المتجهات بهذه 
الخصائص بالأسلوب نفسه. 

تسمى مجموعة المتجهات [”)/ا , ... ,۷ ,"۷ متعامدة 0118090081 إذا كانت 0 = ا۷“( )v‏ 
لكل ثر # 1. وإذا كان 1 = "۷('۷) أيضًا لكل * , ...,2 ,1 = : فإن المجموعة حيادية التعامد 


- . orthonormal 


o 


o 
ooo 
C= 


o 


٤ 


ولأن ١اا×ا|‏ = ×*؛ فإن مجموعة المتجهات المتعامدة ("۷ , ...,۷ ,"۷) تكون طبيعية التعامد 
إذا وفقط إذا كان 1 = 2اا ”|| لكل من ۸ ,...,1,2 = . 

المتجهات '(‡ ,ج - ,خ) = ۷ ,'(2 ,4 - ,1 -) = ان ,'(2 ,4 ,0) = "۷ تشكل مجموعة متعامدة. 
ومعايير 2ا لهذه المتجهات هى 

قد = را( ۷ا ,جد = را |v‏ ,۷5 2 = ررقي 
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مبرهنة 5.9 


تعريف 6.9 
من الأفضل تسمية هذه الصفوفات 
بالطبيعية التعامد (0/5000008؛ لأن 
الأعمدة تشكل مجاميع طبيعية متعامدة 
من التجهات 

مثال 4 


تعريف 7.9 
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والنتيجة أن المتجهات 


a2 5 \‏ - "الاين لان 
5 5 أ vl‏ 

الثلد 6 _ تقرغ ےل رسن 
vl 0 801‏ 

ااقلد 88 ص 
[vl (6 6 3‏ ` 


تشكل مجموعة متعامدة؛ لأنها ترث التعامدية من ۷ ,۷ ,۷ وبالإضافة إلى ذلك فإن 
( 








1 = 2ا u‏ حورن = زان 
وقد أخذ برهان النتيجة الآتية فى الحسبان فى التمرين (9). 
مجموعة المتجهات المتعامدة اللاصفرية تكون مستقلة خطيًا. 
والصطلحات فى التعريف الآتى ناتجة عن حقيقة كون أعمدة المصفوفة المتعامدة ستشكل 
مجموعة متجهات متعامدة. (انظر التمرين(10) 


يقال للمصفوفة ©: إنها مصفوفة متعامدة 915090081 إذا كان '0 = '©, 3 


مصفوفات التبديلات التى تُوقشت فى الفصل (5.6) لها هذه الخاصية» لذلك فهى متعامدة. 


لا 
ظهرت المصفوفة المتعامدة © المتشكلة عن مجموعة متجهات متعامدة فى مثال (2)» وهى 
كد كه 
e ET‏ 
گے 80ے 25 
6 30 5 ]| = 7ں ,نتن ,لان = 0 
6 0 كلد 
3 15 5 
انظر 
د 5 كد اك 
E OO‏ ل 0 E‏ 
0 1 0 _@ © _ كد _] أكد_ كد كية|_, 
= |5 30 6 6 30 5 - 00 
01 0 | ىد E‏ ]|6 8د كد 
2 6 6 3 15 3 
ويكون 1 = 0'0 صحيحًا أيضّاء لذلك "0 = '0. - 


المصفوفتان 4 و 8 متماثلتان 5101136 إذا كانت هناك مصفوفة غير مفردة 5 مع 5-185 -4. س 
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مبرهنة 8.9 


مبرهنة 9.9 


عساي شور (1941-1875) 

Shu‏ (1558 مشهور اساسا بسبب 
أبحاثه فى مبرهنة الزمر. ولكنه أيضا 
بحث فى مبرهنة الأعداد. والتحليل. 
وحقول أخرى. لقد نشر عام 1909 ما 


هو سروك آلآن بمبرهنة ون 


إن الغيار 1 مصقوفة الباب هو 3 ولذلك 
فلها قيمة الباب 


مبرهنة 10.9 


Approximating Eigenvalues 


للمصفوفات المتماثلة صفة مهمة وهي أن لها القيم المميزة نفسها 


افترض أن 4 و 8 مصفوفتان متماثلتان مع 5-185 = 4» وأن ۸ قيمة مميزة ل 4 مع متجه مميز 
×. لذلك فإن ۸ قيمة مميزة ل 8 مع متجه مميز ×5. لا 


البرهان افترض أن 0 # × بحيث 

STBSXx = AX = Ax 
وبالضرب من اليسار في المصفوفة 5 نحصل على‎ 

BSX = ASX 

ولأن 0 # × و ى غير مفردة؛ فإن 0 # »×ك. لذلك فإن ×5 هى متجه مميز ل 8 مقترنة بقيمتها 
المميزة ۸. mmm‏ 
إن أمر #امةa)۸,8(.0اأصاككاء‏ في مكتبة الجبر الخطي :10281960 تعطي "صحيحة ع٠1‏ 
” إذا كانت 4 و 8 متماثلتين» وتعطي ” خطأ ءاه ” فيما عدا ذلك. : 
إن تحديد القيم المميزة يكون سهلاً لصفوفة مثلثية ۸ ؛ لأنه في هذه الحالة تكون ۸ حلا للمعادلة 


Tle - «( 


i=1 


0= det(A -— ۸\1) = 


إذا وفقط إذا كانت :6 = ۸ عند قيمة ما :. وتوضح النتيجة الآتية علاقة تسمى ”تحويلاً تماثليًا 


transformation‏ arityاimiء‏ ” بين مصفوفات معينة ومصفوفات مثلثية. 


schur 
حيث‎ 7 = U E للفكس‎ i لتكن 4, يفوقة‎ 


تحقق المصفوفة 0 التي وجودها مضمون في مبرهنة 9.9) الشرط || = 0«»|2]|| لأي متجه ×. 
وإن مصفوفات بهذه الصفة تسمى ”وحدانية ۷ا0 ”. وعلى الرغم من أننا لن نستخدم خاصية 
المعيار هذه» إلا أنها تزيد من تطبيق مبرهنة شور ۲1۵0۲۵۳ 5'منااء5. 

مبرهنة (9.9) هي مبرهنة موجودة» وتضمن وجود مصفوفة مثلثية 27 ولكنها لا تعطي وسائل 
إنشاء لإيجاد 7؛ لكونها تتطلب معلومات حول القيم المميزة ل 4. ونجد في أغلب الحالات 
أنه من الصعوبة تحديد مصفوفة التحويل التماثلي ا. يقل الشرط الآتي التعقيد في مبرهنة (9.9) 
للمصفوفات المتماثلة؛ لأن مصفوفة التحويل فى هذه الحالة تكون متعامدة. 


إذا كانت 4 مصفوفة متماثلة و2 مصفوفة مثلثية عناصرها القطرية القيم المميزة ل ۸» فإنه توجد 
مصفوفة متعامدة © بحيث تكون 0/40 - 0-140 = 2. 2 
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تمهيدية 11.9 


تمهيدية 12.9 


توضح النتائج الآتية للمبرهنة (10.9) بعض الخصائص المفيدة للمصفوفات المتماثلة. 


لتكن 4 مصفوفة متماثلة من الدرجة ۸ × ۸ . عندئذ يوجد ۸ من القيم المميزة للمصفوفة 4 تكون 
مجموعة عيارية متعامدة» وأن القيم المميزة للمصفوفة 4 أعداد حقيقية. . 
البرهان إذا كانت (ر4) = © و (ز:4) = 2 تمثّل المصفوفات المنوه بها في مبرهنة 10.9) فإن 
0-0 - 2 تؤدي إلى 00 = 40. 
ليكن ۸ > : > 1 و ")م4 ,42,۰۰۰ (4ı,‏ = نلا عبارة عن العمود # فى ©. لذلك فإن 
AVi = diiVi‏ 

حيث إن ::4 عبارة عن قيمة مميزة ل 4 مع متجه مميز :" يقابلهاء ويمثّل العمود ت في 2. ولأن 
أعمدة © متعامدة؛ فإن المتجهات المميزة ل 4 متعامدة. 
وبضرب هذه المعادلة من اليسار فى المقدار ‏ نحصل على 

AV; = diiVVi‏ ألا 
ولأن ;۷ و :۷۷ عددان حقيقيان و 1 = :۷۷؛ فإن القيمة المميزة :۷4۷ = :رك عدد حقيقى 
i A US‏ 
تذكر من الفصل (6.6) أن المصفوفة المتماثلة 4 تسمى موجبة التحديد نعل 06اأوهم فى حال 
وجود 0 < ×4'× عند كل المتجهات اللاصفرية ×. تشخص مبرهنة الآتية مصفوفات موجبة 
التحديد من حيث القيم المميزة» وتجعل هذه الخاصية المتعلقة بالقيمة المميزة المصفوفات موجبة 
التحديد ضرورية فی التطبيقات. 
الصفوفة المتماثلة 4 موجبة التحديد إذا وفقط إذا كانت القيم المميزة جميعها ل4 موجبة. ا 


البرهان افترض أولاً أن 4 موجبة التحديد» وأن ۸ عبارة عن قيمة مميزة ل 4 مع متجه مميز 
يقابلها ×. لذا فإن 
»اج = Ax'x‏ = يرم »ا > 0 

ومن ثم 0 < ۸. لذلك فإن أي قيمة مميزة لمصفوفة موجبة التحديد تكون موجبة. 

ولإثبات العكس؛ افترض أن 4 متماثلة مع قيم مميزة موجبة. ومن خلال النتيجة (11.9) فإن 4 
لها ” من المتجهات المميزة )ان ,...,2)ن ,)۷ وتشكل مجموعة متعامدة ومستقلة خطيًا من 
خلال مبرهنة (5.9). وبذلك فعند أي 0 > × يجب وجود مجموعة وحيدة من الثوابت اللاصفرية 
8۸ , 82,۰۰۰ ,81 بحيث يكون 


Biv‏ ااي 
وبالضرب في المقدار 4 “ا نحصل على 


XAX = x' 8۸) = x 2 “يدم‎ ( = 3S BBV) 
i=1 1 


j=1 i=1 


553 
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مبرهنة 139 


ارشاد: جرسجورين 

S.A Gers~ gorin (1901° 1933)‏ 
برمن نججه الي التنقة 
بتقدير انقيم الميزة لصغرفة بعناصر 
مركبة في ورقة |۱6۴۲ ثم نشرها عام 








Richard Varga ريتشارد فارجا‎ 1 


قد كتب حينئذ كتابا |۷٠۲2‏ حول 





نتائج جرسجورين دمبرهنة الدائرة 


لكن المتجهات ٠", ۷۳, ..., ٠‏ تشكّل مجموعة متعامدة» لذلك 


بتري | 0, إذا كان ز ¥ 
1, إذا كان ز =: 


هذا مع حقيقة كون ۸ جميعًا موجبة؛ مما يؤدي إلى أن 
0 > ?8 2 د ی( Ax = YF BB:‏ ها 
1= 1= 
ومن ثم فإن 4 موجبة التحديد. nma‏ 
إن الحصيلة النهائية للبند تأخذ في الحسبان حدود التقريب للقيم المميزة. 
دائرة جرسجورن Geršgorin Circle‏ 
لتكن ۸4 مصفوفة 5 ۸ ×۸ وتمثّل :۴ الدائرة في المستوى المركب بمركز :© ونصف قطر 


ارا نيوز - ,2 : بمعنى بمعدى 
ll‏ > اببه - جا 


j=l. 
رز‎ 


حيث تمثّل 0 المستوى المركب. تكون القيم المميزة د ۸ ضمن ۴ ألا = ۸ء وأبعد من ذلك 
فإن اتحاد أي عدد * من هذه الدوائر التي لا تتقاطع مع بقية ال (۸ -5) من الدوائر تتضمن 
بالتأكيد (حاسبين المضاعفات) ‏ من القيم المميزة. ل 





كك 


البرهان افترض أن ( قيمة مميزة ل 4 مع متجه مقابل لها ×» حيث 1 = -|*ا|. ولأن 
×۸ = ×4» فإن التمثيل المماثل للمركبة يكون 

aijxj = Axi‏ رق 
لکل j=1‏ 

81+ lsc 4 


فإذا كانت ۸ عبارة عن عدد صحيح مع 1 = .|| = اغعداء فإن هذه المعادلة عند ۸ = ؛ تؤدي 
ال أذ n‏ 
إلى ان D aij = Axx‏ 
21 
وبذلك فإن 


2 
3 arjxj = AX = GX = (A — a(x 


j=l, 
jk 


5 5 
انعلايها 8 > ریه 3| داس ز١ابيه‏ - ۸| 


j=1, = 
jk عر‎ 
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وحيث إن 1= اخ | > |ز×| لكل ۸ ,...,1,2 = ز فإن 


n 
|۸ بشم‎ axk| 5 3 انها‎ 
1د‎ 


j#k 
وبذلك فإن +5 > ۸ الذي يبرهن الفقرة الأول من مبرهنة. ويتطلب الفقرة الثانى لهذه مبرهنة‎ 
mmm ,[Or2 ۲۰ 48[ استمرارية مداخلة ماهرة. وثمة برهان يمكن قراءته موجود فى‎ 


مثال 5 للمصفوفة 


4 1 1 
| 8-2 1 
-2 0 9 


تكون الدوائر فى مبرهنة 1618© 68259010 ر انظر شكل 1.9) 


lz = 4| = 2}‏ |6 € )دم 
Cl |z- 2| 5 1}‏ € 12 - يم 
}2 > |9- :|6 € 2)- يع 


ولكون ۸1 و 82 منفصلة عن ۸؛ فإن هناك قيمتين مميزتين ضمن ر۸ لا ۸ وواحدة ضمن ۸3. 
وكذلك لأن |نة| :۳۹×1 = (4)م يكون لدينا 11 > (4)م > 7. 


شكل 1.9 








EXERCISE SET 1.9 مجموعة التمارين‎ 


1. أوجد القيم المميزة والمتجهات المميزة المقابلة لها للمصفوفات بحجم 3 ×3 الآتية» هل هناك 
مجموعة متجهات مميزة مستقلة خطيًا؟ 
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اث ك 011 2 
طالقه :وه ر و 0 2 0 =4 
ال :2 6 نه |2 10 1 
13 1 1 
E‏ 02 
A= Î1 1 o‏ ت 
چا 0 1 010 5 


2 أوجد القيم المميزة والمتجهات المميزة المقابلة لها للمصفوفات بحجم 3 × 3 الآتية» هل هناك 
مجموعة متجهات مميزة مستقلة خطيا؟ 


2 -1 - 12 © O 
A= ]-1 2 آ1 0 1- = ب.|1-‎ 
4 51 ~1 -1 2 
2 1 1 2 
0 3 و 2 3 اع د.|1‎ 
A= 4 
9 2 1 3 


3. المصفوفات فى التمرين 1(ب) و (ج) متماثلة. 
2 هل هى موجبة ة التحديد؟ 





ب. خذ المصفوفات موجبة التحديد فى (أ). ابن مصفوفة متعامدة © بحيث 2 = 0'40 مصفوفة 
متماثلة» مستخدمًا المتجهات المميزة التى وُجدت فى التمرين (1). 

4. المصفوفات في التمرين 2(ب) و (» متمائلة. : 

أ. هل هي موجبة التحديد؟ 

ب. خذ المصفوفات موجبة التحديد في . ابن مصفوفة متعامدة 2» حيث 7 = 40 '0 مصفوفة 
قطرية» مستخدمًا المتجهات المميزة التي وُجدت في التمرين (2). 

5. استخدم مبرهنة 3 Geršgorin Circle Theorem‏ لتحديد حدود القيم المميزة للمصفوفات الآتية: 


Sl 0 FOO 8‏ 
و 6 bı‏ ب. [1- 4 1- 
و 1- 1~ 
3 0.2- 2.25 4.75 
ج 235 د. 1.25 5 2.25 
3 0 1 4.75 5 0.25 
6. استخدم مبرهنة :010167760 0158010 لتحديد حدود القيم المميزة للمصفوفات الآتية: 


1 0 -1 1 
2 2 -1 8 
004 3 22 
1 0 


01 
0 1 
e‏ 1 9 
9 2 
7 أثبت أن '(1,3) = 73 ,(1,1) = ® ,'(1- ,2) = 0 تكونٍ معتمدة 5 خطيًا: 
8. أثبت أن أي أربعة متجهات ضمن 8 تكون معتمذة خطيًا. 
9 أثبت أن مجموعة ۷١‏ ,...,۷1) المكونة من * من المتجهات المتعامدة واللاصفرية تكون 
0. لتكن © مصفوفة متعامدة: 
أ. أثيت أن أعمدة © تشكّل مجموعة متعامدة من المتجهات. 
ب. أثبت أن 1 -2ا2ااو1 - Ol‏ 
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1. لتكن ۷١‏ ....,101 عبارة عن مجموعة من المتجهات المتعامدة واللاصفرية ضمن "21 وأن 
.x× eR"‏ حدّد القيم © عند ,...,1,2 =« إذا كان 


x= eu 

2. أثبت أنه إذا كانت 4 مصفوفة بحجم « × ٠١‏ مع عدد « من القيم للميزة المختلفة فإن 4 لها 
عدد ” من المتجهات المميزة المستقلة خطيا. 
3. فى التمرين (31) من الفصل (6.6)» استخدمت المصفوفة المتماثلة 

A= 1 1.69 3 

1.69 1.31 1.72 

243 172 UW 
4 في توضيح معدل أطوال جناح ذباب الفاكهة الناتجة من ران ثلاثة أنواع من الذباب‎ 
81 العنصر زا“ معدل طول جناح ذبابة وليدة ذكر من النوع ¡ وأنثى من النوع‎ 
أ . أوجد القيم المميزة ا المميزة المقابلة لها لهذه المصفوفة.‎ 
)31( ب. استخدم مبرهنة (12.9) في الإجابة عن السؤال الذي ورد في الفقرة (ب) من التمرين‎ 

من الفصل (6.6). هل هذه المصفوفة موجبة التحديد؟ 

4. مصفوفة persymmetric matrix‏ هي مصفوفة متماثلة حول كلا القطرين» بمعنى أن 
مصفوفة (ر:a)‏ = NxN 2 A‏ تكون persymmetric‏ إذا كانت dij = Aji = AN+1-i,N+1-j‏ لکل 
۷ ,...,1,2 = اول ,...,1,2 = ز. ويتضمن عدد من المسائل في مبرهنة الاتصالات حلولا 
المميزة والمتجهات المميزة لمصفوفات بصيغة .„persymmetric matrix‏ وعلى سبيل المثال» المتجه الميز 
المقابل للقيمة المميزة الصغرى للمصفوفة persymmetric matrix‏ بحجم 4x4‏ 

ا 1 0 

0 -1 2 -1 

0 0 =1 

يعطي وحدة الاستجابة لدفعة قناة الطاقة عند متتالية خطأ محدد بطول 2 ثم الوزن الأقل لأي 
متتالية خطأ محتملة. 
: استخدم مبرهنة ة Circle Theorem‏ orinعGer‏ لإثبات أنه إذا كانت 4 كما في أعلاه و( هي 
القيمة المميزة الصغرى لها فإن (41 - 4)م = |4 - ۸|» حيث تمثل ۵ تك القطر الطيفي. 
ب أوجد القيمة المميزة الصغرى للمصفوفة 4 من خلال إيجاد للقيم المميزة جميعها 4-47 
وحساب نصف قطرها الطيفي» ومن ثم أوجد المتجه المميز المقابل لها. 
ج استخدم مبرهنة Geršgorin Circle Theorem ã‏ لإثبات كه إذا كانت ( هي القيمة المميزة الصغرى 


32-1 E للمصفوفة‎ 
دق‎ j-1 3 -1 - 

ی ا ا 
5 1- ک1 
فإن 60 - 8)م = |6 - ۸|۔ : 


د. كرّر الفقرة (ب) مستخدمًا المصفوفة 8 ونتيجة الفقرة (ج). 
î‏ 9 طريقة القوة The power Method‏ 


إن طريقة القوة لومعم ,عريمم عبارة عن أسلوب إعادة يُستخدم في تحديد القيمة المميزة 
المهيمنة ueلeigenva dominant‏ للمصفوفة » أي القيمة المميزة ذات الحجم الأكبر. ومن خلال 
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إن اسم طريقة القوة مشتق من حقيقة 
كون التكرارات تضخم الحجم 
النسبي لسمات القيم المميزة. 


بإجراء تعديل بسيط للطريقة ؛ يمكن استخدامها لتحديد قيم مميزة أخرى أيضًا. وإحدى السمات 
الغيدة لطريقة القوة هي أنها لا تنتج قيمة مميزة فقطء بل تنتج المتجه الميز امقابل لها أيضًا. وفي 
الحقيقة إن طريقة القوة تُطبّق غالبًا لإيجاد متجه مميز لقيمة مميزة حدّدت بأساليب أخرى. 
ولتطبيق طريقة القوة؛ نفترض أن المصفوفة 4 بحجم 7 × # لها من القيم المميزة م 2,...,8 231,7 
مع مجموعة المتجهات المميزة المستقلة خطيًا والمقابلة لها (#0ان , ... v3,‏ , (2اي للايع, 

ونفترض بالإضافة إلى ذلك أن ل4 بالتحديد قيمة اوا ی ای الأكبر» وعليه 

l= Al <::: <| Al > 0‏ < انحل 

يوضح مثال 2) في الفصل 2.9) أن مصفوفة بحجم ” × ” لا تحتاج إلى أن يكون لها عدد ” من 
المتجهات المميزة: وإذا كانت كذلك فإن طريقة القوة ما تزال ناجحة» ولكن نجاحها غير مضمون. 
وإذا كانت × أي متجه ضمن "18 فإن حقيقة كون ("۷ , ...,/3/ن ,۷ ,"۷) مستقلة خطيّاء يؤدي 
إلى وجود الثوابت ,6 , ... ,82 ,61 مع 


n 


x= 3B; 
1=ز‎ 


وبضرب كلا طرفي المعادلة في المقادير “4 4...١,‏ ,4 نحصل على 
١ aN‏ د A= yy AO‏ 


کل 1=ز 


0 0 
الاوتدرق 5ت ررق و کا 
1=ز 


اک 


j)‏ رو ر 


وإذا عومل ‏ 7 من كل حدٌ في الجهة اليمنى للمعادلة الأخيرة فإن 


)نو )1 0 = عله 
ولأن ازة| < |۸| لکل" ,...,3 ,2 = ز؛ يكون لدينا 0 = “ررح سبيسنا 
و 
)1.9 يمد im Ax = im‏ 
تتقارب هذه المتتالية إلى الصفر إذا كان 1 > dhi‏ وتتباعد | إذا كان 1 < :اء بشرط 0 76 8 
بطبيعة الحال. 
ويمكن عمل إيجابية ما للعلاقة المبينة في المعادلة 1.9) من خلال تدريج ج القوى ل“«“4 وفق 
أسلوب مناسب لضمان أن النهاية في المعادلة (1.9) منتهية وليست صفرًا . ويبدأ التدريج باختيار 
ا لتكون متجهًا حياديًا )× بالنسبة اف ll: lle‏ واختيار مركبة x‏ ل x0‏ مع 


3-0 - 0 
ا = 1 = الاير 
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لیکن ۸×۵ = )ر» عرف ر = ١ل‏ . فيكون 


® لل ل ار‎ + De ال‎ e ا‎ 
- ا‎ A -- ر‎ 4 1 
" RN. BOR FD ABI Biv + 2 Bi) 


لیکن 71 أدنى عدد صحيح بحيث 


u 


| 2( تَ 9 


لااا > lp‏ 
وعرف × من خلال 
1 1 
يرم لك ے ہے ے × 
Ypı Ypı‏ 
ولذلك يكون 
|| امن حك x‏ 
والآن عرف 
1 
«رتم ب = طبرم = قار 
رما 
و 
1 22 12 
ر /] 6 2 + حا ار 
E SAL E‏ 
0 ]9 1 ةق 0 
رما 1 لازة زم 2 + 1 412[ P1‏ 


Biu + 5 ke 
Biv? + j-28; /ADp) 
ليكن 22 أصغر عدد صحيح مع || ”|| = اإداا» عرف‎ 
1 


1 1 
)2 0 20) 
2Y Ax OA X 
Yp2 وما‎ Yp2 دملا‎ 


RE 


وبالأسلوب نفسه» استنتج تعريف متتاليات المتجهات ۶-0(" و 1(" ومتتالية 
تدريجات ۶-1( )١‏ من خلال 
Ax™-D‏ ت = ر 


i) 
ر ر ا‎ | 29) 
n 61 1 + "شمر‎ 1B 1 
0 سر‎ Ax 


0ن (mm Tm‏ 
Vpn II1 Yr‏ 
حيث يُستخدم عند كل خطوة ”7 لتمثيل أصغر عدد صحيح بحيث 
Ny lee‏ = 1 


ومن خلال فحص المعادلة (2.9)» نرى أنه ما دام 1 > |81/ز١|‏ لكل ” ,...,2,3 = ل فإن 
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ALGORITHI 


۸ = م مەج آنا على أن بارا يجينة 20 61. والأكثر من ذلك» فإن متتالية المتجهات 
"> تتقارب إلى متجه مميز مقترنا مع 71 الذي له المعيار 1 واحد. 

1 لطريقة القوة نقطة سلبية» وهى مجهولة إذا كان للمصفوفة عند البداية» قيمة مهيمنة وحيدة. 

كما أنه ليس معلومًا كيفية اختيار "× لضمان تمثيلها بدلالة المتجهات المميزة لمصفوفة تتضمن 

مساهمة لاصفرية من قبل المتجه المميز المقترن بالقيمة المميزة المهيمنة فى حالة وجودها. 

تنفذ الخوارزمية (1.9) طريقة القوة. 1 

Power Method طريقة القوة‎ 

لتقريب القيمة المميزة المهيمنة والمتجه المميز المقترن بها للمصفوفة 4 بحجم ” ×۸ وبشرط 

متجه لاصفري ×: 

المدخلات: البعد ؛ مصفوفة ۸4» متجه ×» حد سماح .7505» أكبر عدد من التكرارات .١‏ 

المخرجات: تقريب القيمة المميزة /» تقريب المتجه الميز × (مع 1 = .||»|| ) أو عبارة تفيد بأن 

أكبر عدد من التكرا E e‏ 


أوجد أصغر ر عدد صحيح بت مع م > م > 1ن م|الااا = املا|: 


إذا كانت 0 = ملا فإن 
اللخرجات ( المتجه المميز *«) 
الخرجات ( 4 له قيمة مميزة 0: اختر متجهًا جديدا × وابدأ من جديد). 
توقف. 
ضع و ||(مد/لا) -» || = ERR‏ 
مالا X=‏ 
إذا كان 701 > 57019 فإن المخرجات (× ,+) 
( العملية كانت ناجحة). 


الخرجات (إن أكبر عدد من التكرارات قد تم تجاوزه). 
( العملية كانت فاشلة). 
توقف. 





وعند اختيارنا في الخطوة (7) أصغر عدد صحيح «2 بحيث -||(”الااا > اء سيصبح هذا 
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مثال 1 
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المؤشر في نهاية الأمر ثابتًا عمومًا. إن المعدل الذي يتقارب عنده ,_["ء) إلى ۸1 يُحدّد 
بالتناسبات ”|81/ز | عند ۸ ,...,2,3 = ز» من خلال ”|22/21] خصوصًا. إن معدل التقارب 
هو (”|1 0)|۸2/۸ (انظر [148 .2 ,115] )» ولذلك هناك ثابت ۸ بحيث إذا كانت :7 كبيرة تكون 
5 | 0 لتجساير| 
ابد ماسر 


22 
2 
لذلك فالمتتالية ("/] تتقارب خطيًا إلى 21 وإن عملية 42 41165 التي تناولناها في الفصل 
(5.2) يمكن استخدامها لتسريع | التقارب. إن تنفيذ عملية 42 ف في الخوارزمية (1.9) يتحقق من 

خلال تعديل الخوارزمية وفق الآتي: 


22 ع |21 - ”| الذي يؤدي إلى 1 2 














lim 
mie 


(lı — Lo)? 


û ع‎ uo - 
سير‎ 2u + مير‎ 


ضع k=k+1‏ 
اعم = وير 
ل تعر 


في الواقع » ليس من الضروري أن يكون للمصفوفة قيم مميزة مختلفة حتى تتقارب طريقة القوة. 
FcR TS.‏ واثصايرى, ...لان ,1 هي 
متجهات مميزة مستقلة خطيًا مقابلة ل ۸1 فإن العملية ستبقى على تقارب إلى ۸1. إن متتالية 
المتجهات م_("×] ستكون في هذه الحالة متقاربة 0 متجه مميز مقترن مع 1 بمعيار ہ1 
واحد يعتمد على اختيار المتجه الابتدائى ي × وي ن عبارة عن تركيب خطي من ر , ...2ن ,)۷ 


المصفوفة 
80 14 4 
0 13 5-]|دم 
2 0 1س 
لها قيم مميزة 2 = د۸ ,3 = 6,۸2 = ۸1 ولذلك فإن طريقة القوة الموضحة فى الخوارزمية 
(1.9) ستتقارب. ليكن '(1 ,1 ,1) = 0 لذلك 
“(10,8,1) = “يرم = ر 





6 5 فا“ 
ومن ثم فإن 
1( 
“(1,0.8,0.1) = 2 = × ,10 = ر = ly "|. = 10, u‏ 
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جدول 1.9 


2616051 





ûm lm) (x) 5 
1,1) 0 

66607 10 (1, 0.8, 0.1) 1 
6.0623 72 )1,0.75,-0.111( 2 
6.015054 6.5 (1, 0.730769, - 0.188803) 3 
6.004202 6.230769 (1, 0.722200, - 0.220850) 4 
6.000855 6.11100 (1, 0.718182, - 0.235915( 5 
6.000240 6.054546 (1, 0.716216, - 0.243095) 6 
6.000058 6027 (1, 0.715247, - 0.246588) 7 
6.000017 6.013453 (1, 0.714765, - 0.248306) 8 
6.000003 6.006711 (1, 0.714525, -0.249157( 9 
6.000000 6.003352 (1, 0.714405, - 0.249579) 10 


6.001675 (1, 0.714346, - 0.249790) 11 
6.000837 (1, 0.714316, - 0.249895) 12 


يؤدي الاستمرار بهذا النمط إلى القيم التي تظهر في جدول 1.9)» حيث تمثّل 69 المتتالية 
المتولدة من خلال عملية 4 41]60:5. إن تقريب القيمة المميزة المهيمنة 6 عند هذه المرحلة هو 
0 = 19م مع وحدة تقريب متجه مميز '(0.249895 - ,0.714316 ,1). 

وعلى الرغم من أن التقريب إلى القيمة المميزة صحيح بالنسبة إلى الخانات الموضحة» فإن 
تقريب المتجه المميز أقل دقة مقارنة بالمتجه المميز الحقيقي '(0.25 -,1,0.714286(. 

عندما يكون 4 متماثلًا» قد يحدث اختلاف في اختيار المتجهات 7”اير ,”× وتدريجات ' u”‏ 
لتحسين معدل التقارب للمتتالية وراب وللقيمة المميزة المهيمنة 23 معنويًا. وفع أن معدل 
التقارب لطريقة القوة العامة هو (”| 0)|۸2/۸» فإن معدل التقارب للعملية المعدلة المعطاة فى 
الخوارزمية (2.9) للمصفوفة المتماثلة هو (”0)|22/21|2. (انظر [۴؟ 149 .مم ,ك11] )» ولأن المتتالية 
(10!) ما زالت متقاربة خطيًا؛ فإنه يمكن تطبيق عملية ۸ 5'همعكلان4. 


تنفذ الخوارزمية (1.9) طريقة القوة المتماثلة. 

Symmetric Power Method طريقة القوة المتمائلة‎ 

لتقريب القيمة المميزة المهيمنة والمتجه المميز المقترن بها للمصفوفة 4 بحجم 7 «nx‏ وبشرط 
متجه لاصفري ×: 

المدخلات: البعد ۸» مصفوفة 4» متجه »×» حد سماح «TOL‏ أكبر عدد من التكرارات .N‏ 
المخرجات: تقريب القيمة المميزة /» تقريب المتجه المميز × (مع 1 = دا|»| ) أو عبارة تفيد بأن 
ت عدد من التكرارات قد کپ 000 تجاوزه. 


1 لب ب و 
ا X=‏ 


.8-3 فنفذ الخطوات‎ (k < Ml 2 | 
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١ 





The power Method 


إذا كانت 0 = «||لا|| فإن 
المخرجات ( المتجه المميز ). 


المخرجات ( ل 4 قيمة مميزة 0: اختر متجمًا جديدًا × وابدأ من جديد). 


ERR د‎ lx -— 
داالااا‎ ll 


x = y/llyll2 


اس 1 









أ 





اللصفوفة 


إذا كان 701 > £۸۸ فإن المخرجات (× , ). 
( العملية كانت ناجحة). 


الخرجات (إن أكبر عدد من التكرارات قد تم تجاوزه). 
( العملية كانت فاشلة). 





a= 


متماثلة مع قيم مميزة 6 = ,3:3 = 1:32 - و2. يتضمن جدول 2.9) نتائج طريقة القوةء أما النتائج 


فى جدول 39)فهى لطريقة القوةالمتماثلة» مفترضين في كل حالة أن'(0 ;0 


ے #ابراع ۳ر انظر 


معنوية التحسن التي تحققها طريقة القوة المتماثلة. تتقارب تقريبات المتجهات المميزة المنتجة بطريقة 


القوة إلى المتجه '(1 ,1 -,1) مع 1 


هاا *(1 ,1 -,1)|| . وفى طريقة القوة المتماثلة» فإن التقارب 


يكون ال المتجه المتوازي )3/3 ,3/3 - ,3/3 ) مع 1 = || '(13/3 ,۷3/3 - ,3/3 )|| 


جدول 2.9 طريقة القوة ل itken’s A‏ 


|x” ll» =1 e (x) ^ (m) (m) (yi) m 
(1,0,0) 0 
(1, -0.25, 0.25( 4 (4,-1,1( 1 
(1,-0.5, 0.5( 7 45 )4.5, - 2.25, 2.25( 2 
)1,-0.7,0.7( 62 5 (5,-3.5, 3.5( 3 
(1, - 0.8333, 0.8333( 6.047617 5.4 (5.4, -4.5, 4.5( 4 
(1, -0.911765, 0.911765) 6.011767 5.666 (5.666, - 5.1666, 5.1666) 5 
(1, - 0.954545, 0.954545( 6.002931 532359 (5.823529, - 5.558824, 5.558824) 6 
(1, - 0.976923, 0.976923) 6.000733 5.909091 (5.909091, - 5.772727, 5.772727( 7 
)1,-0.988372,0.988372( 6.000184 5.9533846 (5.953846, - 5.884615, 5.884615( 8 
(1, - 0.994163, 0.994163) 5.97674 (5.976744, - 5.941861, 5.941861) 9 
(1, 0.997076, 0.997076) 5.98837 (5.988327, - 5.970817, 5.970817( 10 
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جدول 3.9 طريقة القوة ل ۸ Aiken's‏ 


m‏ ل عد من “رين مع 1 = وا عير 
0 1,0,0( )1,0,0( 
1 )4-1,1 4 7 )0.235702 ,0.235702 - ,0.942809( 
2 2.121320-0-,4.242641) 5 6.047619 (0.408248 ,0.408248 - ,0.816497( 
3 (2.857738 ,2.857738 - ,4.082483( 5.666667 6.002932 (0.4971468 ,0.497468 - ,0.710669( 
4 (3.198011 ,3.198011 - ,3.837613( 5.909091 6.000183 )0.539164 ,0.539164 - ,0.646997( 
3 (3.342816 ,3.342816 - ,3.666314( 5.976744 6.000012 (0.558763 ,0.558763 - ,0.612836( 
6 (3.406650 ,3.406650 - ,3.568871( 5.994152 6.000000 (0.568190 ,0.568190 - ,0.595247( 
7 (3.436200 ,3.436200 - ,3.517370( 5.998556 6.000000 )0.572805 ,0.572805 - ,0.586336( 
8 (3.450359 ,3.450359 - ,3.490952( 5.999634 (0.575086 ,0.575086 - ,0.581852( 
9 (3.457283 ,3.457283 - ,3.477580( 5.999908 )0.576220 ,0.576220 - ,0.579603( 
10 (3.460706 ,3.460706 - ,3.470854( 7 ص2 )0.576786 ,0.576786 ¬ ,0.578477( 


مبرهنة 14.9 


تعطي المبرهنة الآتية حد خطأ لتقريب القيم المميزة لمصفوفة متماثلة. 
إذا كانت 4 مصفوفة متماثلة بحجم « ×" مع قيم مميزة 7٠‏ , ... ,۸1,۸2 و € > ۸×2 - ×4|| 
لعدد ما حقيقي ۸ ومتجه × مع 1 = 2اا×ااء فإن 


53 min [Aj = ۸| > ع‎ 
1sjsn 


البرهان افترض أن "۷, ...,”۷ ۷١",‏ تشكل مجموعة متعامدة من المتجهات المميزة ل 4 
ومقترنة على التوالي بالقيم المميزة ا(, ...,32 ,01, 
ووفقًا للنظريتين (5.9) و (2.9)؛ فإنه يمكن وضع × لمجموعة وحيدة من الثوابت م2 , ...,62 ,61 














على الصورة 1 3 
دم کچ 
اعدر 
ومن ثم فإن 
n 2 n n‏ 
“ارقا رج = را عنس < 2 = زار18 / 8 = | 2(۷ - رورم ر 2| = واد عدا 
ادر د ادر ر j=1‏ 
ولكن 2 2 
1 = راذا = ر318 
21 
لذا فإن 
| - يذخا عنس < واعد - »4| < ع ممه 
1Isjsn‏ 


إن طريقة القوة المعكوسة لطاع" :200/6 مما عبارة عن تعديل لطريقة القوة لتعطى تقاربًا 
أسرع. وتُستخدم لتحديد القيمة المميزة ل 4 القريبة من العدد المحدد 4. 
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افترض أن للمصفوفة 4 قيمًا مميزة ۸1,...,۸ مع متجهات مميزة مستقلة خطيًا ”۷ , ... ,۷ . إن 
القيم المميزة ل ' (41 ¬ 4) حيث :۸ # 4 عند ۸ ,...,1,2 = أ تكون 
1 1 1 
من 
مع متجهات مميزة "۷ , ...,۷۳ .٠",‏ ( انظر التمرين 13 من الفصل 27) بتطبيق طريقة القوة 
ل1-(972 -4) نحصل على 





١-و'‎ ١ي-و'‎ 


اي gD‏ -4) = ر 





2 2 يتوم‎ (3.9) 
a= تلش سملا‎ Pi ره‎ 
دجيس‎ 5 1 0 
XPm-1 20 Bi yay Pm-1 
و ر‎ 
xm) - 
7) 


ع 5 Pm‏ 
حيث يمثّل ”7 عند كل خطوة أصغر عدد صحيح لتكون ١||”"الا‏ || > اا . وتتقارب المتتالية 
(7”ادر) فى المعادلة (3.9) إلى (4 -+ 1/0 حيث إن 
max 1‏ = 1 
[A« = q| Isis [\: - q|‏ 
و" 1/۳ + ٩‏ > 36 هي القيمة المميزة ل ۸ والأقرب إلى 4 . 
ومع معلومية » يمكن كتابة المعادلة (3.9) على الصورة 
(0ن ”2-4 1 )( 
ارلا Bi [Et]‏ 1= بلا 1 


لين ب 
A —q (0) 7 0‏ 
ارلا BkVpn-ı + 22 i [zt]‏ 
j‏ 


4.9) 


ولذلك فإن اختيار 4 يحدد التقارب» على أن تكون (4 - ۾ 1/08 قيمة مميزة مهيمنة ل '(41 -4) 
(مع أنه من الممكن أن تكون قيمة مميزة مضاعفة). وكلما اقتربت 4 من القيمة المميزة +7 تسارع 
التقارب؛ لأن التقارب من رتبة 
”| لوحية ”ادن - A‏ 
o) (۰) (‏ 
حيث تمثّل ۸ القيمة المميزة ل 4 وثانى أقرب قيمة ل 4. 
يوجد المتجه كاير من المعادلة 2 











(A - q1)” = x” 
يمكن استخدام تقليص جاوس مع الدوران لحل هذا النظام عمومًا.‎ 
وعلى الرغم من أن طريقة القوة المعكوسة تتطلب حل النظام بحجم « “ا عند كل خطوة‎ 
إلا أنه يمكن حفظ المضاعفات لتقليل الحسابات. إن اختيار 4 يمكن أن يستند إلى مبرهنة‎ 
أو إلى وسائل أخرى لتحديد موقعين لقيمة مميزة.‎ Geršgorin Circle Theorem 
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تحسب الخوارزمية (3.9) 4 من تقريب ابتدائي للمتجه المميز × من خلال 
x0 4(0)‏ 
yx‏ 13 
إن هذا الاختيار ل 4 ناتج من تأمل أنه لو كانت × عبارة عن متجه مميز ل 4 نسبة إلى القيمة 
المميزة ۸» فإن ×۸ = ×4. ومن ثم فإن ××۸ = يم “او 
 X'Ax‏ لم لا 
IEE‏ 
وإذا كانت 4 قريبة من قيمة مميزة» فإن التقارب سيكون نوعًا ما سريعًا» ولكن يجب استخدام 
أسلوب الدوران في الخطوة (6) لتجنب التلويث بخطأ تقريب 
تُستخدم الخوارزمية (3.9 غالبًا في تقريب متجه مميزء ماه يب القيمة المميزة معلومًا. 
طريقة القوة المعكوسة Inverse Power Method‏ 
لتقريب القيمة اللميزة والمتجه المميز المقترن بها للمصفوفة 4. بحجم ” × ١‏ وبشرط متجه لاصفري ؛ 
المدخلات: البعد 7؛ مصفوفة ۸» متجه ×» حد سماح .701: أكبر عدد من التكرارات ¥ 
المخرجات: تقريب القيمة المميزة /: تقريب المتجه المميز × (مع 1 = .|| ) او عبارة تفيد بان 
أكبر عدد من التكرارات قد تم e‏ 








أوجد أصغر عدد صحيح م مع "” > م > 1 و llxll‏ اوا 


5 ما دام (۸ > 4) فنفّذ الخطوات 12-6. 
لشفا حلّ النظام الخطي × = ب( - /) 


إذا كان النظام ليس له حل وحيد فإن 


الملخرجات ( 4 هى قيمة مميزة؛ 4). 


أوجد أصغر عدد صحيح م مع + > م > 1 و مالالا = امإ 
| (مداناا ERR = x=‏ 
م2 /لا X=‏ 
إذا كان 101 > ERR‏ فضع و + هم/1) u=‏ 


المخرجات (× ,1). 
( العملية كانت ناجحة). 
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مثال 3 


جدول 49 
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اللخرجات (إن أكبر عدد من التكرارات قد تم تجاوزه). 


(العملية كانت فاشلة). 
توقف. 


ولتقارب طريقة القوة المعكوسة خطيًا؛ فإن عملية 42 كاذ يمكن استخدامها مرة أخرى فى 
تسريع التقارب. ويوضح مثال الآتي التقارب السريع لطريقة القوة المعكوسة إذا كانت 4 قريبة 
من قيمة مميزة. 
es 0006‏ 2 14 فت 
تناولنا المصفوفة 1 1 55 

0 1- 
في مثال (1). أعطت الخوارزمية 1.9) التقريب 6.000837 = 4012/ باستخدام '(1,1,1) = 9 


(0 Ax® 19 ومع [1 ,1 ,1) = »× يكون لدينا‎ 
Xx XxX 


TH = 7 = 3‏ =4 
إن نتائج تطبيق الخوارزمية (3.9) موجودة في جدول (4.9)» ويتضمّن العمود الأيمن نتائج طريقة 
۸ ان4 مطبقة على "ا. . 
xm: m‏ ر û‏ 
0 ,1,1( 
1 0.194042-,1,0.720727) 6.183183 6000116 
2 )0.245052 - ,0.715518 ,1( 6.017244 6.000004 
3 )0.249522 - ,0.714409 ,1( 69 6.000004 
4 )0.249953 ,0.714298 ,1( 5 6000003 
5 (0.250000-,1,0.714287) 6.000021 
6 )0.249999 - ,0.714286 ,1( 6.000005 


لأي عدد حقيقي »٩‏ إذا كانت 4 متماثلة فإن 1-(01 -.هر) ا ا ومن ثم يمكن تطبيق 
طريقة القوة المتماثلة - الخوارزمية (2.9)- على 1-(1ن - 4) لتسريع التقارب إلى 


2m 
تتوافر أساليب عديدة لإيجاد تقريب القيم المميزة الأخرى لمصفوفة عند حساب تقريب القيمة‎ 
.de المميزة المهيمنة. وسيقتصر عرضنا هنا على أساليب الانكماش دعداوآاصطء»؛ "ةا‎ 


تتضمّن أساليب الانكماش تشكيل مصفوفة جديدة 8 قيمها المميزة هى نفسها ل 4» باستثناء 
القيمة المميزة المهيمنة ل 4 فإنها تستبدل بالقيمة المميزة 0 فى 8. 


وحية 
۸-4 
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مبرهنة 15.9 


هلمت وايلائد 

Helmut Wielandt )1910-2001(‏ 
عمل بالأصل في مجاميع التباديل. ولكنه 
خلال الحرب العالية الثانية انشغل فى 
بحت حوك الأرصاد الجرية: افير 
والديناميكا الهوائية. هذا تضمن مسائل 
الاهتزاز التي تنطلب تقديرا للقيم المميزة 
المرتبطة بالمعادلات التفاضلية والمصفوفات 





والنتيجة الآتية تبرر تلك العملية» ويمكن إيجاد برهان هذه مبرهنة فى [596 .م ,9/112]. 


افترض أن م3 , ...,21:22 عبارة عن قيم مميزة ل 4 ومتجهات مميزة ر, ... ,2ن ,)ر مقترنة 
بهاء وأن ل ۸1 مضاعفًا هو 1. ليكن × متجهًا مع 1 = ۷× . لذا فإن للمصفوفة 

“ازيح دم B=‏ 
يق میا و مع متجهات مميزة "۷ , ... ,لقابو W2,‏ ,۷۳ء حيث إن ۷ 
وس مترابطان من خلال المعادلة 
65.9( ۳( رركيو رج + (WwW‏ سيرم = قاين 
لكل ۸ 7 ::.,3 ,2 = غ, ل 
يمكن استخدام العديد من الاختيارات للمتجه × في مبرهنة (15.9). ويظهر انكماش ويلاندت 
Wielandt deflation‏ من تعريف 


1 
= (J Cl 6120 din)’ 6.9) 
ا‎ 


حيث إن u”‏ إحداثي لاصفري للمتجه المميز "۷» وإن القيم «:© ,...,2: ,1:© هي العناصر في 
الصف 1 للمصفوفة 4. 





مع هذا تعريف 
0١ 00 (Dy 1 0‏ 1 1ن 
U, ) = 7 ijj‏ ,..., ولا , ز8)[ميه , .۰۰ i1, i2,‏ = س 
ANS `‏ 2 
اکر 1% 1i‏ 


حيث إن الجمع هو الإحداثى i‏ لحاصل الضرب (/۸۷. ولأن Av = ۸v»‏ يكون لدينا 


0 
1 1 
1v! )‏ ے( DL‏ 
5 3 در 
الذي يؤدي إلى ان 


xy) ح‎ ET 1 در‎ =1 
1j 


وبذلك فإن × تحقق فرضيات مبرهنة (15.9). وأكثر من ذلك» ر انظر التمرين 20) فإن الصف : ل 
Xv xt‏ - 4 = 8 يتضمّن عناصر صفرية كاملة. 

إذا كانت 0 ۸# قيمة مميزة مع متجه مميز مقابل لها س فإن العلاقة ا( = 810 تؤدي إلى 
أن الإحداثى * ل /«ا يجب أن يكون صفرًا أيضًا. والنتيجة أن العمود : للمصفوفة 8 لا يضيف 
أي مساهمة تجاه ۸W‏ = 800. ولذلك فإن المصفوفة 8 يمكن استبدالها بمصفوفة '8 بحجم 
(1 - ”) × (1 -#), ونحصل عليها من خلال حذف الصف والعمود 2 من 8. وللمصفوفة 
'8. قيم مميزة «33,...,2 ,32. فإذا كانت |73| < |32افإن طريقة القوة يعاد تطبيقها على المصفوفة 
8 لتحديد هذه القيمة المميزة المهيمنة والمتجه المميز 2/2 المقترن ب 72 بالنسبة إلى المصفوفة 
'8. لإيجاد المتجه المميز المقترن 2 للمصفوفة 8؛ أدخل الإحداثى “صفر” بين الإحداثيين "2س 


02 / 5 7 
و للمتجه w7‏ ذي الآبعاد (1 ¬ «(n‏ ومن ثم احسب y2‏ باستخدام المعادلة (5.9). 
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مثال 4 
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نعرف من المثال (2) أن المصفوفة 


4-11 
- 3 1| دم 

OE 
افترض أن القيمة المميزة المهيمنة 6 = 71 والمتجه‎ .٠1 = 6,۸2 = 3, 23 = لها قيم مميزة1‎ 


المميز المقترن بها '(1 ,1- ,1) = "۷ قد حسباء فالعملية التي اتضحت توا لإيجاد ۸2 تكون كما 


يلي : 4 
2117¥ إ1 ادي 
ll, 7S 66‏ 6 





1 م 2 1 
6 6 3 
بت | 1 ۴ 8 (Dt‏ 
6 6 3 کا س وح وت حلان ا 
1 1 2 6 6 3 1 
6 3 3 
3 
1 1-4 1 1- 1 
ق 2 - 3 1- 
لت ا 2 د ا 
: ِ د 6 3 2- 1 “ارخ -م B=‏ 
6 6 30 


02-0890 
= 2 5 = 
2 ب وب 


وبحذف الصف الأول والعمود الأول نحصل على 


اح E‏ 
اك 


الذي له قيم مميزة 3 = 22 و1 = ۸3 وإن المتجه المميز ۷7 يمكن إيجاده من خلال حل 
النظام الخطي 0 = '2ن(32 - '8) ليعطينا '(1- ,1) = “لقان 
وبإضافة صفر إلى المركبة الأولى نحصل على '(1- ,1 ,0) = 123؛ ومن المعادلة (5.9) لدينا 
المتجه المميز 72 للمصفوفة 4 المقترن ب 3 = 2× وهو 
“(1 ,1 - ,2 -) = '(1 ,1 - ,1) ['(1 ,1 ,0) )} ,غ - ,ة)] 6 + '(1-,1 ,6()0 -3( = تانر 0 
وعلى الرغم من أن عملية الانكماش هذه يمكن استخدامها في إيجاد تقريبات للقيم جميعها 
والمتجهات المميزة للمصفوفة» فإن العملية معرضة لخطأ تقريب. وبعد استخدام الانكماش لتقريب 
قيمة مميزة لمصفوفة» فإن التقريب يجب استخدامه بمنزلة قيمة البداية لطريقة القوة المعكوسة التى 
ظبقت على المصفوفة الأصلية. وهذا سسوف يضمن تقارب القيمة المميزة'للمصفوفة الأصلية؛ .وليس 
للمصفوفة التي صُغْرت والتي غاليًا ما تتضمّن أخطاءً. وعندما تكون القيم المميزة جميعها لمصفوفة 
ما مطلوبة» فإنه يمكن استخدام الأساليب المبينة في الفصل 4.9) المستندة إلى تحويلات التشابه. 
نغلق هذا الفصل فى الخوارزمية (4.9) التى تحسب ثانى قيمة مميزة مهيمنة لمصفوفة والمتجه 
المميز المقترن بهاء بايا حدّدت القيمة المميزة المهيمنة والمتجه المميز المقابل لها. 
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Wielantdt Deflaion انكماش وايلنت‎ 

لتقريب ثاني قيمة مميزة مهيمنة والمتجه المميز المقابل لها لمصفوفة ۸ بحجم ۸ ×۸» بوجود 
التقريب ۸ للقيمة المميزة المهيمنة» والتقريب “ للمتجه المميز المقابل لهاء ومتجه !-”1 © ×: 
المدخلات: البعد ۸» مصفوفة 24 قيمة تقريبية للقيمة المميزة ۸ مع متجه مميز ”18 € ۷» متجه 
«x e RT‏ صطعم .» أكبر عدد من التكرارات 1ل. 

المخرجات: تقر يب القيمة المميزة ناء تقريب المتجه المميز دا أو عبارة تفيد بأن الطريقة 


= 1 وکل‎ E وعووا‎ WT FT FT 


1+ 
ع روحت - ز1ب = زرط 
Ui‏ 


0 
1 
ا - بعر زه = برزط 
1 


إذا كان 7 # أ لكل 1 -۸ , ...,ة = 4 ولكل 1 - ۸ 


Uk+1 
فضع مع دزي — 7 - بابز بيه = زيط‎ 
i 


نقد طريقة القوة على المصفوفة (ر,ظ) = '8 بحجم (1 -*) × (1 - )١‏ مع 
ابتدائيًا. 
إذا ما فشلت الطريقة فإن المخرجات (الطريقة فشلت). 

توقف. 

ما عدا ذلك: لتكن ا القيمة المميزة التقريبية 

و ,°« W = (U,‏ المتجه المميز التقريبي 


إذا كان 1 # ا لكل 1 - 1 ,...,1 = ۸ فضع س = بس 


n 


= ير)‎ - wk + (Sar, 


1 
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مجموعة التمارين 29 EXERCISE SET‏ 
1 . أوجد أول ثلاث تكرارات نتيجة تطبيق طريقة القوة على المصفوفات الآتية: 


DN DB 
10 E E 
1 OI 2 1 
استخدم'(2 ,1- ,1) = ير استخدم'(1 ,0 ,1-) = ير‎ 
37 01 mT 
Te a ST 
كت‎ 2 
E | E 4ا‎ 
IK OS 2 
×0 = )1, -2, 0, استخدم'(1 ,1,2-) = 0× استخدم'(3‎ 
: أوجد أول ثلاث تكرارات نتيجة تطبيق طريقة القوة على المصفوفات الآتية‎ .2 
ا‎ DE | 
20 1| أ ٍ 3 فى‎ 
POTS 3 1 
E 0 


استخدم '(1 ,2 ,1) = × استخدم '(1 ,1,0 ,1) = "لير 


-4 04 4 5 -2 -4+ 3 
BEE EN 
3 3 00 1 
0 TE ق‎ =4 2 5 

استخدم '(3- ,1,0 ,1) = 0× استخدم '(1 ,0 ,0 ,0) = × 


3. كرّر التمرين (1) مستخدمًا طريقة معكوس القوة. 
4. كرّر التمرين (2) مستخدمًا طريقة معكوس القوة. 
5. أوجد أول ثلاث تكرارات نتيجة تطبيق طريقة القوة المتماثلة على المصفوفات الآتية: 


Jir 2 141! ذا‎ 
O سمحن‎ 1 SU. 
O1 1118 


×0 = )-1,0,1(' استخدم '(1,2-,1) = × استخدم‎ 
1 3 1 4.75 2.25 -5 
LR E 225 475 125 
Û 07 -0.25 1.25 75 


استخدم ‘)1,0 ,0( = x®‏ استخدم '(0 ,0 ,1 ,0) = × 


6 أوجد أول ثلاث تكرارات نتيجة تطبيق طريقة القوة المتماثلة على المصفوفات الآتية : 


٤ 2 + 3 YF 
ات 4 1 پد‎ 
3 1ج‎ 23 
استخدم '(1,2-,1) = "× ا )1 ,0 ,1-( = مير‎ 
5 -2 - 


9 %4 


حاتت 
سم ين ت سر 
اسلا يواهت 


1 
1 
E 
2 


استخدم '(0 ,0 ,0 ,1) = 0× استخدم '(3- ,1,0 ,1) = × 


572 الباب 9 8 تقريب القيم المميزة Approximating Eigenvalues‏ 


7 . استخدم طريقة ة القوة لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين (1). استمر بالتكرار 
حتى تحقق حد السماح 4 107 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 

8. استخدم طريقة القوة لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين 2). استمر بالتكرار 
حتى تحقق حد السماح 1 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 

9. استخدم طريقة معكوس القوة لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين (1). استمر 
بالتكرار حتى تحقق حدَّ السماح 10-4 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 
0. استخدم طريقة معكوس القوة لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين 2). استمر 
بالتكرار حتى تحقق حدً السماح 10-4 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 
1. استخدم طريقة القوة المتماثلة لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين (5. استمر 
بالتكرار حتى تحقق حدّ ذّ السماح 104 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 
2. استخدم طريقة القوة المتماثلة لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين 0 استمر 
بالتكرار حتى تحقق حدَّ د السماح 10 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 

3. استخدم طريقة انكماش وايلندت لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين (7. 
استمر بالتكرار حتى تحقق حدّ د السماح 1074 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 

4. استخدم طريقة انكماش وايلندت لتقريب القيمة المميزة المهيمنة للمصفوفات في التمرين (8). 
استمر بالتكرار حتى تحقق حدَّ السماح 10-4 أو حتى يتجاوز عدد التكرارات العدد 25. 

5. كرّر التمرين (7) مستخدمًا أسلوب 42 11660*5ه وطريقة القوة للقيمة المميزة المهيمنة. 

6.كرّر التمرين (8) مستخدمًا أسلوب 42 411005 وطريقة القوة للقيمة المميزة المهيمنة. 

7. انكماش هوتلنك مه06038 و" ااt8ه1‏ . افترض أنه قد وُجدت أكبر قيمة مميزة ٠‏ والمتجه المميز 
٠‏ المقابل لها لمصفوفة متماثلة ۸ بحجم « *. أثبت أن للمصفوفة 











1 23 
لليف و حي 8-3 
القيم المميزة نفسها ٠١‏ 0000 ۸2 ىم إلا أن 8 قيمة مميزة 0 مع متجه مميز ۷ بدلا 


من متجه ممیز ۸. استخدم طريقة الانكماش هذه لإيجاد 72 لكل مصفوفة فى التمرين (5). 

ويمكن لهذه الطريقة أن تستمر نظريًا لإيجاد قيم مميزة أخرى» لكن خطأ تقريب سرعان ما 
يجعل هذا الجهد عديم الفائدة. 

8 أسلوب أنهيليشن .Annihilation Technique‏ افترض أن المصفوفة 4 بحجم 7 × لھا قيم مميزة 
رتبة كما يلى: 


ام3 | < ٠:‏ < ادذا > اذا < Ail‏ 
- متجهات مميزة مستقلة خطيًا ٠‏ , ...2 5 


أ. أثبت أنه عند تطبيق طريقة القوة بمتجه ابتدائى "× معطى من خلال 


9 طريقة القوة 
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نيم + 0 ووم + Bav2‏ × 
فإن المتتالية )١(‏ الموضحة فى الخوارزمية 1.9) ستتقارب إلى 22. 
ب. أثبت أنه لأي متجه "۸:۷ ,© = ×» فإن المتجه ×(۸1 - 4) = "× يحقق الخاصية 
المعطاة ذ فى الفقرة (. 
ج أوجد تقريبًا إلى 22 للمصفوفات فى التمرين «1). 
د. أثبت أن هذه الطريقة يمكن استمرارها لإيجاد ۸١‏ مستخدمين ×(۸,1 - ۸21()4 -4) = "ير 
9. باتباع منهجية التمرين (11) في الفصل (3.6) والتمرين (15) في الففل (2.7)» افترض أن 
لنوع من الخنافس دورة حياة مدتها 4 سنوات» وأن للأنثى معدل بقاء قدره 4 2 في سنتها الأولى» 
وة في سنتها الثانية› وة في سنتها الثالثة» وافترض بالإضافة إلى ذلك أن الأنثى تلد في المعدل 
أنثيين في السنة الثالثة و4 إناث في السنة الرابعة. . وتوضح المصفوفة 4 مساهمة أنثى واحدة 
لسنة واحدة في مجتمع الإناث في السنة التالية 
4 2 0 0 
100 
0 


0 
0 
0 





سمه : 
ه اه 


إذ يمثّل العنصر في الصف : والعمود / المساهمة المحتملة مرة أخرى لأنثى بالعمر ل 
في مجتمع الإناث للسنة التالية بالعمر: زر 
0 استخدم مبرهنة دائرة جبركجورن «مهعدهءه1 :© «نرمع06:5 لتحديد منطقة ضمن المستوى 
المركب» بحيث تتضمن القيم المميزة جميعها ل 4. 
ب. استخدم طريقة القوة لتحديد القيمة المميزة المهيمنة والمتجه المميز المقابل لها. 
ج. استخدم الخوارزمية (49) لتحديد أي قيم مميزة متبقية ومتجهاتها المميزة للمصفوفة 4. 
د. أوجد القيم المميزة ل 4 باستخدام كثيرة حدود الخاصية ل 4 وطريقة نيوتن. 
ه. ما تقديرك على المدى البعيد لمجتمع هذه الخنافس؟ 
0. أثبت أن الصف : ل '×"۸1۷ - 4 = 8 هو صفرء حيث ٠١‏ أكبر قيمة مميزة ل 24 وأن “ان 
هو المتجه المميز المقابل لهاء وا عبارة عن المتجه المعرف بالمعادلة (6.9). 
1. المصفوفة الثلاثية الأقطار (1 -2) × (1 - «) 
0 تت ثم ثم مهن 0 0-_- 2 +1 
ابه 2 +1 ك 


1 ا 0 ق‎ Tu 
مشاركة فى طريقة الفرق الرجعى لحل معادلة الحرارة. «انظر الفصل 2.12) ولاستقرار‎ 
قرب رجهم لكل مما يلي:‎ «m= 11 الطريقة فإننا نحتاج إلى 1< )41(م. ومع‎ 
=4 ا ت يد ااه ج‎ 


متى تكون الطريقة مستقرة؟ 


574 الباب 9 ه تقريب القيم المميزة Approximating Eigenvalues‏ 


2.القيم المميزة للمصفوفة 4 في التمرين (21) هي 
2 
( کے د 4+ 1 = A‏ لکل 1 iS ig m=‏ 


قارن التقريب في التمرين (21) بالقيمة الحقيقية ل ('-4)م. ومرة أخرى متى تكون الطريقة 


مستقرة؟ 
3 المصفوفتان (1 -5) × (1 -”) م و8 حيث 
0 للع 00 $ + +1 0 Lb ٤ 1T‏ 
د و وري ما د 1 
0 ا .8 اک 0 0 B=|‏ 
5 ا و 0 
و ٠‏ 2 
E 0 ِ 2 00 -ِ 1+ 0‏ 


مشارکتان قي طريقة Crank-Nicolson‏ لحل معادلة الحرارة. (انظر الفصل 2.12) مع لاحي 
قرب (4'8)م لكل مما يلى: 

a=}. = 4 ب‎ a= 2 Î 
من الممكن تمثيل نظام ديناميكي خطي بالعادلة‎ .4 


B(DulD), y(0) = ©)» + D(Du(t)‏ + )لك اس 


dt 

حيث إن ٠4‏ 8 © و2 عبارة عن مصفوفات متغيرة بحجم ۸ × ۲٠۸‏ × ۸۸ ا و ۲ × على 
التوالي » وإن كلا من «. لا ونا عبارة عن متغيرات متجه بأبعاد ١‏ ” و على التوالي. ولكي 
يكون النظام مستقرًا؛ يجب أن تكون للقيم الميزة جميعها للمصفوفة 4 مع جزء حقيقي غير 
موجب لجميع قيم ؛. فهل النظام مستقر إذا كان 





0 2 1 0 0 1 1 
5 2 ب. |0 1 2- 0 
ARI OS 4() = 5 -7 3‏ 
5- 0 0 3- 2 لس ا 
E‏ 9 طريقة هاوسهولدر House Holder's Method‏ 
ألسترن هاوس هولدر 
1904-1993( سنستخدم في الفصل (4.9) طريقة 98 لتقليص مصفوفة ثلاثية الأقطار مماثلة لمصفوفة تكون قطرية 


Alston Householder 


N NE‏ رر تقريبًا. إن العناصر القطرية للمصفوفة المتقلصة عبارة عن تقريبات للقيم المميزة لتلك المصفوفة. 

أن بصيج هديرا لختبر أوك ردج الوطني وسنعرض فى هذا الفصل طريقة ابتكرها .11005650106 15000لى لتقليص مصغوفة معينة لمصفوفة 

o‏ مماثلة ثلاثية الأقطار. ومع الربط بين المسائل التي نحلّها ضمن هذين الفصلين بوضوح ٠‏ فإن 

هذه الطرائق في الأعوم 19606 عتدما بدا لطريقة :1101570106 تطبيقات واسعة في غير مجالات تقريب القيم المميزة . 

لي تستخدم طريقة 101و110 في إيجاد مصفوفة ثلاثية الأقطار متماثلة 8 تكون مماثلة لمصفوفة 
معلومة 4.تؤدي مبرهنة (10.9) إلى أن 4 مماثلة لمصفوفة قطرية 2 نظرًا لوجود مصفوفة متعامدة 


9 طريقة هاوسهولدر 


تعريف 16.9 


مبرهنة 17.9 
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© بالخاصية 0/40 = 0-140 = <. ولأن المصفوفة © (و2 أيضًا) صعبة الحساب عمومًا؛ 
فإن طريقة هاوسهولدر Householder‏ تور حلا وسطًا. وبعد تنفيذ طريقة هاوسهولدر Householder‏ » 
يمكن استخدام طرائق فاعلة مثل خوارزمية ٩۴‏ في تقريب دقيق للقيم المميزة للمصفوفة ثلاثية 
الأقطار المتماثلة الناتجة. 
لیکن ”18 € ” مع 1 = الاثلا. وتسمى المصفوفة ۸ × ۸" 
P= [-2Ww‏ 

" .Householder transformation تحويل هاوسهولدر‎ 

إن تحويلات هاوسهولدر Householder‏ تستخدم استبعاد الخلايا الصفرية اختياريًا 
zero out 5‏ yاectiveاe‏ للعناصر فى متجهات أو أعمدة مصفوفات بحيث تكون مستقرة 
معها بحدٌ أقصى بالنسبة إلى خطأ تقريب.(انظر [152-162 .50 ,1/112] لزيد من النقاش). وإن 
خصائص تحويلات هاوسهولدر 110156201067 موضحة فى مبرهنة الآتية : 


إن تحويل هاوسهولدر eف1ەط80use› 2W‏ -1 = ۲» يكون متماثلًا ومتعامدًاء ولذلك فإن 


.P!l=P‏ هس 
البرهان با أن 

(ww)’' = (w)'W = ww 
يكون لدينا‎ 


P' = (I - 2WW)' = 1- 2WW = P 
وبالإضافة إلى ذلك بما أن 1 = س'س» فإن‎ 
PP' = (I - 2WNW)(1I - 2WW) = I — 2WW — 2WW + 4WW WW 

= [I — 4WW + 4wW = 1 

ولذلك فإن 
و وام mnn‏ 

إن طريقة هاوسهولدر 11005601065 تبدأ بتحديد تحويل ۲١‏ مع خاصية كون 
)مم (نام = A2‏ لها 


O (7.9‏ = كر 

ومن خلال التماثل فإن 0 = ه. 

يُختار المتجه »ا , ... W2,‏ ,1 بحيث 1 = الا'/لا. وإن المعادلة (7.9) متحققة. 
وفي المصفوفة 


A2 = pD APD = -ع)‎ 2WW)A(I - 2WW) 
لدينا رره = إه و0 = ى لكل « ,...,3,4 = ز. ويفترض هذا الاختيار ۸ من الشروط‎ 
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على من المجاهيل ,س , ... ,102 ,1 إن وضع 0 = »۷ يضمن أن ره = ه. ونحن نريد من 
PD = [I - 2WW‏ 
أن تحقق 
P(aı1, a21, d31, ... , anı) = (@11, ¢, 0,... ,0(* (8.9)‏ 
حيث ستختار » لاحقًا. ولتبسيط الصيغة؛ ليكن 
anı) € 1871‏ , ...ريه رزيه) =$ wn)’ € RR",‏ , ... روس W = (w2,‏ 


وإن ۶ هي )1 - (n - 1) x (n‏ تحويل I,-ı - 2W Householder‏ عاضر 


إذن تصبح المعادلة (8.9) 


anı لك لا‎ 
021 : 0411 411 0 
o an lal EE Ea O 
P EBE 2 ا‎ SE 
2 8 
41 0 : 0 
6 
وص‎ = (I,-ı — 2W) = $ - 20038 = (a, 0, ... , 0(' (9.9) 


ليكن 9 = ». لذا فإن 
2FWn)'‏ ~ ىه 2FW3,...,‏ ح روه 2rW2,‏ - ريه) = )0 ,...,0 (a,‏ 

ويمكننا تحديد القيم ۷ جميعها حال معرفتنا لقيم © و ”. وإن مكوّنات المعادلة تعطي 
2FW3, ... , d1 — 2" Wn)’‏ — روه روس:2 — ريه) = '(0 , ... ,0 (a,‏ 

ولذلك فإن 

)10.9( به - إيه = وس 27 

3 

)11.9( 1ز = زس2rw‏ لكل | م 7 


وبتربيع جهتي كل من المعادلتين وجمعهما نحصل على 
3 + ( ¬ ريه) = ÙL‏ 4 
3ز 2ز 


وبما أن 1 = WW‏ و 0= اس يكون لدينا 1 = تن 2< 
3 


4 
4r? = 3002, - رومع‎ + o? 02.9) 
2=ز‎ 


من خلال المعادلة (9.9)» وحقيقة كون ۶ متعامدة نحصل على 
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$$ = وق P'‏ بو = وظ (PP)‏ = '(0 , ...,0)(@,0, ... ,0 ,م) = a‏ 


التى عند تعويضها فى المعادلة (12.9) تعطى 
2r = I — 01‏ 
j=2‏ 


ولكي نضمن أن 0 = 2/2 فقط عندما 0 = به = ۰۰۰ = روه = 1يه؛ فإننا نختار 


5 1/2 
« = (ريمامع:-‎ 0 û) 
j2 
5 8 1/2 
2r? = 3 + | اديه‎ ($4) 
j=2 22 


ومع هذا الاختيار ل » و 27» نحل المعادلتين (10.9) و (11.9) لنحصل على 


5 d21 > 0 Aajı 
کے ا = ويلا وه ب أت‎ 
13 ۸ و مرج ۷2 لكل‎ Wi 27 





ولتلخيص اختيار "۲؛ فإنه لدينا 


5 1/2 
a = (ريم)مع:-‎ 0 û) 





2=ز 
1/2 
ا ج 1 r=‏ 
2 2 
w= 0‏ 
d21 ~a‏ 
w=‏ 
و 2 
كت 
a AF 8‏ 
لكل ۸ 3...١‏ = ل 2r‏ 
ومع هذا الاختيار فإن 
مس هاه ته 
)2( )2( )2( )2 
E E E o‏ 
عد اناق كان Ap = û‏ ام = A2‏ 


E 3n 


)© 22 (2) 
0 an “3 °“ Ann 
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وبعد إيجاد !اط وحساب 42 , تعاد العملية عند ۸-2 ,...,3 ,2 = 4 كما يلى: 


7 1/2 
هه‎ -sgn(af ( a e) 
J 


=k+1 
1/2 
ا - ص1 اا‎ 
2 2 k+1,k 
اا ننه ...= س = س‎ 
م"(‎ 
ربو ون‎ 8 
KT 2p 
ې‎ 
aR 2E JE w= و‎ 
ا‎ 


سم 2 2w‏ حو 6م 


0م 6ام مام _ A(*+D‏ 


(k+ 1) (k+1) 





E ED 
(k+1) 
d21 . 
0 2 e E Osco 0 
+) أ‎ E E FEED LED O EES Se كه‎ (k+1) 
4 = : kerik Akri,k+1 k+1,k+2 k4 1,n 
0 
DE ESE SEN RED crt ef (k+1) 
0 0 dn,k+1 nn 


0 ۰ 2 0 3 
وباستمرار هذا النمط» تصاغ المصفوفة ثلاثية الأقطار المتماثلة "4» حيث 
2-مام (تحمام ... للأصي p(D‏ ... (قحمام #حمام د Al"-D‏ 


مثال1 المصفوفة 4 ×4 
2 2- 
3 0 
2- 3 
1- 2- 


متماثلة. وأول تطبيق لتحويل :11015620106 هو 


1/2 


1/2 4 
1 1 
6 = )2 5(1 ¬ ”)3 =3 )3% دده 
2= 


1 
2 
0 ج 
1 





9 طريقة هاوسهولدر 





579 House Holder's Method 
6 6 16 
w= |) كا داك‎ 
3' 6 6 
1 0 00 E 0 
0 1 0 0 6 2 
Es 00 9 - 
FS OO 1L Û (£) | OF) 
0001 
1 0© 0 0 
1 2 2 
O 
2 2 1 
0 55 5 
2 1 2 
052-95 8 
4 و9 © 52ت‎ 
10 4 
۸2 = 2 و‎ 1 3 
021 ك2‎ 
3 3 
4 4 
0 4 -4 -1 


باستمرار التكرار الثانية 


١ TO 0. 6‏ 
0 0 01 5 210/5 5 
= ام ,( ل ,5ل0,0,2۷) w=‏ ,نك دم اتلد 
كد 2 00 )£ ) - چ دده 
1 4- 0ه 
وإن المصفوفة ثلاثية الأقطار المتماثلة هى 
0 !10 = 
کے ل هق 
A 3 5 8‏ 
8 لت بت 0 
75 25 3 
149 68 
پډ ي 0 0 


تنفذ الخوارزمية (5.9) طريقة 10056010 كما هي موضحة هنا على الرغم من الالتفاف على 

Householders هاوسهولدر‎ 

لإيجاد مصفوفة ثلاثية الأقطار متماثلة "-"4 ومماثلة للمصفوفة المتماثلة ,"4 = 4» نبنى 

المضفوفات "۸ ,..., 4 ,4 الآنية؛ حيث (ثثإه) = 4 لكل 1 ۸ ,...,1,2= غ 

المدخلات: البعد #» مصفوفة 4. 

المخرجات: 1-م (يمكن إعادة كتابة 4 فى كل خطوة). 
5 ا 






لكل 2 - ۸ , ...,2 ,1 = 2, نفذ الخطوات 2 - 14. 
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EET‏ ار 
إذا كان 0 = م ږې فضع 1/2- = ۾ 
(kK)‏ 1/2 
k+1,k‏ کی 
ما عدا ذلك فضع | 0م د 
غ41 


ضع ب لوه - 2ن = 850. ( إرشاد:2,2 = 850 ) 
ضع 0 = هنا . (إرشاد: 0 = ما = ٠٠١‏ = إل ولكن لا حاجة إليه). 
k‏ 
© = ب رب = er1‏ 


ولكل 71 حي +12 = »ضع 9ه = را 


1 
( PROD = v'u = (إرشاد: 4۷ ۷ چچ‎ 
2 


١ *,ة = ز.د‎ + 1 n 
1 250 ( افع‎ 8 ,٠٠۰١ 7 لكل‎ 


1 1 1 
z= u- vVuv= u “لا ھ—-‎ uv شاد:‎ 
2RSO 4 كد‎ 


1 غ1‎ 
= u-— نور‎ = Aw — ww - Aw 
7 r 


( 


لكل 1 -8 ,...,2 + ,1 + K‏ = 1 ء نقذ الخطوتين 10 و 11. 
(إرشاد: احسب 


) A٣ = داح - “و تلم‎ )1- WW) 4(1 - WW) ) 


“jı 


(k+D) _ _(k+1) 
dj =4; 


5 )1+( 
ضح إ20 — ay‏ = 41 


(k+D) ع‎ a _ © 2 2 
an 7 = ضع ,20,2 - ريك‎ 
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k 5 n: 
حدق کن د ی ےو‎ 2 


ع ا (اى _ (KFD‏ 
Apr, 7 Uk+1Zk C‏ ح- ور ربعت 


(+1) _ (K+) 
k.k+1 - ع4‎ 


( إرشاد: العناصر الأخرى ل(4)4+1 هى نفسها التي ل(4)م.) 


الخرجات 2(7“ 4) 
(لقد استكملت العملية. " "4 متماثلة » ثلاثية الأقطار» ومماثلة ل 4). 


الولف ل 





ولتطبيق خوارزمية 156501065ا0]] لمصفوفة ۸ ×۸ معينة ؛) يجب عمل التعديلات الآتية للأخذ فى 
الحسبان إمكانية عدم التماثل. 





وبعد تعديل هذه الخطوات» احذف الخطوات 12 - 14) والمخرجات " 4. 
لن تكون المصفوفة 4-1 الناتجة ثلاثية الأقطار ما لم تكن المصفوفة الأصلية 4 متماثلة. وعلى 
أي حال فإن العناصر جميعها التي تقع تحت القطر الثانوي السفلي ستكون 0. إن مصفوفة من 
هذا النوع تسمى ›upper Hessenberg‏ بمعنى أن (ر:۸) = ع هي upper Hessenberg‏ إذا كانت 
0 = ز۸ ل2 +ز < : جميعها. 

نتحقق في الفصل الآتي من كيفية تطبيق خوارزمية 08 لتحديد القيم المميزة لِ "4» التي 
هى نفسها لتلك التى للمصفوفة الأصلية 4. 





مجموعة التمارين 3.9 EXERCISE SET‏ 
1.استخدم طريقة Householder’s‏ لوضع المصفوفات الآتية في صيغة ثلانية الأقطار: 


E 12 10 4‏ 
ء |[ك- 8 10 1 8 24 
.3 4-5 قت [ 2 ات 1 
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225 475 25 


25 225 375 
د. 
4.75 125 025- 





8 استخدم طريقة Householder‏ لوضع المصفوفات الآتية في صيغة ثلاثية الأقطار: 


تح ١‏ ا 15 ١‏ 0ك 2د 5 

1- 0 4 1- یر | 0:5- 15 3 2- 

E O RE‏ 1 2 5 5 قلت 

1.5 -0.5 -2 5 Ora 4 

1 10-8 8 0.25 05 2 -1 

-1 3 0 -2 0 0.25 -4 0 1 2 

a O7 4ه‎ E 05 0 5 0.75 -1 |. 

= po 8 8 2 1 o5 5 إقوم‎ © 

O O le GS 2 ك‎ 205 6 


3. عدّل خوارزمية :0106طهوده1]1 (5.9) لحساب المصفوفات و۲عb”ءءءم!‏ /عممن المماثلة 
والمصفوفات غير المتماثلة الآتية : 
3 2 1- 
ب. | 2- 3 2 


2 NE, 
2 
24ت‎ 4 


د 1ق 5 

4 5 د 5 د ات اد 4 

E E TES 0 4 2 -1 

2 35 1 * | سد 4 بك 1ة 
O3‏ ورا SL 1 > I‏ 


The aR Algorithm ۴ الخوارزمية‎ 9 ESD 
إن طرائق الانكماش الموضحة في الفصل 29) ليست مناسبة عمومًا لحساب القيم المميزة جميعها للصفوفة‎ 
بسبب نموخطأ تقريب. وسنعتمد في هذا الفصل خوارزمية 0 بوصفها أسلوب تقليص المصفوفة وتحديد‎ 
القيم الميزة جميعها لصفوفة متماثلة في آن واحد.‎ 
ولتطبيق طريقة 08؛ نبدأ بمصفوفة متماثلة بصيغة ثلاثية الأقطار» بمعنى أن العناصر غير الصفرية فقطفى‎ 
المصفوفة تقع على القطر الرئيس أو على الأقطار الفرعية مباشرةً فوق القطر الرئيس أو تحته. فإذا لم تكن‎ 
هذه هى صيغة المصفوفة المتماثلة فإن الخطوة الأولى هى تطبيق طريقة :110560106 لحساب مصفوفة‎ 
ثلاثية الأقطار متمائلة ومماثلة للمصفوفة المعطاة؛ وبنفس القيم المميزة.‎ 
وسنفترض في بقية هذا الفصل أن اللصفوفة المتماثلة التي حُسِبت لها هذه القيم المميزة ثلاثية الأقطار. فإذا‎ 
: جعلنا4 تمثل مصفوفة من هذا النوع » يمكننا تبسيط الصيغة من خلال عنونة عناصر 4 كما يلي‎ 
50) 








0 (13.9) 





ووو الخوارزمية Q٩۴‏ 


تعريف 18.9 


اذا كانت .١‏ هبارة عن مسغوفة تدوبر2 21 


فان 1. هي مصفوفة تدوير مع عقارب 


الساعة بزارية 6 
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فإذا كانت 0 = دة أو 0 = +2 فإن المصفوفة 1 ×1. [41] أو [«4] تعطى قيمة مميزة © أو ,© ل 
4 فورًا. 

عندما تكون 0 = رط عند بعض قيم ز حيث ۸ > ز > 2: يمكن اختصار المسألة إلى مصفوفات 
أصغر بدلا من 4 كما يلى: 


Qj bj O; 9 بز‎ Op bE see) 
bj+1 @j41 Pj+2 0 : bı يم‎ bs, 7“ 5 : 
0.. bj42 a %0 ده .0 و‎ a ف‎ 04.9( 
0 0 By al “دين‎ ye 20 hpi اموه‎ 


فإذا لم تكن أي من زط صفرًا فإن طريقة 01 تتقدم من خلال صياغة متتالية مصفوفات 
,2 ,4 = 4 كما يلى: 
1. تحلل ۸4 - ۸1 بوصفها حالة ضرب 01۸٠‏ = ۸ء حيث إن "© متعامدة وا۸ مثلث 
علوي. 
2. 4 معرفة بأنها ان ۸١‏ = 4. 
تحلّل 4 بالتحديد بوصفها حالة ضرب ١۸ا0‏ = ۸ لصفوفة متعامدة "0 ومصفوفة 
مثلث علوي ۸. ومن ثم فإن 1+ تعرّف من خلال ضرب 47م مع 2 في الاتجاه المعاكس 
لفان قام د .A+‏ ولأن g7‏ متعامدة؛ فإن 0م ان = لامر 
و )15.9 فقن 4 gi"‏ - م زقام م( 55 gl?‏ لاجر د A+‏ 
ولذلك فإن *4 متماثل مع القيم المميزة نفسها ل 4. ومن خلال أسلوب تعريف ۸ و '0:فإننا 
نضمن أيضًا كون 1+ ثلاثية الأقطار. مستمرين في الاستنتاج فإن 1+ القيم المميزة نفسها 
التي للمصفوفة الأصلية 4: وتتجه "*“۸ لتكون مصفوفة قطرية بالقيم المميزة 4 ضمن القطر. 
ولتوضيح عملية إنشاء مصفوفتين تحليليتين © و8 فإننا نحتاج إلى تعبير “مصفوفة تدوير 
“rotation matrix‏ „ 
تختلف مصفوفة تقريب :هم مه00ة:ه: م عن المصفوفة الحيادية ذات العناصر الأربعة غاليًا. هذه 
العناصر الأربعة تكون بالصيغة 

8ه - ررم = Pij = —pji = Sin g Pi;‏ 
لقيمة ما 6 و بعض ز # 1. . 
ومن السهل إثبات رانظر التمرين 8) أنه لأي مصفوفة تدوير فإن المصفوفة 4 تختلف عن ۸ 
فقط فى الأعمدة؛ وء وأن المصفوفة 5,4 تختلف عن 4 فقط فى الصفوف : ود.وعند أي ر ‏ أ 
فإن الزاوية 4 يمكن اختيارها بحيث يكون للضرب ۶۸ عنصر صغري ل :(54). وبالإضافة 
إلى ذلك فإن كل مصفوفة تدوير م هي متعامدة لكون تعريف يؤدي إلى أن 1 = '58. إن 
عملية تحليل م إلى ١م‏ 0/10 = 00م تستخدم الضرب ل1 -: من مصفوفات تقريب لإنشاء 

RD د‎ p٠۰ لاھم‎ 
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نختار فى البداية مصفوفة تقريب ر۲ مع 
p22 = cos02‏ = ررم و sin@2‏ = روم- = ير 


حيث إن 


b2‏ : 1ه 
سک = 0ای و لدم 
2ه + 3ط 2ه + وطلء 


رم = للم 


صفرًا في الموقع (1 ,2)» أي في الصف الثاني والعمود الأول لكون العنصر (1 ,2) في ”42 هو 


cos02 = 


واک کف ی 

aî Jb} + a?‏ + وول 

ولأن عملية الضرب "۶24 تؤْثّر فى كلا الصفين 1 و 2 ل "4 فإن المصفوفة الجديدة لا تحتفظ 

بالضرورة بعناصر صفرية في المواقع (1,7), ...1,4 ),(3 )1١‏ . وعلى أي حال فإن 4 ثلاثية 

الأقطار» وعليه فإن العناصر (1,7) , ...,(1,4) ل "4 يجب أن تكون 0. ويمكن للعنصر (3 ,1) 
فقط الذي فى الصف الأول والعمود الثالث ألا بک صفرًا. 

وتأفتان المصدوقة رز هموما بحيت لاايكون العتصن 1ع ,1ع )صقرا وصيعة الصفوقة ا 


)- sin02)aı + (cos02)b2 = 


a qic, i Os 0 
0 
9 0 
٤ 0 كوه‎ NY Fk-1 1 
ٍ a Bee, a DE 
I TD; 
e a 





وصيغة1 ۲ 
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الصف م ~ | Sk+1‏ 
)16.9( 0 





العو 
حيث يعبر 0 عن أن المصفوفة بأبعاد مناسبة مع عناصرها كلها أصفار. 


يُختار الثابتان 0+1 05© = ايه و +110۸ = ا+عد فى ۲۲+1 بحيث يكون العنصر (۸ 1 + ۸) 
i 0 75 1‏ : ا 
فى +۸ صفرّاء بمعنى أن 0 = بطرم -ع«ربعى . ولأن 1 = ريغ + ,ء؛ فإن حل هذه 








المعادلة هو 
Xk 8‏ 
لے و ا لمح a‏ 
n2 2 (D0‏ 
وإن صيغة ر ب۸ هي +2 + ب Xf‏ + ريط 
fees 0‏ ا a. a‏ 
a e‏ 
Fi ei QS‏ ا و A) = ٠‏ 


eB a Bs 0 





O O ege 9 





RD = AD = 
1 





: 31 EEE 
ers ost ga 7200 
والنصف الآخر من عملية التحليل 01 هو المصفوفة‎ 
OQ = PP}... P; 
لذن تعامدية مصفوفات تقريب تؤدي إلى أن‎ 


PP) 4" = A‏ ...رط) ٠‏ زيم ... إصيم) = للم لثاق 
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إن المصفوفة "0 متعامدة؛ لأن 
1 = (يط ٠١‏ إطيط) ٠‏ (وطيط (Pg‏ = (يط ١‏ زصيم) 'رزم ... بميم) = (OM)' gl‏ 


وبالإضافة إلى ذلك فإن 00 هی مصفوفة ع۲٥‏ ط«ءءو۲-۳8همموں. ولكى ترى لماذا يعد هذا صحيحًا؛ 
يمكنك متابعة الخطوات فى التمرينين (9) و (10). 

ونتيجة لذلك فإن )ن ۸)7 = ۸)2 هي مصفوفة upper-Hessenberg‏ أيضًاء لأن عملية ضرب ن 
من الجهة اليسرى فى المصفوفة المثلثية العليا "۸ لا تؤثر فى عناصر المثلث السفلى. وهذا يؤدي 
إلى أن 4 ثلاثية الأقطار فى الحقيقة؛ لكوننا قد عرفنا أنها متماثلة. 

إن العناصر اللاقطرية لِ ۸ ستكون عمومًا أصغر قيمة من عناصر "4 المقابلة لهاء ولذلك فإن 
A2‏ هى أقرب اك أ تكون مصفوفة قطرية من 4)1. كرر العملية لإنشاء كلم ,للم 

إذا كان للقيم المميزة ل4 قيم مختلفة مع |۸| < ... > |2[ < |:| فإن معدل تقارب العنصر 
م5 إلى الصفر فى المصفوفة ۸٠*١‏ يعتمد على النسبة از ۸+۱۸ . (انظر [55] ) إن معدل 
تقارب ن إلى الصفر يحدد المعدل الذي يتقارب معه العنصر ‏ * )4ه للقيمة / المميزة ر2. لذلك 
فإن معدل التقارب يمكن أن يكون بطيثا إذا كان |ز 1⁄۸ +ر٠|‏ قريبًا من الباب. 

ولتسريع هذا التقارب ؛ فثمة أسلوب تنقل ٥٠۹١ءا‏ 81/08 مُطبّق مماثل لذلك الذي استخدم 
مع طريقة عكس القوة في الفصل 2.9). يُختار الثابت © قريبًا من قيمة مميزة ل 4. وهذا من 
شأنه أن يعدل عملية التحليل في المعادلة (15.9) لاختيار 9 Ry‏ بحيث تكون 


g2 RD 17.9)‏ توق E‏ 
ونتيجة لذلك» فإن المصفوفة "*"4 تعرف لتكون 
o1 (18.9)‏ + فال A+ RID‏ 


ومع هذا التعديل فإن معدل تقارب ٤ط‏ إلى الصفر يعتمد على النسب (© - ز.00)/(© - 1+ر۵| 
. وهذا يمكن أن يؤدي إلى تطوير معنوي مقارنة بمعدل تقارب 1*إم إلى ۸ء إذا ما كانت 0 
قريبة من 1+ ولكنها ليست كذلك بالنسبة إلى . 

نغير هنا 6 عند كل خطوة بحيث عندما تكون ل 4 قيم مميزة مختلفة» فإن 0+1 تتقارب إلى 
0 أسرع من "”ط ولأي عدد صحيح 7 أصغر من #. وعندما تكون "*إط صغيرة بما يكفي» فإننا 
نفترض أن "*» - ,۸ء نحذف السطر والعمود 7 للمصفوفة» ونتقدم بنفس المنهجية لإيجاد 
تقريب إلى 77-1. وتستمر العملية حتى يتحدد التقريب لكل قيمة مميزة. 

إن أسلوب التنقل يُختار عند الخطوة : ثابت التنقل :0» حيث إن :6 هى القيمة المميزة 


(i) (i) 

E | حك‎ bn 
(i) i 

نے او 
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مثال 1 


587 The QR Algorithm 


التي تكون أكثر قربا إلى إه. ويترجم هذا التنقل القيم المميزة ل 4 بالعامل :6. ومع أسلوب 
التنقل هذاء فإن التقارب يكون في العادة تكعيبيًا. (انظر [270 .م ,95] ) تتابع الطريقة هذه 
التنقلات حتى تكون 0 > (1+ثامء ومن ثم إضافة التنقلات إلى )ى لتقريب القيمة المميزة An‏ 
فإذا كان ل 4 قيم مميزة بنفس المقدار فإن !*)م قد يقترب إلى 0 لبعض « # ر بمعدل أسرع 
مما هو عليه +)م. وفي هذه الحالة فإن أسلوب فصل المصفوفة الموضح في المعادلة (14.9) يمكن 
تطبيقه لتقليص المسألة إلى أخرى تتضمن زوجًا من المصفوفات من الرتبة منخفضة. 
لتكن 0 الام a"‏ 310 
او TS LE BF a‏ 
0 للق 0 8 $ 
إن إيجاد معلمة تسريع الانتقال يتطلب إيجاد القيم المميزة ل 
1 3 ل 0 
1 - ليو n‏ 
التي هي 4 = ٠١‏ و 2 = 2/. إن اختيار القيمة المميزة الأكثر قربًا إلى 3 = "ه هو عشوائي 
ونحن نختار 2 = 2/ وننتقل بهذا المقدار. لذا فإن 2= 61 و 


کا 











dı Db" 0 E O 
DB Bm: DÎ 2| 1 
0: BI 0 1 1 
وباستمرا العملية الحسابية نحصل على‎ 


ومن ثم فإن 
2 2 
8 8-8 الإ 
Ord‏ 
وابعد من ذلك» فإن 
عدو ,1 ديو ,ا دده ,0 ده ,1 دي 
ومن ثم فإن 
4 5 2 
RA O U‏ 
د @ 85 


ولحساب 403 لدينا 


22 2 0 2 2 2 2 
a, ED BI Sy Pa يتا داقو‎ a= 
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ومن ثم فإن 


A2 = Rg» م‎ 


دم وإ ه 
وه 


ولقد استكمل تكرارًا واحدًا لطريقة 01. وبما أن 2/2/ = 2م و 2/2/- - 2م غير صغيرتين» 
فإن تكرارًا آخر لطريقة © قد يُنفذ. ونحسب في هذا التكرار القيم المميزة ۷3 4 + ‡ للمصفوفة 


د 1 ]_3 إن شرم 
0 5 2ے p2‏ 


ونختار ۷3 ف - 4 = ٩2‏ القيمة المميزة الأقرب إلى 0 = 2)». ويعطينا استكمال العملية الحسابية 





2.6720277 8 0 
A = | 0.37597448 0 0.030396964 
0 0.030396964 - 0 


فإذا كانت 0.030396964 = ”)م صغيرة بما يكفى فإن التقريب للقيمة المميزة ۸3 هو 
51, والمجموع 0.047559530 - = اره» والانتقالات هي3(/2/. - 1) + 2 = يه + ره 
وبحذف كل من الصف والعمود الثالث نحصل على 
/ 8 2.6720277 1 = 4 
0 0.37597448 


الذي له قيم مميزة 2.7802140 = ر و 1.3654218 = رير. وبإضافة الانتقال نحصل على 
التقريبات 
6 = ر( و 2.9993964 > ۸2 
ولأن القيم المميزة الحقيقية للمصفوفة ۸4 هي 3.00000 ,4.41420 و 1.58579؛ فإن طريقة ٩۴۸‏ 
قد أعطت أربع خانات معنوية دقيقة فى إعادتين فقط. 
تنفذ الخوارزمية (6.9) طريقة 01 
طريقة هه 
لإيجاد القيم المميزة لمصفوفة « ><« ثلاثية الأقطار ومتماثلة 





a e! : 
لايم‎ a : 

ا = 
او 

TO 0 0 ا‎ 


المدخلات: إط ,..., "رط ,0ه ,...,"إه :8 حد سماح 701» أكبر عدد من التكرار 24. 
المخرجات: قيم مميزة ل ۸4 أو توصية بتقسيم 4» أو عبارة تفيد تجاوز أكبر عدد من التكرارات. 
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589 The QR Algoriihm 


ضع 1 =۸ 
0 = 511171 ر انتقال تجميعي) 


ما دام 44 > 6 فنقّذ الخطوات 3 - 19. 
(تختبر الخطوات 3 - 7 النجاح). 


إذا كانت 701.16 > |إط| فضع 8111۴7 + 0إ = ۸ 
الخرجات (۸) 
فضع 2-1 دم 
إذا كانت 701 > |إط| ضع :5711171 + a"‏ = ۸ 
الخرجات (3) 
فضع | م =۸ 
بے - ی 


وعند 7 ,...,2 = ضع 


إذا كانت 0 = م فتوقف. 


إذا كانت 1= ۸ فضع 577173 + ا = ۸ 
الخرجات (0) 
توقف. 
عند 1 - ۸ ,...,3 = زرء 
إذا كانت 701 > |2| 
1 1 6 ار yk)‏ ( 
فإن المخرجات (قسم إلى 1ر6 , ..., 102ر 
للق الأطا رعس ND‏ .لزج ) 
توقف. 


a 


ضع (0)م + 9إى) - = ط ( احسب انتقالا). 


n 1 


E RR. (12 
ده‎ aan = [bf 


هه -2م) d=‏ 
إذا كانت 0 < ط فض (4 + 5)/ع2- = وير 
2 + 0)- = يدر 
وغير ذلك؛ ضع 2/(ط - 4) = رمر 
2c/)d - b(‏ = 2 
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إذا كانت 2 = ضع SHIFT‏ + ري = Aı‏ 
p2 + SHIFT‏ دوذ 


1 = CjYj-1 + Sjdj 
== ريزو‎ + 2 


فإذا كانت 7 7 ل فضع 


7 0 42 5 
(حُسبت ۸ر۶ = ۸ تؤاء و هم = مام.) 


_ (1+م) 

dj = 

(k+1) _ 
Di = 


0j+12j+1 


الخرجات ( تم تجاوز أكبر عدد من التكرارات). 
(العملية كانت ناجحة). 
توقف. 





بالإمكان استخدام عملية مماثلة لإيجاد التقريبات للقيم المميزة لمصفوفة ×اعاةص ۸ × ۸ غير 
متمائلة , حيف فصن المصفوفة أو لمصفوفة 0061-11655600618نا 77 مماثلة مستخدمين خوارزمية 
رر للمصفوفات غير المتماثلة. 
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تفترض عملية 08 التحليلية الصيغة الآتية أولاً 


RID (9.9)‏ دان = HI‏ ع H‏ 
وبعد ذلك يعرف 2 من خلال 

)209 ان تداع د 2 
وتحليله إلى 

H2 - هاي‎ R2 219) 


وتستمر طريقة التحليل في الاتجاه نفسه كما في خوارزمية .QR‏ وتختار المصفوفات بوضع أصفار 
لعناصر مناسبة للمصفوفة › وتُستخدم عملية انتقال شبيهة بتلك التي في طريقة .QR‏ وعلى أي 
حال فإن الانتقال يكون أكثر تعقيدًا إلى حدٌ ما بالنسبة إلى المصفوفات غير المتماثلة؛ لأنه 
قد تظهر قيم مميزة مركبة وبالقيمة نقسها. وإن عملية الانتقال تعدّل الحسابات في المعادلات 
199 «20.9) و (21.9) للحصول على طريقة ۸© مضاعفة 

HO = RAQ + أات- لنالل أذى + نا © ناا[ = 802808 919 = 21 - 810 و أون‎ = ORD 
هی مصفوفات‎ gt, BE حيث إن © و :© عبارة عن متقارنات مركيةء‎ 


, حقيقية‎ 1PPer-Hessenberg 


ويمكن إيجاد طريقة 01 بشرح كامل في أعمال [۷:۱2] «م5منااة/71. وتوجد خوارزميات 
وبرامج مفصلة لهذه الطريقة » وأغلب الطرائق شائعة الاستخدام موجودة في [۷۸]. ونحن 
نوجه القارئ إلى هذه الأعمال فيما إذا لم تعط الطريقة التي نحن بصددها نتائج مرضية. 
ويمكن تطبيق طريقة ۴ بأسلوب ينتج متجهات مميزة وقيمًا مميزة لصغوفة: ولكن 
الخوارزمية 69) لم تصمم لتحقيق ذلك. فإذا وجدت حاجة إلى المتجهات المميزة لصفوفة 
متماثلة وإلى القيم الميزة فإننا نقترح استخدام طريقة معكوس القوة بعد تطبيق الخوارزميتين 
59 و(69) أو استخدام واحدة من أقوى الأساليب المذكورة في 19/11. 





مجموعة التمارين 4.9 EXERCISE SET‏ 
1.طيّق إعادتين لخوارزمية BR‏ على الصفو فات الآتية 


4 ك 2 3 

اع 2 * 24 ب. |2 ۾ | 

5 1- 0 1 2 0 
ا 0 
€ 5 ا 38 | 3 0-1 
4 1 0 0 








0.5 025 0 0 ب‎ 1 0 0 
0.25 08 04 0 1 FE ia 
0 04 06 01٠١و‎ E L-2 
0 0 01 1 0 1 3 
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2طبّق إعادتين لخوارزمية ۴© على المصفوفات الآتية : 


5 1 0 2 بلك‎ O 
1 + 2| نه‎ -1 -1 -2| .| 
922 2 0 -2 3 
5 -1 0 0 0 24-2 O 0 80 
-1 4.5 0.2 0 0 E e i: 
0 0.2 1 -0.4 0 د‎ 02 4 2 0 
0 0 -04 3 1 002 4:2 | 
0 0 0 1 3 OF 8 24 


3.استخدم الخوارزمية ۸ لتحديد - ضمن 10-5 - القيم المميزة جميعها للمصفوفات في 
التمرين (1). 
4. استخدم الخوارزمية 08 لتحديد - ضمن 10-5 - القيم المميزة جميعها للمصفوفات الآتية: 


300 A DTS 
ER a -1 -1 -2 |. 
0-2 28 0 -2 3 


a. OT 3 0 4 26 4‏ 
A. O 0 2 4 200‏ 
0 2 4 2 0 قاض 087 - ii OT‏ 
OAD SC 1 0 0 2 4 2€‏ 
TN O LS 0002 4‏ 
5. استخدم طريقة معكوس القوة لتحديد - ضمن 10-5 - المتجهات المميزة جميعها للمصفوفات 
فى التمرين 1(. 


6. استخدم طريقة معكوس القوة لتحديد - ضمن 10° - المتجهات المميزة جميعها للمصفوفات 
فى التمرين 2). 

cos 6سة-‎ 

sinê cosê 
التي تطبّق على المتجه '(: و ») = × لها أثر هندسي لتدوير × عبر الزاوية 0 دون تغيير‎ 
ا.‎ ٠ قيمتها بالنسبة إلى راا‎ 

ب. أثبت أن قيمة × بالنسبة إلى ١اا |١‏ يمكن أن تتغير من خلال مصفوفة تقريب. 

8. لتكن م مصفوفة تدوير مع 080 = ررم = ,رم و 0« = برم- = ررم لكل : > ز. أثبت أنه لأي 
مصفوفة 4 بحجم ۸ × 7 





5 وم© إذا كان ز ,4+1 

4-7 إذا کان‎ (cos 0)apj + (sin 0)api = ور(ص4)‎ 
q=i إذا کان‎ (cos 0)ap; — (sin 0)apj 

وم© إذا كان ز,أ+# م 

p= 0 وزه(0 ومعء) إذا كان‎ — (sin0)aiq | = (PA)pq 
pet إذا كان‎ (sin 0)ajq + (cos وه(‎ 





9. أثبت أن حاصل ضرب مصفوفة مثلثية عليا ( من اليسار) فق مصفوفة upper-Hessenberg‏ ينتج 
مصفوفة .upper-Hessenber‏ 
0. لتمثل :2 مصفوفة تدوير بالصيغة المعطاة فى المعادلة (16.9): 
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أ. أثبت أنه غالبًا ما تختلف 7:75 عن مصفوفة مثلثية عليا فى الموقعين (2,1) و (2 ,3) فقط. 
ب. افترض أنه غالبا ما تختلف بم ... //م عن مصفوفة مثلثية عليا في المواقع 
(1 - ۸,۸ ),...2 ,2,1(,)3) فقط. أثبت أنه غالبًا ما تختلف ۶)٨,‏ ...2/5 عن مصفوفة مثلثية 
عليا فقط في المواقع 1,9 +£),(1 -6,/4 ),...,2 ,1)3 ,2). 
. أثبت أن المصفوفة ۶ ۲۰۰۰ يم هي .upper Hessenberg.‏ 
5.11 تتضح طريقة جاكوبي method‏ 'أطامءدل لمصفوفة متماثلة 4 عمومًا من خلال 
PIAIP} ¢ A = A‏ ديم Aiı = PAP} g‏ 
تتجه المصفوفة 4٠٠١‏ إلى مصفوفة قطرية » إذ تختار مصفوفة تدوير لتقليص عنصر لاقطري كبير 
في 4. افترض أن »× و »“ قد ضعا في اتجاه الصفرء حيث + # ز. فإذا كان بره 6 رره فإن 
€ 


1 
PN); = (PJ) = [= (1+ ی‎ 
(FDjj = (Rek 2)8( رر‎ 1/62 + 2 


b 
: 0+ م )چ‎ 


(P;)kj =‏ 
حيث إن 

(بيه - 2ajrSEn(ajj‏ دعو اعره - b = | ajj‏ 
أو إذا كان > = رره فإن 


(Pj = (P0 = ¥‏ ول = (P(e‏ - د ررره) 


طور خوارزمية لتنفيذ طريقة جاكوبي من خلال وضع 0 = ,ره» وبعد ذلك ضع 
dn n-1‏ ,1,۰۰۰ و بعء٠,443‏ ,442 :441 ,0432 d31,‏ 
لتكون بدورها صفرًا. ويكرّر هذا حتى تحسب الصفوفة 4 مع 
laf‏ 


1 7 
صغيرة بما يكفي. ويمكن تقريب القيم المميزة د من خلال العناصر القطرية لعة. 
2 كرّر التمرين (3) مستخدمًا طريقة جاكوبي. 
13 .في المثال الذي تصدر هذا الفصل» يجب ع1 النظام الخطي p)Aw/م(0.04—‏ = 
بالنسبة إلى «او2. 
ولتقريب القيم المميزة +3 لنظام اهنا" Sun‏ : 
أ.أوجد القيم المميزة الأربع جميعها 4 ٠٠...‏ للمصفوفة 


O 2‏ 2-7 
2 1ت 0 0 
ضمن 10-5. 
ب . قرب القيم المميزة 1,...,4\ للنظام بدلالة PP‏ 
4 . المصفوفة ا اقطان 
بجع ع جو O‏ = 
به 1-20 a.‏ 
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داخلة ضمن طريقة الفرق الأمامي لحل معادلة الحرارة. «انظر الفصل 2.12 ولاستقرا 
الطريقة فإننا نحتاج إلى 1 > (4)م. SS‏ 11 ديب قرب القيم المميزة E‏ 


a=} 1‏ 2 ج وده 
متى تكون الطريقة مستقرة؟ 
15 القيم المميزة للمصفوفة 4 فى التمرين 14) هى 


2د 
() 1-46 = بد عقن 1 =۸ ا 


=} 


2m 






ناقشنا في هذا الباب تقريب القيم المميزة والمتجهات المميزة. وإن دوائر Geršgorin Circles‏ تعطي 
تقريبًا خشنًا لوقع القيم المميزة لصفوفة. ويمكن استخدام طريقة القوة لإيجاد القيمة المميزة المهيمنة 
وامتجه المميز المقابل لها لمصفوفة 4. فإذا كانت ۸ متماثلة فإن طريقة القوة المتماثلة تعطي تقاريًا 
أسرع للقيمة للميزة المهيمنة والمتجه الميز القابل لها. ستحدد طريقة القوة المتماثلة القيمة المميزة 
الأقرب إلى القيمة المعطاة والمتجه المميز المقابل لها. وتستخدم هذه الطريقة غالبًا في تنقية تقريب 
القيمة المميزة التى وُجدت بأساليب أخرى. 

تعطى طرائق الانكماش» مثل «هننه00ل ؛دمداء8 قيمًا مميزة أخرى فى حال معرفة القيمة المميزة 
المهيمنة. وتُستخدم هذه الطرائق في حال كون المطلوب هو عددًا قليلًا فقط من القيم المميزة؛ لكونها 
معرضة لخطأ تقريب. ويجب استخدام طريقة معكوس القوة لتحسين دقة تقريب القيم الميزة 
المستخرجة بأسلوب الانكماش. 

وتُستخدم الطرائق المستندة إلى تحويلات التشابه» مثل طريقة هاوسهولدر Householder‏ في 
قلب المصفوفة المتماثلة إلى مصفوفة مماثلة ثلاثية الأقطار ( أو إلى upper-Hessenberg‏ إذا لم تكن 
المصفوفة متماثلة). ويمكن عندئذٍ تطبيق أساليب مثل طريقة 0# على مصفوفة ثلاثية الأقطار (أو 
)upper-Hessenberg‏ لإيجاد تقريبات للقيم المميزة جميعها. ويمكن إيجاد المتجهات المميزة المقابلة 
لها باستخدام طريقة التكرار» مثل طريقة معكوس القوة أو بتعديل طريقة 0۸ لتتضمن تقرب 
التجهات المميزة. لقد اقتصرت دراستنا على المصفوفات المتماثلة وعرضنا طريقة 0# فقط عند حساب 
القيم المميزة لحالة التماثل. 

وتستقد البرمجيات في مكتبات .18151 و 286 إلى تلك التي ضمن الحزم 81524016 و LAPACK‏ 
والتي تُوقشت في الفصل 4.1). وتحول البرمجيات المصفوفة إلى صيغة مناسبة لطريقة 0۸ أو أحد 
تعديلاتها مثل طريقة -1©. وتقرب البرمجيات للقيم المميزة جميعهاء ويمكنها تقريب المتجه المميز 
لكل قيمة مميزة. وهناك برمجيات خاصة لإيجاد للقيم المميزة جميعها ضمن فترة أو منطقة معينة 
أو هناك قيمة مميزة أكبر أو أصغر. والبرمجيات متاحة أيضًا لتحديد دقة تقريب القيمة المميزة 
وحساسية العملية تجاه خطأ تقريب. 

إن برنامج 508841 عمناده: 54016ى.1 يهيئ مصفوفة غير متماثلة حقيقية 4 لعمليات أخرى. 
إنه يحاول استخدام مصفوفات التباديل لتحويل 4 إلى صيغة قاطع مثلثي علوي مماثل. وتستخدم 
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تحويلات التشابه لموازنة الصفوف والأعمدة في معيار. ويمكن عندئذ استخدام البرنامج 5051120 
لقلب 4 إلى مصفوفة 65-11655605658مما مماثلة .١‏ وتتقلص المصفوفة لط بعدئذ ذ عبر 5115801 
إلى صيغة تناداء5 وهي “2575 حيث 5 متعامدة ويتضمّن من قطر 7 القيم المميزة ا ويمكن عندئذ 
استخدام 57 لإيجاد المتجهات المميزة المقابلة. 

يستخدم البرنامج 55/78 عمناداه: )14۶4 لتقليص مصفوفة متماثلة حقيقية 4 لصفوفة مثلثية 
مماثلة عبر طريقة هاوسهولدر Householder’s‏ . ويستخدم البرنامج SSR‏ خوارزمية 08 المتنقلة 
ذاتيًا لإيجاد للقيم المميزة جميعها والمتجهات المميزة ل 4. 
تعطي البرمجية IMSL subroutine EVLRG‏ القيم المميزة كلها ل 4 بترتيب متصاعد للقيم » وهذه 
البرمجية توازن اول المصفوفة 4 باستخدام نسخة معدلة من برنامج EISPACK routine BALANC‏ 
بحيث تكون مجاميع قيم العناصر في كل صف وفي كل عمود متساوية تقريبًا» ويؤدي هذا إلى استقرار 
أكثر للعمليات الحسابية الآتية. 

وأخيرًا ينفذ E۷1۸6‏ تحويلات التشابه» كما فى طريقة هاوسهولدر لتقليص 4 إلى مصفوفة 
upper-Hessenberg‏ مماثلة. هذا الفقرة مماثل لبرمجية 0171185 .EISPACK subroutine‏ 
وأخيرًا فإن خوارزمية ®© المتنقلة تنفذ لإيجاد للقيم المميزة جميعها. ركذ الفقرة مماثل للبرمجية 
HQR‏ في .EIS-PACK‏ البرمجية IMSL subroutine EVCRG‏ هي نفس نفس البرمجية EVLRG‏ إلا 
أنه قد حُسبت المتجهات الميزة المقابلة. وإن البرمجية 8۷15۴ تحسب القيم الميزة لمصفوفة 
متماثلة حقيقية 4. وتتقلص المصفوفة 4 اول إلى صيغة ثلاثية الأقطار باستخدام تعديل برنامج 
routine TRED2‏ 51528016 الذي هو انحراف عن طريقة 2016 وتسمى طريقة Q٣‏ الضمنية. 
البرمجية 817/057 هى نفسها البرمجية E۷18۴‏ إلا أن المتجهات الميزة المقابلة تحسّب أيضًا. 
وأخيرًا EVLRH‏ و EVCRH‏ يحسبان للقيم المميزة جميعها لمصفوفة A upper-Hessenberg‏ 
بالإضافة إلى أن 817701811 تحسب المتجهات المميزة. وتستند هذه البرمجيات إلى البرجيات 
18 و 11082 على التوالي» في 51584016 إن مكتبة 71860 فيها برمجيات مماثلة تستند إلى 
برنامج . .EISPACK‏ وتحسب البرمجية 150281817 القيم المميزة لمصفوفة حقيقية المتجهات المميزة 
اختياريًا. ويجب أن تتوازن المصفوفة أولاً» ثم تتقلص إلى صيغة 61-11655605658م0لا لطريقة Q٩۴‏ 
فإذا كان المطلوب هو القيم المميزة فقط فإن الخوارزمية تستخدم طريقة QR‏ 116556075618 لحساب 
القيم الميزة وإذا كان المطلوب أيضًا حساب المتجهات المميزة» فعندئذٍ يُستخدم تحليل عناطه5. 

تستخدم البرمجية 7025817 على مصفوفة متماثلة حقيقية لحساب القيم ا مميزة بترتيب تصاعدي 

بالنسبة ۳ القيم؛ وكذلك حساب المتجهات الميزة اختياريًا. تقلص البرمجية المصفوفة أولاً إلى 
صيغة ثلاثية الأقطار مستخدمة طريقة هاوسهولدر إملاهطموںه1[. وتحسّب بعدئذ ذٍ القيم المميزة 
باستخدام تحريف لخوارزمية Q۴‏ ثلاثية الأقطار المتماثلة. تنفذ البرمجية ۴08۴۴۴ خوارزمية 
هاوسهولدر :0106طء5دا1810 مباشرة لمصفوفة متماثلة لإعطاء مصفوفة متماثلة ثلاثية الأقطار مماثلة. 
تتوفر البرامج أيضًا في مكتبة 7186 لوازنة مصفوفة حقيقية موازنة مباشرة» واستعادة المتجهات 
المميزة إذا توازنت المصفوفة اول ومن ثم تنفيذ عمليات أخرى على أنواع خاصة من المصفوفات. 

إن عمليتي Maple‏ )ues)AاenvaوEi‏ تحسبان القيم المميزة ل ۸ بموازنتها أولّا» ثم تحويلها إلى 
صيغة ع1ءطمء5و1-11ءمم11» بعدئذٍ تطبّق طريقة 015 لإيجاد للقيم المميزة جميعها والمتجهات المميزة. 
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وتستخدم صيغة ثلاثية الأقطار» كما في الخوارزمية (6.9) في مصفوفة متماثلة. 

إن عمليتي A‏ 9 تحسبان القيم المميزة ل ۸» وكذلك حساب المتجهات المميزة 
اختياريًا من خلال استخدام البرنامج 815846016. وإنها تستخدم 8۸1۸4۸0 لوازنة المصفوفة» 
وإن عملية وام في 181-88 تحسب القيم لتحويل المصفوفة إلى هسنبرج العليا (Hessenberg)‏ 
أي أن وأه eامMa‏ خطأء ويجب وضع واه في MATLAB‏ و منها. وفي النهاية يُستخدم 
برنامج 10۸2 المعدل لإيجاد القيم الميزة» وكذلك حساب المتجهات المميزة اختياريًا لمصفوفة 
upper-Hessenberg‏ حقيقية بطريقة @@. ل 11471.51 عملية كوه أيضاء ويحسب عددًا مختارًا 
من القيم المميزة والمتجهات المميزة. وإن عملية دواع تستند إلى طريقة 120101 التي تتضمن إعادة 
البدء من قبل [50] «5016056. ويستند البرنامج ضمن ARPACK‏ لحل مسائل كثيرة التفرع للقيم 
المميزة إلى طريقة 8500141 التي تتضمن د ن إعادة البدء أيضًا . إن الطريقة هذه هي طريقة الفضاء الجزئي 
Krylov subspace‏ التي تعطي متتالية الفضاءات الجزئية ع30م5طنا5 216711017 وتتقارب إلى فضاء 
جزئي يتضمن القيم المميزة. 

إن كتابي Wilkinson [W¡12]‏ و Wilkinson and Reinsch [WR]‏ تقليديان فى دراسة مسائل القيمة 
المميزة. إن [5]602] 2۲ء8 هو مصدر جيد أيضًا لمعلومات حول المسألة العامة وإن [عة] ءاعد 
يأخذ فى الحسبان مسألة التماثل. وإن دراسة مسألة اللاتماثل يمكن إيجادها فى [581] 5320. 






- 


الحلول العددية لأنظمة المعادلات غير الخطية 


Numerical Solutions of 
Nonlinear Systems of Equations 
مقدمة‎ 

يمكن التنبؤ بمقدار الضغط اللازم لإغراق جسم كبير ثقيل في تربة طرية متجانسة واقعة فوق 
أرض ذات قاعدة صلبة من خلال مقدار الضغط اللازم لإغراق أجسام أصغر في التربة نفسها. 
وعلى نحو خاص فإن مقدار الضغط 7 اللازم لإغراق صفيحة دائرية نصف قطرها + لمسافة 4 في 
أرض طرية» حيث يمكن تقدير أرض القاعدة الصلبة التي تقع على مسافة 4 < 2 تحت السطح 
بمعادلة على الصيغة 

p = ke?" + kyr 


حيث K٠, K2‏ و43 ثوابت تعتمد على 4 وعلى تجانس التربة» وليس على نصف قطر الصفيحة. 
ولتحديد أصغر حجم لقرص قابل لتحمل ثقل كبير؛ فقد أغرقت ثلاثة أقراص ذوات أنصاف 
أقطار مختلفة إلى المسافة نفسهاء وسجّلت الأثقال (الأحمال) المطلوبة لهذا الإغراق كما هو مبين 
في شكل المرافق. 
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إن هذا ينتج المعادلات غير الخطية الآتية: 
k3rı‏ + ميم = mı‏ 
ومو + 2 ma = ke‏ 
دوع + 2"3 m; = ke‏ 
فى المجاهيل الثلاثة ۸ ,د و .K‏ وعادة ما يكون هناك حاجة إلى طرائق عددية لتقرب حل 
أنظمة المعادلات عندما تكون المعادلات غير خطية. ويعالج التمرين (12) في الفصل (2.10 تطبيقًا 
من النوع الموصوف هنا. 
إن حل النظام من المعادلات الخطية هو مشكلة يجب تجنبها ما أمكن» وعادة ما يحدث ذلك 
بتقريب النظام غير الخطي بنظام معادلات خطي. وعندما يكون ذلك غير مرضٍ» يجب ب مجابهة 
المشكلة مباشرة. إن الطريقة الأكثر مباشرة تكون بتكييف طرائق من الفصل الثاني تقب حلول 
معادلة غير خطية واحدة بمتغير واحد» وتطبّق عندما نواجه مسألة متجه يحتوي على المتغيرات 
كلها بدلا من المسألة ذات المتغير الواحد. 
إن الأداة الرئيسة في الفصل الثاني كانت طريقة نيوتن» وهي طريقة عادة ما تكون متقاربة 
تربيعيًا. وإن هذه أول طريقة نعدها لحل أنظمة معادلات غير خطية. وإن طريقة نيوتن عند 
تعديلها لأنظمة المعادلات مكلفة بالتطبيق» ولذلك سنصف في الفصل (3.10) كيف يمكن استخدام 
تعديل طريقة القاطع 0 58630 للحصول على تقريبات بطريقة ابل مع خسارة في 
سرعة التقارب المذهلة التي تتصف بها طريقة نيوتن. 
ويصف الفصل (4.10) طريقة التناقص الأشد انحدارًا .Steepest Descent‏ وإن هذه الطريقة 
متقاربة خطيًا فقط ولكنها لا تتطلب البدء بالتقريبات الدقيقة اللازمة للطرائق الأسرع في 
التقارب. وغالبًا ما تستخد تستخدم لإيجاد تقريب ابتدائي لكر نيوتن أو أي من تعديلاتها. 
نعطي في الفصل (5.10) مقدمة لطرائق الاتصال التي تستخدم الوسيط (براميتر) للانتقال من 
مسألة قابلة للحلٌ بسهولة إلى حل للمسألة الأصلية غير الخطية. 
لقد حُذفت معظم براهين النتائج مبرهنة؛ لأنها تستخدم طرائق تدرّس عادة في حساب التفاضل 
والتكامل المتقدم. وإن أحد المراجع الجيدة العامة لهذه المادة هو كتاب أورتيغا (01698) بعنوان 
.Numerical Analysis—A Second Course [Or2]. A‏ 
وهناك مرجع آخر أشمل وهو 10۴1. 





النقاط الثابتة للدوال بمتغيرات متعددة 
Fixed Points for Functions of Several variables‏ 
يكون نظام المعادلات غير الخطية على الصيغة 

fifi X2... xa) > 0 


f(x1, ...بقع‎ xn) = 0 


fn(x1, ياروم‎ Xa) = 0 (1.10) 
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شكل 1.10 


f(xy X2)‏ = ج 


z= f(xy x2) 


f(xy x) =0 و‎ f(t. 32) > 0 





حيث يمكن النظر إلى كل دالة تر على أنها تطبيق (و5امم08) المتجه '(مند x2,...,‏ ,رx)‏ = × 
في الفضاء "۴ ذي « بعدًا إلى الخط الحقيقي ۸. ويعطي شكل (1.10) تمثيلاً هندسيًا لنظام غير 
خطى عندما 2 = ۸. 
يمكن تمثيل هذا النظام المكوؤن من 7 من المعادلات غير الخطية في ۸ من المجاهيل» عن طريق 
تعريف ۴ ليتطبيق "8 إلى "18 كما يلي 


“(لبزة Sacer Si Ree‏ ومس رق ةمول Fal‏ ومدموقد KAS RI‏ يفيه رزلا 


إذا ما استخدمنا التعبير المتجهي لتمثيل المتغيرات «231,2,...,3 فإن النظام (1.10) يأخذ 
الصيغة 


F(x) = 0 2.10) 


وإن الدوال «1--.,1/2 :1/1 هى دوال إحداثيات „(Coordinate functions) F‏ 
مثال ٠‏ يمكن وضع النظام غير الخطي 3 ×3 
1 
3x1 - cOS(x2x3) - 2 =0‏ 


x2 - 81(x2 + 0.1) + sin x + 1.06 = 0 
-ع10‎ 3 57 





€ *12 + 20x3 + 


على صيغة المعادلة (2.10) عن طريق تعريف دوال الإحداثيات 1/ ,19 و 15 من إلى 14 كالآتي : 


1 
fi(x1, x2, x3) = 3x1 - cos(x2x3) - 2 


(xı, x2, x3) = x? - 81(x2 + 0.1) + sin x3 + 1.06 
10-3 





Jf3(x1, x2, x3) = e >52 + 20x3 + 
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تعريف 1.10 


تعريف 2.10 
إن تعريفات الاتصال للدوال 
بمتغيرات عددها 7 تنبع من تلك 
الدوال بمتغير واحد عن طريق 
استخدام القياس بدلا من القيمة 
المطلقة حيثما كان ذلك ضروريًا. 


وبعد تعريف ۴ من R7‏ ج 8 بواسطة 
F(x) = F(x, x2, x3)‏ 
X3), f2(x1, x2, X3), f3(x1, x2, 3))‏ رود (f(x,‏ = 


1 
>= 6 - (ودو2)ومه‎ - 27 - - 81)x2 + 0.1) + sin x3 + 1.06 


10-3“ 
e *1*2 + 20x3 + 0 ) 





لا 
قبل مناقشة حل نظام مُعطى بصيغة المعادلة (1.10) أو المعادلة (2.10) نحتاج إلى بعض النتائج 
حول الاتصال وقابلية الاشتقاق لدوال من ”18 إلى "18. 

وعلى الرغم من أنه يمكن عرض هذه الدراسة مباشرة (انظر التمرين 12)» نستخدم طريقة بديلة 
تسمح لنا بعرض المفاهيم مبرهنة الأصعب حول النهايات والاتصال بدلالة الدوال من "۸ إلى ۸. 


لتكن ”18 > 2 » ولتكن 18 > 2ج/ دالة. نقول: إن ,7 نهاية الدالة f‏ عند م× ونكتب 
i =L‏ 

إذا كان لأي 0 < ع يوجد عدد 0 < 6 بحيث إن 
ع > L|‏ - (8)ر| 

كلما كان م €٤‏ × و 

5 > |امد -|| > 0 . 
إن وجود النهاية مستقل عن القياس المستخدم» كما بُحث في الفصل (1.7). ويمكن استخدام 
أي قياس مناسب ليحقق الشرط فى هذا تعريف. وإن قيمة 8 المنتهة تعتمد على القياس الذي 
اختير» ولكن وجود 8 مستقل عن القياس. ومع إمكانية استخدام قياسات متعددة فإن الاتصال 
مستقل عن اختيار أي قياس منته. 
لتكن م دالة من مجموعة ”18 > 2 إلى . نقول: إن f‏ متصلة على © × إذا كان (×) f‏ مدممسنا 
موجودة 
وكان im f) = f(xo)‏ 


وبالإضافة إلى ذلك تكون / متصلة على مجموعة 7 إذا كانت f‏ متصلة على كل نقطة فى 2. 
ويُعبّر عن هذا المفهوم بكتابة (2)© © /. - 

والآن يمكننا تعريف مفاهيم النهاية والاتصال للدوال من ”1 إلى "۸ بافتراض دوال 
الإحداثيات من ”8 إلى .R‏ 


0 النقاط الثابتة للدوال بمتغيرات متعددة 


تعريف 3.10 


مبرهنة 4.10 


تعريف 5.10 


مبرهنة 610 


Fixed Points for Functions of Several variables 


لیکن ۴ دالة من "۴ > 2 إلى ”۸ على الصيغة 

F(x) = (fi(x), f(x),..., fn(x)) 
حيث :1 تطبيق من ”1 إلى ۸ لكل 1. نعرف‎ 

lim F(x) = L= (Lı, L2,..., L,)' 

x Xo 

إذا وفقط إذا كان :1 = (8)ث/ مدبيهنا لكل .۸ ,...,2 ,1 = 2, 2 
الدالة ۴ متصلة على 2 © × إذا كان (×)۴ »نا موجودة و(0<) = (×)۴ مدبءتهذاوبالإضافة 
إلى ذلك فإن ۴ . متصلة على 2 إذا كانت ۴ متصلا على كل × في 2. ويعبّر عن هذا المفهوم 
بكتابة ()0 » ۴. 
للدوال من 18 إلى 18 يمكن غالبًا برهنة الاتصال ببرهنة أن الدالة قابلة للاشتقاق. (انظر مبرهنة 
1. وعلى الرغم من أن هذه مبرهنة تعمم لدوال في عدة متغيرات» فإن المشتقة (أو المشتقة 
الكلية) لدالة فى عدة متغيرات معقدة ولا تناقش هنا. وبدلا من ذلك نعطى هذه مبرهنة التى 
تربط اتصال دالة فى عدة متغيرات ۸ على نقطة بالمشتقات الجزئية لتلك الدالة على تلك النقطة. 


لتكن أ دالة من "۴ > 2 إلى 18 و 2 > «×. إذا وجدت المشتقات الجزئية جميعها للدالة ⁄ 
ووجدت 0 < 6 و0 < × بحيث كلما كان 5 > |0 -×ا| و2 © × حصلنا على 
f(x)‏ 


ع > | ك]| لكل ۸ ,...,1,2 j=‏ 
0x;‏ 
عندها ل متصلة على 0×. . 
لقد تطوّرت فى الباب 2 عملية إرجاعية لحل المعادلة 0 = (×)/ عن طريق تحويل المعادلة 


أولّا إلى صيغة النقطة الثابتة (×)ع = ×. سنناقش طريقة مماثلة للدوال من ”18 إلى 1. 








للدالة © من "۴ © 2 إلى ”18 نقطة ثابتة عند 2 © ۴ إذا كان ه = (5)©, .- 
وتعمم مبرهنة الآتية مبرهنة النقطة الثابتة 0مزدم 4عمرة) (3.2) للحالة ذات الأبعاد #. وإن هذه 
مبرهنة حالة خاصة من مبرهنة التطبيق التة )Contraction Mapping Theorem)‏ ويوجد 
برهانها فى [153 .م ,0۲2]. 


لتكن (:5 > بد > نه | '(بند ,...,2* ,1نا)- 2 وكل ۸ ,...,2 ,1 = :] لمجموعة من الثوابت 
n‏ ,2,۰۰۰ ,1 و برط ,...,2 ,251 افترض 6 دالة متصلة من ”18 © ( إلى ”18 ومحققة للخاصية 
2 »© (٭)6 كلما 2 © *. عندئذ يكون للدالة © نقطة ثابتة فى 2. 

وبالإضافة إلى ذلك افترض أن مركبات © الدّالية جميعها لها مشتقات جزئية متصلة» ويوجد 
ثابت أن 1 > × بالخاصية 
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مثال 2 


ْ 5 يا حيثما 2 © * 
7 الوك 
لكل ” ,...,1,2 = ل وكل مركبة دالية :8 عندئذ تكون المتتالية م.8)©2(7) المعرّفة بأي نقطة 
عشوائية × فى 7 والناتجة عن 
' (« كوج = ۳× لكل 1 < »۸ 


متقاربة إلى نقطة ثابتة ‏ © 8 ويكون 





(k) _ K* )1( _ 0 
راو دقو‎ > TET "ا‎ 3.10 


افترض النظام غير الخطي من المثال 1) المعطى كالآتي: 


1 
3x - cos(x2x3) - 8 50 


x? — 81(x2 + 0.1(2 + وده‎ + 1.06 = 0 
10 — 3 
=0 





e7 *1*2 + 20x3 + 


إذا خُلّت المعادلة ‏ للمجهول ×» فإن النظام يتحول إلى مسألة النقطة الثابتة 





E ee‏ کا 
8 2۸3 3 . 
1 
x= gî * sin x3 + 1.06 - 0.1 4.10‏ 
OE‏ ا 
60 0 2 


افترض أن ۸7 ج ۸ : © معرّف بالصيغة '((×)دع ,...,(×)2ع ,(×)1ع) = (×)6» حيث 





X1, x: = 1 1 
)1م‎ 1, X2, X3) = = (ودوداومه‎ 
X1, xX: = 1 f2 
,دايع‎ x2, X3) = =x + sin x3 + 1. 1 
X1, x = 1 1071-3 
,)ودع‎ X2, 2م - = (وند‎ 


ستستخدم النظريتان (4.10) و (6.10) لبرهنة أن © له نقطة ثابتة وحيدة في 
D =(xı, x2, x3) |-1 < xı < 1}‏ لكل 1,2,3)-<ة 


لكل '(× ,و« ,×) =× فى 1 


ك 
6 


0 
بند)يع|‎ x2, x3)| = | + sin x + 1.06 - 0.1 


1 
|lgı(xı, x2, x3)| > 2 cos(x2x3)| + 0.50 


1 
,0.09 > 0.1 -1.06 + 1 صنو + 1/1 9 5 
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102-33 1 | 10-33 و‎ 
< =e 

1 م و 

لذلك 1 > (5« ,2× ,»)نم > 1- لكل 1,2,3 = 2 وهكذا 2 »© (×)6 حيثما 2 € ×. 


إن إيجاد محدود للمشتقات الجزئية على 7 يعطى 








+ سے ا = x2, x3)|‏ ,نت)وع| 
20 ا 
































م |81 382 83 
- 1د 2 Qx2‏ 5 ود 
وكذلك 
a 1 3‏ 
sin x2x3| = 3 sin1 < 0.281‏ ااا > 0 
1 1 8 
1 > ار = sin x2x3|‏ ١2ا3‏ ك 5 
8 
8 > < اا = 2 
9x? + sinx3 + 1.06 9 8‏ 34 
Ag2|_ __ |cosx|‏ 
0.119 < _ ا کے 
x3 18x? + sin x3 + E 18 0.218‏ 
ل ے و اعا _ | دی 
2-0 ہے لنت 
axl 20° 20° ˆ‏ 
ا 5 
4 >م- > اا ت 
و 20° 20° a)‏ 








بما أن المشتقات الجزثية للدوال 82 51١‏ و83 منتهية على 2؛ فإن مبرهنة (4.10) تضمن أن 
هذه الدوال متصلة على 2. ووفقًا لذلك؛ فإن © متصلة على 2. وبالإضافة إلى ذلك» فإن لكل 

xeD 
> 1 





ا لكل:1-3,3,3 و :21:23 ل 

تحقق يتحقق الشرط في الفقرة الثاني من مبرهنة (6.10) بالقيمة 0.843 = (3)0.281 = 
وبالطرفة ها ہکن برهنة أن 35/8 تمل على 2 اکل د ,1,2 = 1,2,39 = ز. القد 
افثرض هذا في التمرين 3). ووفقًا لذلك» يوجد ل © نقطة ثابتة وحيدة في 0 ويوجد للنظام 
غير غير الخطي حل في 2. 
انظر أن امتلاك © نقطة ثابتة في 2 لا يتضمّن أن حل النظام الأصلي وحيد على هذا المجال؛ 
لأن حلّ المجهول 2× فى المعادلة (4.10) قد احتوى على اختيار الجذر التربيعى الموجب. إن 
التمرين 6(7 يفحص الحآلة التى تحدث إذا اختير الجذر التربيعى السالب ف الخطوة» 
بدلا من ذلك. 1 1 ١‏ 
لإيجاد تقريب للنقطة الثابتة 8؛ نختار '(0.1- ,0.1 ,0.1) = .x®‏ 
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جدول 1.10 


إن متتالية المتجهات الناتجة عن 





3 لف نم‎ 1 
xX جه‎ x r 

1 3 2 3 6 

A ل‎ DNs لصا‎ 
Xx = 9 X1 + sin x; + 1.06 - 0.1 
E 1 ی کے‎ 2 1022-3 

3 20 60 


تتقارب إلى الحلّ الوحيد للمعادلة (4.10). لقد نتجت النتائج في جدول 1.10) حتى تحقق 


k1 |. < 10-5‏ _ ممم 


|» - x | 3 3 × 0 
- 00 0.10000000 0.10000000 0 

0.423 -= 7 0.00944115 0.4999833 1 

9.4 x 1073 —-= 1 0.00002557 0.49999593 7 
2310-4 —-= 4 0.00001234 0.50000000 3 
L103 - 7 0.00000003 0.50000000 4 
a o -- 7 0.00000002 0.50000000 5 


إن استخدام حد الخطأ (3.10) بالقيمة 0.843 = × يعطي 


5 
1.15 < رودم ا > مامد Ix‏ 
التى لا تشير إلى الدقة الحقيقية ل × بسبب التقريب الابتدائى غير الدقيق. 


إن الحل الفعلي هو 
'(0.5235987757 - ,0 ,0.5) عه )2 -,0 ,0.5( p=‏ 
ولذلك فالخطأ الحقيقي هو 
2x 10-5‏ > مام د x‏ 
إن إحدى الطرائق لتسريع تقارب عملية النقطة الثابتة الإرجاعية تكون باستخدام e‏ 
من "× ,...," × في حساب × كما في طريقة جاوس - سيدل للأنظمة الخطية» ثم 
تصبح معادلات المركبات 


1 5 35 
= ( ا 0 605 





XxX = 6‏ 
106-01 + لكل وو + )®( 1 ما 
sinxy + 1.06- 0.‏ + 2 
0-3 _ كم 8 بير 
60 20 


وبأخذ '(0.1- ,0.1 ,0.1) = × تعرض نتائج هذه الحسابات في جدول 2.10. 














جدول 2.10 


0 النقاط الثابتة للدوال بمتغيرات متعددة Newton's Method‏ 
k‏ 0« في ع || )1 xk‏ = | 
0 0.10000000 0.10000000 0.10000000 — 
1 0.4999833 0.0222979 3 -- 0.423 
2 0.49997747 0.00002815 7 =-- 2240 
3 0.50000000 0.00000004 7 - 10-5 × 2.8 
41 0.50000000 0.00000000 0-7- ا SEX‏ 


إن نتيجة خطوة التراجع “× دقيقة ضمن 10-7 في المعيار .-/» ولذلك فإن التقارب لهذه المسألة 
قد تسارع باستخدام طريقة جاوس - سيدل. وعلى كل حال فإن هذه الطريقة لا تؤدي دائمًا إلى 
تسارع التقارب. لا 
يعطي مابل هام۷ الدالة ©لادة؛ لحل أنظمة معادلات. ويمكن حلٌ مسألة النقطة الثابتة في 
مثال 2) بالأوامر الآتية : 
>g1:=x1=(2*cos(X2*X3)+1)/6:‏ 
>92:=x2=sqrt(x1^2+sin(x3)+1.06)/9-0.1:‏ 
>93:=X3=-(3*eXp(-x1*X2)+10*Pi-3)/60:‏ 
>fsolve({91,92,93},{X1,X2,X3},{X1=-1..1,X2=-1..1,X3=-1..1(;‏ 
إن الأوامر الثلاثة الأولى تعرّف النظام» والأمر الأخير يدخل العملية ©18017. الجواب الناتج 
هو 10-19 2102454409. - = 2عر ,5000000000. = {x3 = - .5235987758, x1‏ 
وعمومًا fsolve(eqns,vars,options)‏ يح نظام المعادلات الممثل بالوسيط ٠۹١‏ للمتغيرات 
الممثّلة بالوسيط 78:5 تحت الوسيطات الاختيارية الممثلة ب 41008م20» وتحت 98 نحدّد 
منطقة يطلب فيها من البرنامج أن يبحث عن حل وإن هذا التحديد ليس إلزاميا» وإن Maple‏ 
يحدد فضاء البحث الخاص بها إذا خذفت الخيارات 1505مه. 





مجموعة التمارين 1.10 


EXERCISE SET 
برهن أن الدالة ۴ ج 8 : ۴ المعرّفة بالصيغة‎ .1 
F(x, x2, x3) = (x1 + 2x3, X1 COS X2, X2 + x3)’ 

متصلة على كل نقطة فى . 
2. أعط مثا لدالة ۴ ج 7 : ۴ تكون متصلة على كل نقطة فى 8 ما عدا 1,0). 
3. برهن أن المشتقات الجزئية الأولى فى مثال 2) متصلة على م 
4. للنظام اللاخطي 18 = ×2 + (1 + 2 

(xı - 1(2 + )×2 - 6( = 5‏ 
حلان. 
أ. قرّب الحلين بالتطبيق. 
ب. استخدم التقريبات من الفقرة (أ) بوصفها تقريبات ابتدائية لعملية إرجاعية لدالة مناسبة» 
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وحدّد الحلول ضمن 10-5 في معيار -ا. 
5. يمكن تحويل النظام غير الخطي 


x? - 10x + x7+ 8= 0 
RDF xı ¬ 10x2 + 8= 0 


إلى مسألة النقطة الثابتة 8 + x2 + x2‏ 

xı = رارع‎ X2) = -- 3 إلى‎ 
xı} + xı + 8 
x2 = ضايع‎ x2( = د‎ 


أ.استخدم مبرهنة (6.10) لبرهنة أن م ,.ع) = © بتطبيق 12 © 2 إلى 82 له نقطة ثابتة في 
.D={(xı,x2)' |0 > xı, x2 < 1.5}‏ 
ب.طبّق تكرارًا داليًا لتقريب الحل. 
ج.هل تسرّع طريقة جاوس - سيدل التقارب؟ 
6. يوجد للنظام غير الخطي ,0 = × - 5.7 
0.25(sin x + cosx2) = 0‏ دير 
حل بالقرب من '(4,4). 
أ. أوجد دالة © ومجموعة 2 فى”۸ بحيث ”۸ + < : © ويكون للدالة © نقطة ثابتة وحيدة 
فى (. ١‏ 
ف طبّق التكرار الدّالي لتقريب الحلّ ضمن 10-5 في معيار -/. 
ج. هل تسرع طريقة جاوس - سيدل التقارب؟ 
7. استخدم مبرهنة (6.10) لتبرهن أن ۴ + 87 2 :6 له نقطة ثابتة وحيدة في «. طبق 
التكرار الدّالي لتقريب الحلَّ ضمن 10-5 باستخدام ١اا ٠‏ ||: 


_ (cos(x2x3) + 0.5 1 [> 1 ار‎ 10-٩ 5 
©), X2, X3) = ا‎ 2 35*1 + 0.3125 - 0.03, - 122 0 . 


D={(xı, x2, x)' | -1 د‎ xı 5 l,i = 1,2,3} 


32 13- ×7 + 4×3 11 + تب 3× + 22 7× - ود‎ 
G(x, x2, X3) = ( 15 1 10 25 


D={(xı, x, “لود‎ | 0 < xı = 1.5,i= 1,2,3( 
G(x, x2, x3) = )1- cos(xıx2x3), 1— (1 x,)* - 0.0522 + 0.15x3 6 





x2 + 0.1%? - 0.01x2 + 1)'; 


D={(xı, x, “لود‎ | - 0.1 5 xı ك‎ 0.1, -0.1 < x» < 0.3, 0.5 < xg < 1.1} 
1 1 1 0 1 10-3٠ 
G(x, رونا‎ 3) = ( cos(x2x3) + Sk sinx; + 1.06 - 0.1, 2 اء ) 77 م‎ 
)اط‎ ):, x2, xs)' | - 1 < x; S 1, i= 1,2,3} 


8. استخدم التكرار الدّالى لإيجاد حلول للأنظمة غير الخطية الآتية بحيث تكون دقيقة ضمن 





ll: lle باستخدام‎ 0-5 
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3x? - بپ 0 = قم‎ x3 + ةع‎ xı = 0 3 
3x x? 1= 0 x2 ×7 - دوع‎ 0 
x] + 2x - دوع‎ 2x3 = 0 د.‎ x? + x 3720 ` 
×2 - 8×7 + 10x3 = 0 xı x 5= 0 
1 50-7 xı + ور + ير‎ - 3= 0 
80 


9. استخدم طريقة جاوس - سيدل لتقريب النقاط الثابتة في التمرين (7) ضمن 10 مستخدمًا 
ll lle‏ 0 
0. كرّر التمرين (8) باستخدام طريقة جاوس - سيدل. 
1. افترضنا فى التمرين (11) من الفصل (9.5) مسألة تنبؤ لمجتمع نوعين من الكائنات الحية 
اللذين يتنافسان على كمية الطعام نفسها. وافترضنا في تلك المسألة» أنه يمكن التنبؤ بحل نظام 
المعادلتين للنوعين كما يلى: 
0.0004x2())‏ - )£( ,0.0003 - 00)4) رد = اا 
x»()(2— 0.0002x,() - 0.0001x2(2)).‏ = ات 

نرغب في هذا التمرين أن نفترض مسألة تحديد التوازن بين مجتمع هذين النوعين. وإن المعيار 
الرياضي اللازم تحقيقه لكي يكون هذان المجتمعان في حالة توازن هو تحقيق المعادلتين الآتيتين: 

31 
dı 8‏ 41 
إن هذا يحدث عندما ينقرض النوع الأول ويكون تعداد مجتمع النوع الثاني 20,000 أو عندما 
ينقرض النوع الثاني ويكون مجتمع النوع الأول 13,333. هل يمكن أن يحدث التوازن في أي 
حالة أخرى؟ 
2. برهن أن الدالة ۴ التطبيق على "8 2 إلى "۴ تكون متصلة على 2 © »» بالضبط إذا 
كان لأي عدد 0 < ع يوجد عدد 0 < 6 بحيث تتحقق لأي معيار ||٠ا»‏ الخاصية 

۴)×o( || > ٤‏ - (٭)۴|| عندما 2 » × ويكون 6 > ااo×‏ - ×اا. 


dx2(0) _ و0‎ dx) _ 
1 





Newton's Method ظرقة نون‎ 


لقد تحوّلت المسألة فى المثال (2) من الفصل السابق إلى مسألة النقطة الثابتة عن طريق الحل 
الجبري للمعادلات الثلاث للمتغيرات الثلاثة 1< ,2× و 3×. 
وعلى كل حال فمن المستغرب أن تنجح هذه الطريقة. وسنفترض في هذا الفصل طريقة لوغارتمية 
لتنفيذ هذا التحويل في أحوال أعم. 
لإنشاء خوارزمية تنتج طريقة مناسبة للنقطة الثابتة في حالة البعد الواحد؛ وجدنا دالة © بحيث 
إن الخاصية 


x ¬ p(x) )(‏ = (م)ق 
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مبرهنة 7.10 


تعطي تقاربًا تربيعيًا للنقطة الثابتة 7 للدالة 8. «انظر الفصل 42) لقد ظهرت طريقة نيوتن من 
هذا الشرط باختيار (*)'1/1 = ()4, بافتراض 0 ¥ (<)//. 
إن استخدام طريقة مشابهة في حالة # من الأبعاد تتطلب التعامل مع مصفوفة 


aږ1(x)‎ @2(x) °°° aın(x) 
a2ı)x) «22(x) ٠٠٠0© a2,(x) 

A(x) = : 1 )5.10( 
anı(¥) @an2(x) ٠٠١ اميه‎ 


حيث كل عنصر (×)رزه دالة من "8 إلى . إن هذا يتطلب إيجاد مصفوفة («)4 بحيث إن 

G(x) = x- A(x) F(x) 

تعطي تقاربًا تربيعيًا لحل المعادلة 0 = (»)۴ بافتراض أن (*)4 لها معكوس بالقرب من النقطة 

الثابتة م فى ©. 

وتوازي مبرهنة الآتية مبرهنة (8.2) فى الفصل (42). ويتطلب برهانها القدرة على التعبير عن © 

بدلالة سلسلة تايلور فى من المتغيرات حول 8. 

لتكن م حلا للمعادلة × = (×)6. افترض أنه يوجد عدد 0 < 6 بحيث 

() ر:دة/بوة متصل على (8 > اام -ع|| | ×)= 6لا لكل « ,...,2 ,1 = ونه ,...,1,2 = ز 

x) )1(‏ ;× /():ع32 متصل و 24 > |(:د3زد /():328| لثابت ما ۸۷1 عندما ۸6 © × لكل 
Eee RS 015 Besê HI esen‏ 

(ة 0 دي ة/(مابوة لكل م ,...,1,2 = k= 1,2,..., gi‏ 

عندئذ يوجد عدد 8 > ق بحيث إن المتتالية الناتجة عن (" »)6 = × تتقارب تربيعي بيعيًا إلى 

م لأي اختيار "× يحقق :8 > .| - "«|. بالإضافة إلى ذلك فإن 


nM 78‏ 
ام - نوررحي > درم - نل لكل 1<م 5 


لكي تستخدم مبرهنة (7.10)؛ افترض أن (×)۸ مصفوفة ۸ × ۸ مدخلاتها دوال من "® إلى 18 
على صيغة المعادلة (5.10)» حيث ستختار المدخلات المنتهة لاحقا. وافترض بالإضافة إلى ذلك 
أن )4 لها معكوس بالقرب من م الذي هو حل للمعادلة 0 = ۴)۸ وافترض أن («)ررط تمثل 
المدخلة ذات الصف : والعمود ثر فى "(×)4. 
بما أن )!0م G(x) = x-‏ يكون لدينا (<)ر/ (×)ز:ط Sî‏ - ند = (×):8 ويكون 


a :‏ 
( 8رر 9 + مش هاره) 2< -1, إناكان + =¡ 


=1 


2 Of; bij ) 
8 E 2 bx) لع الدد‎ ١ 
Ê E ہچ ار ( ف ىن إذاكان:‎ + E (x) fj(x) 


0 طريقة نيوتن 


609 Newton's Method 


وتؤدي مبرهنة 7.10) إلى أننا نحتاج إلى 0 = +دة//مابوة لكل ۸ ,...,1,2 = 1 
و« ,...,1,2 = . إن هذا يعنى أنه لكل ۸ = » يكون 


NT 
0= 1- 3)) 
حر‎ 1 

















5 57 ولذلك يكون‎ 
bıj(p) (م) لت‎ = 1 (6.10 
2 7 بز‎ 
عندما ¡ # #» يكون‎ 
عار‎ fj 
0=- 2 bij (P) 3, (P) 
j=1 
ولذلك فإن‎ 
2 Af; 
bij(p) z—(p) = 0 (7.10) 
2 وف‎ 
كما يلى:‎ J )×( وبتعريف المصفوفة‎ 
af af fı 
a ع 57 ررق‎ 0 
EJ) EI) 3f 
OS a a (8.10 
2f, 3f, 2f, 
0x1 80 3 2 


نرى أن الشرطين (6.10) و (7.10) يتطلبان أن 
1 = (م)7!-(م)4ء أي المصفوفة المحايدة ولذلك يكون (م)7. = (م)۸. 
ومن ثم فإن اختيارًا مناسبًا للمصفوفة (*)4 هو ()7 = (×)4» لأنه يحقق الشرط (11) من 
مبرهنة (7.10). 


تعرف الدالة © بالمعادلة 
G(x) = x- J(x)7 F(x)‏ 


وتنشأ عملية التكرار الدّالي من اختيار × وتوليد المعادلة (9.10) 


010 ))1( »)ر د × د »)6 = × لكل 1 <4. 

تسمى هذه العملية بعملية نيوتن للأنظمة غير الخطية (Newton's method for nonlinear systems)‏ 
ويتوقع أن تعطي تقاربًا تربيعيًا عمومًا» على أن يكون معلومًا لدينا قيمة بداية دقيقة على نحو 
كاف وتكون !-(م)7 موجودة. 
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كاز اول ظهدر للمصقرفة جاكوبيان في 
مام 1815 قي بحث تصره كو 
(لاا لاق 6). دلكن جاكدبي أطمعول 


De dete FMINGHLIDUS 
functionatibies 
في عام 1841 وبرهن العديد مز النتائج‎ 
عن هذه السفدقة‎ 








وتسم المصفوفة (×)ل مصفوفة جاكوبيان («0]ة5 «داطمءول) ولها عدد من التطبيقات فى 
التحليل. ويمكن أن تكون معلومة لدى القارئ» وخصوصًا في تطبيقات التكامل المضاعف لدالة 
في متغيرات متعددة حول منطقة تحتاج إلى تحويل المتغيرات. 
إن ضعف طريقة نيوتن تظهر من الحاجة إلى حساب المصغوفة (7)8 وإيجاد معكوسها في كل 
خطوة. ومن الناحية العملية: يتم تجنب الحساب الصريح للمصفوفة /)8-١‏ بتنفيذ العملية 
بطريقة ثنائية الخطوة. 
أولا: يجب إيجاد متجه نو الذي يحقق ("-* »)۴ - = و(“ J)»‏ ثم التقريب الجديد 4ح 
يجمع مع -*». وتستخدم الخوارزمية 1.10 العملية ثنائية الخطوة. 
طريقة نيوتن للأنظمة Newton's Method for systems‏ 

لإيجاد تقريب لحلّ نظام غير خطي 0 = (×)۴ إذا علم تقريب مبدثي ×. 
المدخلات: عدد :7 من المعادلات والمجاهيل؛ تقريب ميدئي (ہx‏ ,...,ن) -<. حد خطأ مسموح 
به 701 أكبر عدد من التكرارات (التراجعات) ۸. 
المخرجات؛ حل تقريبي'(, ۰۰)) = 2 أو عبارة تفيد بأن عدد التكرارات قد تم تخطيه. 
aaa 5-6‏ 


222 > ) نقذ الخطوات 3 - 7 


| 8 | و(7)8 حيث (زند8(/3),/ر8) = ز,(×)[ كل ۸ ك لأ 15 
حلّ النظام الخطي 7 × 7: (×)۴ - = 99(<)/ لإيجاد ل 


إذا كان 701 > ||| فإن الخرجات (×) 
( كانت العملية ناجحة). 


الخرجات (تم تخطي العدد الأكبر من التكرارت )»> 
( العملية لم تنجح). 


توقف. 


أثبت أن النظام غير الخطي الآتي من المثال (2) في الفصل (1.10) 
0= - (وx2x 3x) - cos)‏ 
x? — 81(xa + 0.1)? + sinxs + 1.06 = 0‏ 
_ 3-ج10 





+وع20 + 12 € 
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.)0.5, 0, -0.52359877(' له حل تقريبي عند‎ 
x0 = )0.1,0.1,-0.1(“ نستخدم طريقة نيوتن للحصول على هذا التقريب امبدئي‎ 


F(x, x2, x3) = (fi(x1, x2, X3), رداول‎ x2, x3), تداك‎ x2, x3))' و‎ 





حيث 
x2, x3) = 3x1 - cos(x2x3) - },‏ رداك 
f(1, x2, x3) = x? - 81(x2 + 0.1)? + sin x3 + 1.06,‏ 
107-3 
و 7 3 + x2, x3) = e 5*2 + 20x3‏ رطاخل 


إن مصفوفة جاكوبيان (7)8 لهذا النظام هي 


3 X3 Sİn X2X3 X2 مأو‎ X2X3 
J (X1, x2, (ود‎ = 2x1 -162)x2 + 0.1( COSX3 
-— xe 12 ê 2 20 
6 (k- 1) (k-1) 
2 1 آلا‎ 
عم | دام‎ (K-10 
3 22 + را‎ 3 
ل‎ (k-1) (k-1) 
35 33 Y3 
(k-1) 
ا‎ 5 
5 5 8 5 3 935 8 
دك انار‎ ( (r DEE 8 F (xf حيتت ( ا‎ 
(k-0 
3 5 
وهكذا يجب في الخطوة ۸ فقط حل النظام الخطي (-») ۴ - = ٣ر (-») ر لإيجاد‎ 
(4-1ابر حيث‎ 
3 اساي ایر رزو اہر ر ی وزو ر‎ 
k-1 3 5 ب‎ 
J (= 9 - 162 ($ 4 0.1) cos x لاس‎ 
(k-1) (k1) 3 (k1) (k-1) 
اليرت و 11 وي‎ 20 
ار‎ 3x - إيرووع‎ 1 
2 2 
لإ وزو + 0.1 + 4 81 - )| = ( ۴ د ارا ے در‎ + 1.06 
(k-1) (e (k-1) 5 
د‎ e 2 + تكلا + م20‎ 


تظهر النتائج باستخدام طريقة التكرار هذه في جدول (3.10). . 
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جدول 3.10 


Numerical Solutions of Nonlinear Systems of Equations 








| - x ا د د‎ k 
— 0.10000000 0.10000000 0.10000000 0 

0.422 -- 7 0.01946686 0.50003702 1 

1.79 x 1072 -3 1 0.00158859 0.50004593 2 
1.58 x 107 - 5 0.00001244 0.50000034 3 
1.24 x 10-5 - 7 0.00000000 0.50000000 4 

0 - 7 0.00000000 0.50000000 5 


إن المثال السابق يشرح إمكانية تقارب طريقة نيوتن بسرعة فائقة حالما يوجد تقريب يكون 
قريبًا من الحلّ الحقيقي. وعلى كل حال فليس من السهل دائمًا تحديد قيم بدء تؤدي إلى حل» 
والطريقة صعبة التنفيذ مقارنة بغيرها. نفترض في الفصل الآتي طريقة للتخلص من الضعف 
الأخير. وعادة ما يمكن إيجاد نقاط بدء بالطريقة التى سنبحث فيها فى الفصل (4.10). 
ويمكن إيجاد التقريب المبدئي لحلول الأنظمة غير الخطية 2 ×2 و 3 ×3 غالبًا باستخدام 
تسهيلات التطبيقات البيانية فى مابل هامهالا. 
إن النظام غير الخطي ١‏ 
x? + 2x2 = 0‏ دعر 
2x1 + x - 6= 0‏ 
له حلان )2.179355825 ,0.625204094) و '(1.334532188 - ,2.109511920( 
لاستخدام مابل ٠ا۷4‏ نعرّف أولاً المعادلتين 
>eq1:=X1۸2-X2۸2+2*X2=0;‏ 
>eq2:=2*Xx1+X2۸2-6=0;‏ 
لكى نحصل على التطبيق البيانى لمعادلتين على المجموعة 3 > 2× ,1× > 3- أدخل الأوامر 


>with(plots); 
>implicitplot({eq1,eq2},x1=-3..3,X2=-3..3); 


ويمكننا من التطبيق فى شكل (2.10) أن نقدّر أن هناك حلولا بالقرب من '(2.2 ,0.64) 
و '(1.3- ,2.1). ويعطينا هذا نقاط ابتداء جيدة لطريقة نيوتن. 
تبدو المسألة بثلاثة أبعاد أصعب. افترض النظام غير الخطي 
2x1 - 3x2 + ×3 - 4 = 0‏ 
0 =4 + ور - x2‏ + 21:1 
0 =4 وعم + x7 + x2‏ 
عرّف المعادلات الثلاث باستخدام أوامر امدالا 
>eq1:=2*x1-3*X2+x3-4=0;‏ 
>eq2:=2*x1+X2-X3+4=0;‏ 
>eq3:=x1۸2+x2۸2+x3۸2-4=0;‏ 
إن المعادلة الثالثة تصف كرة نصف قطرها 2 ومركزها (0 ,0 ,0)» ولذلك كل من * »› ر× 


ود يقع في [2 ,2]. إن أوامر ٠‏ للحصول على التطبيق في هذه الحالة هي 
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شكل 2.10 

>with(plots); 
>implicitplot3d({eq1,eq2,eq3},X1=-2..2,X2=-2..2,X3=-2..2); 
يوجد خيارات متعددة للتطبيق في ثلاثي الأبعاد» وهي متاحة في ٠امة۷ لعزل حل النظام غير‎ 
الخطي. ويمكننا على سبيل المثال تدوير التطبيق لنتمكن من رؤية أفضل لأجزاء السطوح» ثم‎ 
يمكننا التركيز على مناطق حدوث التقاطعات وتغيير صيغة الإحداثيات للحصول على منظر أدق‎ 

لإحداثيات التقاطع. إن التقريب المبدثى المعقول لهذه المسألة هو 

„(x1 x2, '(وع‎ = )- 0.5, - 1.5, 1.5(* 
EXERCISE SET 2.10 مجموعة التمارين‎ 


1. استخدم طريقة نيوتن بأخذ 0 = "× لحساب #× لكل نظام غير خطي مما يلي: 








sin(47Xx2) - 2x2 - ب. 0 = يعر‎ 4x? - 20x, + 1 + 8=0 أ‎ 
2 1) (e2 - بك‎ 4e = تدوز 0 = عه‎ + 2x ¬ 5x2 + 8= 0 
47 
5x? - x? =0 د.‎ xı)1- x) + 4x2 = 12 ج“‎ 
دير‎ 0.25(sin xı + cos x») = 0 )xر‎ - 2( + -ي22)‎ 3( = 5 
: استخدم طريقة نيوتن بأخذ 0 = "× لحساب ©« لكل نظام غير خطي مما يلي‎ .2 
X2+ ×2 - 37 = 0 ب.‎ 3x - cos(xax3) - 4= 0 أ‎ 
xı = x- 5= 0 4x? - 625x3 + 2x2 - 1= 0 
xı + م 107-3 + و20 + ا 0 =3 دوع + ور‎ 
10x - 2x + x2 - 2x3 - 5 = 0 د‎ 15x + ويه - بع‎ = 3 53 


8x3 + 4x? - 9= 0 x? + 10x2 ¬ x3 = 11 
8x2x3 + 4= 0 و252 - قر‎ = - 2 
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3. استخدم التسهيلات المتاحة فى التطبيق فى ام۷ لتقرّب حلول الأنظمة غير الخطية الآتية : 





sin)47 x2) - 2x2 ¬ تيه ب. 0 = م‎ 20x, + تدا‎ + 8= 0 1 

(E حت‎ - d+ ex = 2er = 0 قد‎ + 2x1 — 5x2 + 8= 0 

4r 

5x7 - x= 0 د.‎ xı(1— xı) + 4x» = 12 ع‎ 

5 -3(2 - ر×2) + (2 - x2 — 0.25(sin xı + cosx2) = 0 (xı‏ 
4. استخدم التسهيلات المتاحة في التطبيق في مامةN‏ لتقرّب حلول الأنظمة غير الخطية الآتية 
ضمن الحدود المعطاة: 
أ 0= 1 - 3x, — cos(x2xs)‏ ب. 37-0 - × + x2‏ 

xı x - 5= 0 4x? - 62522 + 2x - 1= 0 

xı + ور + يع‎ 3= 0 5000001 E 





-4 > xı > 8, -2 > يع‎ > 2,-6 > x S0 
-1 > xı > 1,-1 5 كود < 1-,1 > يع‎ 1 


10x - 222 + x2 - 22-5 - 0 5 


8x2 + -2-9ج4‎ 0 15x + x - 4x = 13 ج‎ 
8x2x3 + 4= 0 x2 + 10x2 - x3 = 11 
0 > xı 5 2,-2 > x > 0,0 > قير 2 > و«‎ - 25× -- 2 
05 رع‎ > 2,05 x2 > 2,-2 > > 9 0 > xı > 2,0 > x2 > 2,0 > و«‎ > 2 


5. استخدم الأجوبة التي حصلت عليها في التمرين (3) بوصفها تقريبات مبدثية لطريقة 
نيوتن. كرّر (عمليات تراجعية) للحصول على 10 > .|| “× - تامار 

6. استخدم الأجوبة التي حصلت عليها في التمرين 4) بوصفها تقريبات مبدئية لطريقة 
نيوتن. رر (عمليات تراجعية) للحصول على 10-6 > || عير - »| 

7. استخدم طريقة نيوتن لتجد حلا للأنظمة غير الخطية الآتية في المجال المعطى كرر للحصول 
على 10-5 > دإ x»‏ - ۵ں 


In(x? + x3) - sin(xıx2) = In2 + اأ 322-22-0 ب. جما‎ 
e172 + c08)XX2) = 0 3x13 - xî 2150 
× = (2,2 استخدم‎ x0 = (1,1 استخدم‎ 

6x - 2cos(x2x3) - 1= 0 د.‎ xî + يداع‎ - xıx3+ 6= 0 ‘€ 
يدو‎ + Jx? + sinx3 + 1.06 + 0.9 = 0 e۳1 + عور 2ع‎ 0 
60x3 + 3e7*1* + قد 0 =3 — م10‎ - 2x = 4 
x = (0, 0, 0(“ استخدم '(2,1-,1-) = 0× استخدم‎ 


8. للنظام غير الخطي X3 = X1X4‏ + ور - 4x‏ 


24× = و22 - 3×2 + ×= 
34× = و3 + x - 2x2‏ 
ستة حلول. 1 = f + f + f‏ 
أ. برهن أنه إذا كان × روك رود ,:) حلا فإن '(4× ,ود - ,2× - ,رند-) ل أيضًا. 
ب. استخدم طريقة نيوتن بثلاثة تقريبات مبدثية لتجد الحلول جميعها التي تحقق 


15 > || "× - قي 


0 طريقة نيوتن 
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1 
3x1 - cos)x2x3( - > = 0 
: 2 للنظام غير الخطي‎ .9 
x - 625 - 1= 0 


e7 *12 + 20x3 + ا‎ 


مصفوفة جاكوبيان منفردة على نقطة الحلّ. طبق طريقة نيوتن بأخذ '(1 -1,1) = "×. لاحظ 
أن التقارب يگن أن يكون ا أو يمكن ألا يحدث ضمن عدد معقول من التكرارات. 

0. ما الصيغة التي تؤول إليها طريقة نيوتن عند تطبيقها على النظام الخطي دعم 
المعطى بالصيغة رط = +٠٠0 + @ınXn‏ يدوره + aııXı‏ 


+٠٠١ + @anXn = b2‏ ينرويه + ندرجيه 





ييف إل قصقوفة لك تعكوين؟ dn2X2 +٠٠0 + dnnXn = Dn‏ + ده 
1. برهن أنه عندما يكون 1 = * فإن طريقة نيوتن المعطاة بالمعادلة (9.10) تؤول إلى طريقة 
نيوتن المعهودة المعطاة بالمعادلة (5.2). 

2. يمكن التنبؤ بمقدار الضغط اللازم لإغراق جسم كبير ثقيل في تربة طريّة متجانسة واقعة فوق 
أرض ذات قاعدة صلبة» من خلال مقدار الضغط اللازم لإغراق أجسام أصغر في التربة نفسها. 
وعلى نحو خاص» فإن مقدار الضغط 2 اللازم لإغراق صفيحة دائرية نصف قطرها 7 في 
أرض طرية بمسافة 24 حيث تقع أرض القاعدة الصلبة على مسافة 4 < 2 تحت السطح 
يمكن تقديره بمعادلة على الصيغة ,روم + ”عر) = م. 

حيث 4,4 و ثوابت» حيث 0 < ,يخ تعتمد على 4 وعلى تجانس التربة» وليس على 
نصف قطر الصفيحة. (انظر [89-94 .مم كا8]). 

أ. أوجد قيم ,© و k‏ إذا افترضنا أن صفيحة نصف قطرها «ذ1» تتطلب ضغطًا مقداره .101/1۸ 
لترسو بمقدار 14 في حقل موحل» وصفيحة ذات نصف قطر 218 تتطلب ضغطًا مقداره 2.صذا/ط! 12 
لترسو قدمًا واحدة» وأن الصفيحة ذات نصف قطر 310 تتطلب ضغطًا مقداره 1515/2.2 لترسو 
بالمسافة نفسها. 
(مفترضين أن عمق الأرض الموحلة أكثر من 8 1.) 

ب. استخدم حساباتك من الفقرة (أ) لتتنباً بأصغر حجم لصحيفة دائرية لازمة لتتحمل ثقلاً مقداره 
٥‏ لكي ترسو مسافة أقل من :115 في حقل الأرض نفسها. 

3. لإيجاد شكل مسقط معتمد على الجاذبية بحيث يجعل زمن نقل الجسيمات الحبيبية أقل ما 
يمكن؛ قام شيارلا وشارلتون وروبرتس Chiarella, W. Charlton, and A.W. Robes [CCR]‏ .© بحل 
المعادلات الآتية 00 نيوتن 





a E O‏ ۾ تسل ب ررم لم8 لكل انوي 1 قت 
n+1‏ 
tanê; - X = 0 (ii)‏ ره = )0 ...61 » حيث 


N = 2gnA 21A‏ وا د 
2D 1 cos;‏ 2 - برط :ع2 + ونا = ونا لكل 


1 
ب. ر وي AY Di‏ = رس لكل ۸,. 


cos; 
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الثابت 20 هو السرعة الابتدائية للمادة الحبيبية» × هو الإحداثى - × لنهاية المسقط» ۸ هى قوة 
الاحتكاك» N‏ عند أجزاء المسقط و 32.178/62 = ع هو ثابت الجاذبية الأرضية. 

المتغير :ا هو قياس زاوية الفقرة 3 للمسقط مع العمود كما هو مبين في الشكل الآتي» و الا سرعة 
الجسيم الحبيبية في الفقرة 1 للمسقط. 

حلّ (1) و(1) للمعطيات الآتية '(,8 ..6) = 0 حيث 20 - N‏ ,0.2 = رد ,2= × ,0 عدر 
و0 -.»» حيث يمكن الحصول على قيم « و ,0 مباشرة من (أ) و (ب). 

كر التراجع حتى تحصل على 10-2 > 8۴-2 - هاور 


(0, 0) 


د 


جد 








4. تهدف تجربة بيولوجية ممتعة ( انظر [۲12ء؟] ) إلى تحديد أعلى رتبة لحرارة الماء »× 
التي يمكن للأنواع المختلفة من الهايدرا أن تعيش بها من دون أن تؤثر في مدة حياتها. إن 
إحدى الطرائق ق لحل هزه المسألة هي التوفيق بين مجموعة بيانات التجزئة باستخدام المربعات 
الصغرى الموزونة » ويكون التوفيق على الصيغة 
“لط — f(x) = y =al(x‏ 

تمثّل قيم × رتبة حرارة الماء في البيانات. والثابت 7 هو المقارب لمنحنى » وعليه فهو تقريب 
للقيمة «*. 

ا . برهن أن اختيار © ,5 ,۾ لجعل چک -«» 2 


أصغر ما يمكن يؤدي إلى حل النظام غير الخطي 





WiYi 
2 ار ير‎ 

WiYi 1 Wi Yi 2 1 
Dy Ea ع‎ e 

1 الم =D)‏ سرس ثم (فح WN nx‏ 
سيج 2 (xi —b)°‏ ا اد 9 


ب ل النظام غ غير الخطي للأنواع 5 IF‏ ۳ > واستخدم الأوزان رما = 
0 1 2 3 0 





21.60 
30.2 


2.40 
31.8 


3.80 
31.5 


4.75 
31.2 


Yi 
Xi 
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Quasi - Newton Methods 


0 أشباه طرائق نيوتن 


في طريقة نيوتن لحل أنظمة الغادلات غير الخطية ضعف واضح يكمن في التكرار التراجعي » 
ويجب حساب مصفوفة جاكوبيان حل نظام خطي ۸ × ۸ يستخدم هذه المصفوفة. افترض مقدار 
الحساب المرتبط بتكرار تراجعي واحد في طريقة نيوتن. إن مصفوفة جاكوبيان المرتبطة بنظام 
۸ من المعادلات غير الخطية على الصيغة 0 = (×)۴ يتطلب ”۸ من المشتقات الجزئية للدوال ۸ 
التي هي مركبات ۴ الواجب تحديدها وإيجاد قيمتها. وفي معظم الحالات يكون إيجاد القيم 
الصحيحة للمشتقات الجزئية غير مريح؛ على الرغم من أنه قد أصبحت هذه المسألة قابلة للتتبع 
مع انتشار أنظمة الحساب الرمزي كما في مابل 118816. وعندما يكون التقييم الصحيح غير 
عملي» يمكننا استخدام تقريبات الفرق المحدود لتقريب المشتقات الجزثية. وعلى سبيل المثال 
Ö0‏ ( »)رگ - ا 2k‏ للق 
حيث ۸ صغيرة بالقيمة المطلقة» و 6۸ هو المتجه الذي عنصزه غير الصفري الوحيد هو 1 في 
الإحداثي ۸ لهذا التقريب» وعلى كل حال لا تزال هناك حاجة إلى تنفيذ ما لا يقل عن ۸ من 
عمليات التقييم الذالي العددية؛ وذلك لتقريب جاكوبيان» ولا ينقص من مقدار الحساب الذي 
هو من الرتبة (0)7 عمومًاء والذي يلزم لحل النظام الخطي الذي يحتوي الجاكوبيان التقريبي 

هذا. ومن ثم فإن الجهد الحسابي لعفلية واحدة في طريقة نيوتن لا يقل عن (م + (n‏ 
من عمليات التقييم الذالي العددي 72 لتقييم مصفوفة جاكوبيان و 7 لتقييم ۴)» بالإضافة إلى 
(0)3 من العمليات الحسابية لحل النظام اناف إن هذا الكم من الجهد الحسابي كبير» إلا 
في حالات قيم 7 الصغيرة نسبيًا والدوال سهلة التقييم عدديًا. سنعالج في هذا الفصل تعميمًا 
لطريقة القاطع )Secant Method)‏ لأنظمة المعادلات غير الخطية» وهو ما يعرف بطريقة برويدن. 
Boyden's method‏ (انظر .([Broy]‏ 

تتطلب الطريقة 7 فقط من عمليات التقييم الدّالي العددي لكل تكرار (إعادة) ؛ كما ينقص عدد 
العمليات الحسابية إلى (0),2. وإنها تنتمي إلى عائلة من الطرائق تلفق “تحديث أقل تغير 
في القاطع ” (03:65منا )least ¬ change secant‏ الذي ينتج خوارزميات تسق أشباه نيوتن 
Newton‏ - 0351ا0. إن هذه الطرائق تستعيض عن مصفوفة جاكوبيان في طريقة نيوتن باستخدام 
مصفوفة تقريب محدثة فى كل تكرار. وإن واسلبية ف الطرائق تكمن فى خسارة التقارب التربيعى 
فى طريقة نيوتن» الذي يستعاض عنه عمومًا بتقارب يُسمى الخطى العالى superlinear‏ والذي 
يتضمن أن لصحف و 000000 

اام - 0« مد 

حيث تعبر ۴ عن حل المعادلة +× و )ير و 0 = (7)8 وهي تقريب ت متتالية لحل . 
ونجد في معظم التطبيقات أن الاختزال إلى التقارب الخطي العالي مقبول على نحو أفضل 
بوصفه بديلاً لتقليل مقدار الحساب. وهناك سلبية أخرى لطرائق أشباه نيوتن؛ إذ إنها لا تصحح 
نفسها بنفسها بخلاف ما يحدث في طريقة نيوتن. 
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إن طريقة نيوتن تصحح خطأ تقريب عمومًا عن طريق التكرار المتتالي» ولكن طريقة برويدن لا 
تفعل ذلك إلا إذا أدخلت ضوابط خاصة بذلك. لشرح طريقة برويدن؛ افترض أن لديك تقريبًا 
مبدئيا 0× لحل ص للنظام 0 = (×)۴» نحسب التقريب الآتى "× بطريقة نيوتن نفسهاء أو 
نستخدم في حالة عدم الملاءمة لحساب (7))0 بالضبط معادلات الفروق المعطاة فى المعادلة 
(10.10) لتقريب المشتقات الجزثية. وعلى كل حال فلحساب ”× نبتعد عن طريقة نيوتن 
ونتفحص طريقة القاطع لعادلة واحدة غير خطية.وطريقة القاطع تستخدم التقريب 
f(x) 3 f(x) = f (xo)‏ 
X1 ¬ X0 ١‏ 
بوصفه بديلا للمشتقة (1*)”/ فى طريقة نيوتن. فى الأنظمة الخطية» "× - × هو متجه وإن 
عملية القسمة المقابلة له غير معرّفة. وعلى كل حال تسير العملية سيرًا مماثلاًء بأن نستعيض 
عن المصفوفة ("×) J‏ في طريقة نيوتن للأنظمة باستخدام مصفوفة 41 ذات الخاصية 
(x - x®) = F(x") - F(x®) (11.10)‏ يم 
إن أي متجه في ۸ يمكن كتابته بوصفه مجموعًا لأحد مضاعفات × - × مع أحد مضاعفات 
المتممة العمودية للمتجه 9 ()»» ولكي نعرّف المصفوفة 41 تعريفا وحيدّاء نحتاج إلى تحديد 
سلوكها على المتممة العمودية للمتجه اير ×„ وبما أنه لا يوجد أي معلومات حول تغير ۴ 
باتجاه عمودي على 0× )× فإننا نطلب أن 
(12.10) 1 = 412 ما دام 0 جع “للم - يي 
وهكذا فإن أي متجه عمودي على 01#« لا يتأثر بالتحديث من (0:) 2 التى استخدمت 
لحساب × ل 41» التي تستخدم لحساب 52. إن الشرطين (10.11) و (10.12) يعرّفان 41 
تعريفا وحيدا (انظر [224]) على الصيغة 
F(x®) - J (x®%) (x — x%)] (x - x(0)'‏ - تايس 
|x — x0 |7‏ 
إنها هذه المصفوفة التي تستخدم مكان ("×)[ لتحديد × على الصيغة 
ATF(x™)‏ )چ ے 2ای 
وحالا تحدد #اين تتكزر العملية لتحديد 3م باستخدام Aı‏ بدلا من (™×)[ = A۸0‏ واستخدام 


J(x®) +‏ ديم 


E‏ بدلا من × و ×» وعمومًا حالما تحدّد × فإن 1+« تحسب من 


13.10( واھ يوي و حرم 
sl °‏ 
و 14.10) ATE)‏ قو د لمعي 


حيث يستخدم الرمز (!-ير)ب] - F(x)‏ دبي ويُستخدم × - اير = رو لتبسيط المعادلات. 
وإذا ما نفذت الطريقة كما لخص في المعادلتين (13.10) و (14.10) فإن عدد عمليات التقييم 
الذالى العددي سينخفض من « + 72 إلى 2# (تلك اللازمة لإيجاد قيمة ((۴)×۳) ولكن لا يزال 
غد( من الحسابات مطلويًا لحلّ النظام الخطي « × « المرتبط بذلك. 
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مبرهنة 8.10 


إن معادلة شيرمان - موريسون 

(Sherman 7 Morrison) 
جاءت من ملخص ورقة بحث‎ 
قدبه جاك شيربان ووينيفرد‎ 
موريسون عام 1949 في اجتماع‎ 
معهد الإحصاء الرياضي في بولدر.‎ 
كولورادر,‎ 


(Institute of Mathematical 


Statistics) 
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(انظر الخطوة 4 فى الخوارزمية 1.10). 


As 1 = — F(x) (15.10) 


لا يمكن تبرير استخدام الطريقة بهذه الصيغة؛ بسبب الاختزال من التقارب التربيعي لطريقة 
نيوتن إلى التقارب الخطي العالي. وعلى كل حال يمكن إدخال تحسين معتمّد عن طريق 
استخدام معادلة شيرمان ومورسون الخاصة بإيجاد معكوس المصفوفة. (انظر على سبيل المثال 
]55 .م (PM,‏ 
معادلة شيرمان - موريسون [Sherman * Morrison formula]‏ 
إذا كانت 4 مصفوفة لها معكوس و ۷ و × متجهين» فإن 'ر× +4 لها معكوس؛ حيث إن 


احم “وير دمر 
كش احم د ا روي 
y'A”1x‏ +1 8 


yA 'x#-1 

إن طريقة شيرمان - موريسون تسمح بحساب ' 4 مباشرة من ,!,4. لاغية الحاجة إلى إيجاد 

معكوس المصفوفة عند كل تكرار. بافتراض )-رم = 4 ٠‏ و||بة|| ۸-8 -,9) =× وبو = ۷ 
فإن المعادئة (3.10) ومبرهنة (8.10) معًا تقتضيان 


کا س 
( و Aj (4 5 Yi‏ 
sills‏ 
- كلدنه- 
ês JA‏ )لبه 
Yi= Aj 15i‏ م/م A-1‏ ؛ 
ê 471, ( sill )‏ 


-1 (A لبف وليه‎ 
-[ 5. 12 2 ى لوي‎ Ia 2 
lll + Ay: اال‎ sell 


1 _ 


i-1 


ولذلك ينتج 


:- A y)sSA 
(s> AYDA (16.10) 


| آل ج 
SAT Yi‏ 
إن هذا الحساب يحوي عملية ضرب مصفوفة - متجه فقط في كل خطوة؛ ولذلك يتطلب 
(0)2 فقط من العمليات الحسابية. ١‏ 
لقد تم تجاوز حساب :4 وكذلك ضرورة حل النظام الخطي (15.10). إن الخوارزمية (2.10ا تنبع 
من هذا الإنشاء: وتدخل المعادلة (16.10) تقنية التكرار (14.10). 


Ar = Aj + 


برويدن معل/زم8 
لإيجاد تقريب لحل نظام غير خطي 0 = (7)8 إذا علم تقريب مبدثي ×. 
المدخلات: عدد ۸ من المعادلات والمجاهيل؛ تقريب مبدثى x‏ ,...,») -8) حد خطاً 
مسموح به 701» أكبر عدد من التكرارات (التراجعات) ۸. 
المخرجات: حل تقريبي'(م× .....<) =× أو عبارة تفيد بأن عدد التكرارات قد تم تخطيه. 
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ضع (×)[ = وك حيث (×)ر×3//۵ = ز,:(7)5 لكل i‏ > او" > لي 
(۴)۸ = ۷( ملحوظة: (8))9 = ۷). 


(٭)۴ = ۷( بلحوظة: )v = ۴)x(‏ 
7-5 = 7( ملحوظة: رو = [3). 


إذا كان 701 > ||ء|| فعندئذ الخرجات (×) 
( كانت العملية ناجحة). 


الخرجات (تم تخطي العدد الأكبر من التكرارت /2). 
( العملية لم تنجح). 


توقف. 





مثال1 لقد حل النظام غير الخطي الآتي بطريقة نيوتن في المثال (1) من الفصل (2.10) 
3x1 - COS(x2x3) - 2 -‏ 


x? — 81(x2 + 0.1) + ودهنو‎ + 1.06 = 0 
07-3 





0= 
إن مصفوفة جاكوبيان لهذا النظام هي 


E 0 
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3 X3 Sİn X2X3 أو ود‎ X2X3 
ل‎ (%1, X2, x3) = 2x1 دومع (2+0.1خ)162-‎ 
ريت‎ 2 — xe 2 20 


افترض '(0.1- ,0.1 ,0.1) = ين 
F(x, x2, x3) = (f1(%1, X2, X3), f2(x1, X2, X3), f3(%1, X2, X3))' 9‏ 


4 





حت 
f(x, x2, x3) = 3x1 — cos(x2x3) — },‏ 
(x1, x2, x3) = x? — 81(x2 + 0.1)? + sin x3 + 1.06‏ 
10r —3‏ 
ف + f3(%1, X2, x3) = e 1*2 + 20x3‏ 
فإن 150 
73- أ = F(x®)‏ 
8.462025 
وبما أن 
(«ير, A۵0 = J (©, x‏ 
x 10-4 —9.999833 x 10-4‏ 9.999833 3 
0.9950042 4- 0.2 - 
x 1072 —9.900498 x 1072 20‏ 9.900498- 


Ay 


17ت 46 

0.3332 1.023852 x 1075 1.615701 x 1075 
= | 2.108607 x 107 —-3.086883 x 10-2 1.535836 x 107 
1.660520 x 1073 —1.527577 x 10-4 5.000768 x 10-2 


وبذلك فإن 
0.4998697 
x)  x® - A'F(x®) = | 1.946685 x 1072‏ 


0-5 
10-4 × 3.394465- 
0-9 = ك1 


3.188238 x 1072 


—-8.40143 


0.3998697 
رو‎ = | -8.053315 x 102 


1.199611 
yı = F(x) — F(x®) = | 45 


- 4 
si و4‎ y1 = 4 
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AT = Ao + (1/0.3424604) [(sı - Ao yı) s1 40] 


0.333311 1.11050 x 1075 8.967344 x 10-6 
= ]-2.021270 10-3 - 3.094849 x 10-2 2.196906 x 107 
1.022214 x 1073 —1.650709 x 10-4 5.010986 x 1072 


0.4999863 
x2 = xD - Ar1F(x() = |8.737833 x 107 
- 6 


يعرض جدول «4.10) تكرارات إضافية. وإن التكرار الخامس فى طريقة برويدن ذو دقة أقل 
قليلًا من دقة التكرار الرابع بطريقة نيوتن المعطاة في المثال في نهاية الفصل السابق. .- 


(k) 


|x - x*- lly 5 × x 4.10 جدول‎ 


7.88 x 107 - 0.53318 8.672157 x 10-4 0.5000066 
8.12 x 10-4 - 4 6.083352 × 10-5 0.5000003 
6.24 x 10-5 - 9 - 1.448889 x 10-6 0.5000000 
15010 - 88 6 059030 x 107° 0.5000000 


الج إزانن + AU‏ 


هناك أيضًا عمليات متاحة تبقي التقارب التربيعي» ولكنها تقلل عدد عمليات التقييم الدّالي 
على نحو كبير. إن الطرائق من هذا النوع قد اقرحت في الأصل من قبل براون ,/18/00. ويمكن 
الرجوع إلى 9001 لإجراء مسح ومقارنة بين بعض الطرائق الشائعة الاستخدام من هذا النوع. 
وعلى كل حال» فإن تنفيذ هذه الطرائق تنفيدًا فاعلاً أصعب كثيرًا من طريقة برويدن 0فلاه/8. 





مجموعة التمارين 3.10 EXERCISE SET‏ 
اتد ستخدم طريقة برويدن بافتراض أن 0 = × لحساب © لكل من الأنظمة غير الخطية الآتية: 


sin)47xx2) - 2x2 ¬ ب. 0 = يعر‎ 4x? - 20x, + x? +8 =0 أ.‎ 





e) + 40x} - 20x =0 xx? + 2x - 5x2 + 8 =0‏ - سم ( 1 ج( 
7 


ج. 322-23-0 د. ماع 2ها = In(x? + x2) - sin(xıx2)‏ 
3x? 35 3 -1->0‏ 0 = (يدع)وم + e172‏ 
أستخدم '(1,1) - × أستخدم '(2,2) = ©ير 


2. استخدم طريقة برويدن بافتراض أن 0 = "× لحساب ©« لكل من الأنظمة غير الخطية الآتية: 


5 ے1 5 
أ 0 = ع - (وc0s)x2x‏ - 3x1‏ ين موت روه 


xı x 5= 0 4x? - 62522 + 2x - 1= 0 





xı + x2 + دوع‎ 3= 0 E وييوع‎ TT 
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6x - 2c0ئs)x2×x(‎ - 1= 0 د.‎ x3 + x2 x2 x + 6= چ0‎ 
9x2 + x? + sinx; + 1.06 + 0.9 = 0 e + دم‎ ×= 0 
60x3 + 3e7*1*2 + 10 — 3= 0 و23 - قد‎ = 4 
استخدم '(2,1-,1-) = "هم استخدم '(0,0,0) = “يم‎ 


3. استخدم طريقة برويدن لتقريب حلول الأنظمة غير الخطية في التمرين (1) باستخدام التقريبات 
الابتدائية “×. استخدم التكرار حتى تحصل على 10-6 > .|| كاير - بورع 

أ. )0,0( ب. )0 ,0) ج 1,1( ف 22 
4. استخدم طريقة برويدن لتقريب حلول الأنظمة غير الخطية في التمرين (2) باستخدام التقريبات 
الابتدائية "×. استخدم التكرار حتى تحصل على 10 > .|| x“‏ - “اا 

(0, 0,0)" ب. '(1-,2,1) ج. “2,10 ,1( د.‎ (NÎ 
.×“ استخدم طريقة برويدن لتقريب حلول الأنظمة غير الخطية باستخدام التقريبات الابتدائية‎ .5 
استخدم التكرار حتى تحصل على 10 > .|| “× - دار‎ 





521-34-0 -1)رد چا‎ xı) + 4x2 = 12 1 
دير‎ 0.25(sinxı + (يدومه‎ = 0 )xر‎ - 2( + )222- 3(2 = 5 
10x - 222 + د. 0 =5 - و22 يع‎ 15x + ويه - 7م‎ = 3 Ua 
8x7 + 4x - 9= 0 x? + 10x2 - x = 11 
8x2x3 + 4= 0 قر‎ - 25× = - 2 


6. يوجد للنظام الخطي 


4x - X2 + X3 = X1X4 
- × + 3×2 - 2× = ×24 
× - 2×2 + ودود = و3‎ 
ديد ل‎ = 1 
علو 0 دوه‎ 5 
حل أيضا.‎ )-×, - ×2, - ×, x×4(' أ. برهن أنه إذا كان '(4× ,3× ,2× ,::د) حلا فإن‎ 
ب. استخدم طريقة برويدن ثلاث مرات لتقريب كل حلٌ. كرّر العملية حتى تحصل على‎ 
|» - × | > 105 


7. يوجد للنظام غير الخطي 


3x1 - COS(X2X3) - 2 =0 
5 خط‎ 
1 2 4 


10-3 
=0 


مصفوفة جاكوبيان منفردة بالحل» طبّق طريقة برويدن بأخذ '(1 -1 ,1) = × لاحظ أن التقارب ربما 
يكون:بظيئًا أو أنه لا يحدث ضمن هده قزل من التكرارات. 





e *2 + 20x; + 
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8. برهن أنه إذا کان" € ر 0# و »z ٤8"‏ فإن 22 + 2 =2» حيث «(ااا/۷2) = < يكون 
موازيًا للمتجه ر» وأن د2 عمودي على ر. 

9. برهن أنه إذا كان ”8 € u, v‏ فإن uw') = 1+ u‏ + 1)اعل. 

0.أ. استخدم نتيجة التمرين (9) لتبرهن أنه إذا كانت 4 موجودة و" 6 و ,×» فإن !-(نو« + 4) 
تكون موجودة إذا وفقط إذا كان 1 - كج ×' 4 '. 

ب. بضرب الطرف الأيمن فی المصفوفة 'ر× + ۸» برهن أنه عندما يكون 1 بن ×ا ۸ر نحصل 


اوور 
a‏ تار 2 17و 4 
على y'A”!x‏ +1 ( ( 


1. تعامل التمرين (13) من الفصل (1.8) مع تحديد العلاقة الأسية بطريقة المربعات الصغرى 
على الصيغة “سط = ۸ لتقريب مجموعة من البيانات التى تربط الوزن بقاعدة تعرق حشرات 
العث مودست سفنكس. وتحوّلت المسألة في ذلك التمرين إلى علاقة لوغارتم - لوغارتم وقد 
أدخل فى الفقرة (ج) حد تربيعى فى محاولة لتحسين التقريب. بدلا من تحويل المسألة» حدد 
الثابتين 2 و 8 اللذين يجعلان 3-2 - )”< أصغر ما يمكن» لبيانات التمرين (13) من 
الفصل (1.8). 

احسب الخطأ المرتبط بهذا التقريب» وقارنه بالخطأ الناتج من التقريبات السابقة لهذه المسألة. 





4.10 


تأتي تسمية هذه الطريقة من 
التطبيق الثلاثي الأبعاد بالإيماء في 


الاتجاه الأسفل. 


طرائق التناقص الأشد انحدارًا Steepest Descent Techniques‏ 


إن ميزة طرائق نيوتن وأشباه نيوتن فى حل أنظمة المعادلات غير الخطية تكمن فى سرعة 
التقارب حالما عرف تقريب دقيق على نحو كاف. أما ضعف هذه الطرائق فيكمن في الحاجة إلى 
تقريب مبدئي دقيق للحل لكي نضمن التقارب. إن طريقة التناقص الأشد انحدارًا التي تُفترض 
فى هذا الفصل تتقارب إلى الحل فقط خطيّاء ولكنها غادة ما تتقارب حتى فى حالة التقريبات. 
لذا تستخدم هذه الطريقة لإيجاد تقريبات ذات دقة كافية لتصبح مستخدمة في الطرائق امبنية 
على طريقة نيوتن بالطريقة نفسها التي تستخدم بها طريقة التنصيف للمعادلة الواحدة. 

إن طريقة التناقص الأشد انحدارًا تحدّد نقطة صغرى محلية لدالة متعددة المتغيرات على دالة 
الصيغة R‏ ج "R:ع.‏ 
إن هذه الطريقة ذات قيمة بمعزل تام عن التطبيق المستخدم بوصفه طريقة بدء لحل الأنظمة غير 
الخطية. (هناك تطبيقات أخرى تبحث في التمارين). 
إن الربط بين تصغير دالة من ”۸ إلى ۸ وحل نظام معادلات غير خطية هو بسبب حقيقة أن 
النظاع بعلي الصيغة FIGARO‏ 
X= 0‏ و رود )ذل 


Xn) > 0‏ ...رود مزاول 


0 طرائق التناقص الأشد انحدارا Steepest Descent Techniques‏ 


إن جذر الكلمة اتجاهد gradient‏ 
هو الكلمة اللاتينية أ0130© 
التي تعني "تسير”. وبهذا العنى 
يكون 913016014 لسطح ماهو 
معدل سرعة سيره إلى أعلى التلة. 


تعريف 9.10 


يكون حلا عند '(, ,...,: ,*) = × تمامًا عندما يكون للدالة ع المعرّفة بالصيغة 
girye A= 8 LPR FF‏ 


القيمة الصغرى صفرًا. i=1‏ 
إن طريقة التناقص الأشد انحدارًا لإيجاد قيمة محلية صغرى لدالة ما من ”۸ إلى ۴ يمكن وصفها 


1. أوجد قيمة 9 عند نقطة تقريب ابقداقية "0(7 .ر لا =0 

2. حدّد اتجامًا من "× يسهم في تقليل قيمة 8. 

3. تحرك مسافة مناسبة في هذا الاتجاه» وعبّر عن القيمة الجديدة بالرمز ×. 

4. كرّر العمليات من 1 إلى 3 باستخدام × بدلا من ×. 

قبل وصف كيفية اختيار الاتجاه الصحيح والمسافة المناسبة الواجب تحركها في هذا الاتجاه؛ 
نحتاج إلى مراجعة بعض نتائج التفاضل والتكامل. 

تنص مبرهنة القيمة القصوى 15601670 علااه/ا Ex»)‏ ©106) على أن للدالة بمتغير واحد القابلة 
للاشتقاق قيمةً صغرى نسبية» عندما تكون المشتقة صفرًا فقط. لتعميم نتيجة الدوال هذه على 
متغيرات متعددة؛ نحتاج إلى تعريف الآتي 

للدالة 18 ج ”28:18 نعبّر عن اتجاه 8 عند '(م2 ,...,2* ,1) = × بالرمز (×)8 ۷ ونعرّفه بالصيغة 


. a = (FE, FE... E) 

إن الاتجاه 9:801604 للدالة متعدد ارات يشبه مشتقة الدالة وحيدة المتغير» بمعنى أن 
الدالة المتعددة المتغيرات القابلة للاشتقاق يمكن أن تملك قيمة صغرى نسبية عند × فقط إذا كان 
اتجاهها عند × هو المتجه الأصغر. يوجد للاتجاه خاصية أخرى مهمة مرتبطة بتصغير دوال 
متعددة المتغيرات. لیکن '(,ن ,... وإله) = ۷ متجه الباب فى 1 
أي أن 1= lvl = u?‏ 
تعرف المشتقة المتجهة (1084106ء0 (directional‏ للدالة 8 على × فى اتجاه ۷ بالصيغة 

D,g(x) = lim 1) + hv) - g(x)]= 3" ٠7 g(x) 

إن المشتقة المتجهة للدالة £ على × في اتجاه ۷ تة عي الک فى فیک ا کارا 
إلى الققير في للتغير فى انجاء "+ متاك نتيجة فى بجساب التقافل:والتكامق للدوال: متعددة 
اللتغيرات تنص على أنه : عندما يكون 4 قابلًا للاشتقاق فإن الاتجاه الذي ينتج القيمة الكبرى 
للمشتقة المتجهة يحدث عندما يُختار 7 ليكون موازيًا ل (×) 9 على أن 0 # (×)ع7. ونتيجة 
لذلك يكون الاتجاه ذو النقص الأكبر في قيمة ع عند × هو الاتجاه المعطى ب (×)ع۷- (انظر 
شكل (3.10) لتوضيح حالة ع دالة بمتغيرين.) 

إن الغرض هو تقليل (×) إلى القيمة الصغرى وهي الصفرء ولذلك فإن الاختيار المناسب 
للمتجه × هو 
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شكل 3.10 





۷g )×®( (17.10)‏ - ۳× = × لثابت ما 0 < به 

تختزل المسألة الآن إلى اختيار » بحيث يصبح («كو)ع أقل كثيرًا من g)x®(‏ 
لتحديد الاختيار المناسب لقيمة »» نأخذ الدالة فى متغير واحد 

(x%)) )18 .10(‏ ووه — كماو = مار 


إن قيمة » التي تجعل ۸ أقل ما يمكن هي القيمة المطلوبة للمعادلة (17.10). 





(0يئا ,ماع مود 


إن إيجاد القيمة الصغرى للدالة ۸ يتطلّب اشتقاق 7#: ثم حلّ مسألة إيجاد الجذور لتحديد 
النقاط الحرجة ل 2# وإن هذه العملية مكلفة جدًا عمومًا. وبدلًا من ذلك تختار ثلاثة أعداد 
د» > ده > »١‏ التي نأمل أن تكون قريبة من النقطة التي تحصل عليها القيمة الصغرى للدالة 
(©)0: ثم نبني كثيرة الحدود التربيعية (:)7 التي توجد الاستكمال الداخلي للدالة ۸ عند 
1 3. نعرّف ۾ في [» ,1»] بحيث تكون (2)8 القيمة الصغرى في [» 91]» ونستخدم 
(7)8 لتقريب القيمة الصغرى ل »۸)١(‏ ثم تستخدم 8» قيمة 8 الصغرى 

ag (®)‏ - 0× — ير 
بما أن (×)ع متاح» نختار أولًا 0 = » لتقليل عمليات الحساب. بعد ذلك نجد عددًا 
ده بحيث (, )7 > (:7)6 (بما أن :© لا تجعل ۸ أصغر ما يمكن فإن عددًا مثل د» يكون 
موجودًا). أخيرًا نختار د© ليكون مساويًا ل 0:/2. 
إن القيمة الصغرى ل ۶ على [01.923] تحدث على النقطة الحرجة الوحيدة ل م أو على 
نقطة النهاية اليمنى :2؛ لأنه على افتراض (,»)ط = (ر,»), > (و»)/ = (5)0 تحدّد 
النقطة الحرجة بسهولة؛ لأن ۲ كثيرة حدود تربيعية. 
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مثال1 لإيجاد بداية معقولة لتقريب حل النظام غير الخطي 
1 
x2, x3) = 3x1 - cos(x2x3) - 5 0‏ داورل 
(xı, x2, x3) = x? - 81(x2 + 0.1(2 + sinx3 + 1.06 = 0‏ 
_ 3-م0 
E‏ 
نستخدم طريقة التناقص الأشد انحدارًا بأخذ '(0 ,0 ,0) = .×x#‏ 





1 
f(x, x2, x3) = م‎ 5152 + 20x3 + 


g(xı, رود‎ X3) = ] رود ,ندر‎ x3)]? + [ f(x, x2, x3)] + ] f5(x1, x2, ليكن 2[(و<‎ 
فان‎ 
إن‎ 


Vg(xı,x2,x3) = Vg (x) = (2000 £ 2/۵ اق‎ 3 200 Ê0, 


2 + 320 (×) ر2 + 0 20 


200 + 220 0 + 29 ( 


= 2J(x)' ١ F(x). 
20 =| |۷ عند '(0 ,0 ,0) = ۵× يكون لدينا 111.975 = (9)«)ى و = يهام‎ 
2= 29 g)×®( = )-0.0214514, - 0.0193062, 0.999583(' افترض‎ 
20 : 
adı =1 بأخذ 0 = » نحصل على 111.975 = (#ليو)م = روره - )م = 81 وكما اتفق» ضع‎ 
لكي يكون 93.5649 = (2و» - »)ع = وع وبما أن 8 > 83 نقبل 3 ونضع 0.5 = يه.‎ 
وهكذا فإن 2.53557 = (هو»ه - ")م = يم‎ 
والآن نشكل كثيرة حدود الاستكمال الداخلي لنيوتن بطريقة الفرق المقسوم الأمامي‎ 
P(e) = رع‎ + ha + h(a — a2) 
الذي يستكمل (2» - »)ع = ((™×) و جاه - »)ع‎ 


عند 0 = 1 , 5 = ده و 1 = :» ووفقا لما یلی : 
a“ =0, g8 =111.975,‏ 
22-8 


,8078 داري ,249537 حارو ,05 کوت 
Q2 - Q1‏ 
hk‏ 
oll, gS, ha E DOS, a a a AO‏ 
1ه - ويه وه — Q3‏ 
وهكذا فإن .)0.5 - به)به400.937 + 218.8780 - 111.975 = P(a)‏ 


لدينا 0 = (2')0 عندما 0.522959 = مه = » ہما أن 2.32762 = (zوں‏ - ®×٭)ع = 0ع 


أصغر من 81 و 8» نضع 
'(0.522741- ,0.0100964 ,0.0112182) = 0.5229597 - × = zرں‏ - كير ()× 
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جدول 5.10 





و 2 = (لالير)ع 

يحوي جدول (5.10) بقية النتائج؛ والحل الفعلي للنظام غير الخطي هو '(0.5235988 - ,0 ,0.5) 
ومن ثم فإن × يمكن أن يكون كافيًا لكونه تقريبًا مبدثيًا لطريقة نيوتن أو طريقة برويدن. إن من 
المناسب استخدام إحدى الطرائق سريعة التقارب في هذه المرحلة؛ لأنه يلزم إجراء (70 تكرارًا 
لطريقة التناقص الأشد انحدارًا حتى نجد أن الخوارزمية (3.10) تطبق طريقة التناقص الأشد 
انحدارًا لتقريب القيمة الصغرى للدالة 0.01 > مااع - “اا 


' 
2 × 3 بير قر ١‏ بير gx,‏ 
2 0.137860 3 -— 9 -- 1.27406 
3 0.266959 0.00551102 4 -- 1.06813 
4 0.272734 0.0811751 - 26 - 0.468309 
5 0.308689 0.020406 ¬ 0.533112 - 0.381087 
6 0.314308 0.0147046 - 0.520923 - 0.31887 
7 0.3427 9 =-_-— 1 =--— 0.287024 


للبدء بالتكرار؛ نحدّد الصفر قيمة ل » والقيمة 1 ل ». إذا كان (»)۸ < (و»)۸ نجري عمليات 
متتالية لقسمة العدد :© على 2» ونستخدم قيمة © بالتتالي حتى نحصل على ۸)٩(‏ < (»)۸ 
و *2 = و» لقيمة ما ۸. لاستخدام الطريقة لتقريب حلّ النظام 

Rass a =0‏ ا ال 


P(x, X2,..., xn) = 0 


Jn(x1, x2,..., xn) = 0 


نستخدم ببساطة 7/ ,207 بدلاً من 6. 


التناقص الأشد انحدارًا Steepest Descent‏ 
لتقزيب حل « لسألة التصغير إلى أقصى حد 
g(p) = min g(x)‏ 
إذا اعطي تقريب مبدثي ×: 
المدخلات؛ عدد 7 من المعادلات والمجاهيل؛ تقريب مبدئى الإضء..ءيه) کک ق خط 
مسموح به 701: أكبر عدد من التكرارات (التراجعات) N‏ 

المخرجات: حل تقريبى'(د ,...,21) = × أو عبارة فشل. 


ما دام (/2 > )) فنفذ الخطوات 3 - 15. 
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)8 = 81 (ملحوظة 
را ل (ملحوظة 


إذا كان 0 = 20 تحصل على المخرجات ('8/001©/11 'Zer0‏ ) التدرج الصفري. 
الخرجات ( 81 ,مل ,..-.,زند) 
( تمت العملية ء يمكن الحصول على قيمة صغرى). 


إذا كان 701/2 > وه نحصل على 
الخرجات ( لا يوجد تحسن محتمل). 
المخرجات (81 ,30 ....,1) 
( تمت العملية» ويمكن الحصول على قيمة صغرى). 


( ملحوظة: لقد استخدمت معادلة نيوتن ذات الفرق المقسوم إلى الأمام لإيجاد) 
التربين )ڊa«‏ - hıa + hza(a‏ + رع = P(a)‏ الذي يستوفي (7)0/ عند 
وه = (a = 0,a = a, a‏ 


إذا كان 701 > | رع - ع | فعندئذ تكون 
المخرجات (8 ««د ,...,1) 
( كانت العملية ناجحة). 
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المخرجات (تم تخطي العدد الأكبر من التكرارت .)١‏ 


( العملية لم تنجح). 


ا 
يوجد كثير من البدائل فى طريقة التناقص الأشد انحدارًا» ويتضمن بعضها طرائق معقدة لتحديد 
القيمة » التي تنتج القيمة الضغرئ للدالة أحادي المتغير / المعرّفة بالمعادلة (18.10). طرائق أخرى 
كثيرة تستخدم حدود تايلور ذات الأبعاد المتعددة لتحل محل الدالة الأصلية ‏ ذي المتغيرات 
المتعددة» ثم تجد القيمة الصغرى لكثيرة الحدود بدلا من 8. 

ومع وجود بعض المزايا لبعض هذه الطرائق التي شرحت» فإن طرائق التناقص الأشد جميعها 
انحدارًا ذات تقارب خطى عمومّاء ويكون التقارب فيها مستقلا عن التقريب المبدئى. 

وفى بعض حالات هذة الطراقق. يمكن أن يحصل التقارب فيها على 'قيمة ها غير القيمة الصغرى 
المطلقة للدالة ج. ويمكن الرجوع إلى [0۸] أو [۴۴] للحصول على شرح أوفى لطرائق التناقص 


الأشد انحدارًا. 





مجموعة التمارين 4.10 


EXERCISE SET 
استخدم طريقة التناقص الأشد انحدارًا آخذًا الخطأ المسموح به 005 = 701» لتقريب‎ .1 
: حلول الأنظمة غير الخطية الآتية‎ 


3x2 -×2 =0 ب.‎ 4x2 - 20x + 1x? +8 =0 أن‎ 
3x? - x? -1 =0 xx + 2x1 - 5x2 + 8 = 0 
sin(47xıX2) — 2x2 — x| =0 د.‎ In(x? +22( — sin(xıx2) = 2ها‎ +Inr ‘€ 


c08)xX2) = 0‏ + يعم 





e) + 4ex} - 2ex =0‏ — متم) 3 ج( 
2. استخدم طريقة التناقص الأشد انحدارًا آخذًا الخطأ السموح به 0.05 =701» لتقريب 


حلول الأنظمة غير الخطية الآتية: 


10x - 222 + × - ب. 0 = 5 - و22‎ 15x + ×2 - أ. 13 = ييه‎ 
8x3 + ثيه‎ - 9= 0 x2 + 10x2 — x3 = 11 
8x2x3 + 4 = 0 وج‎ - 25× = - 2 
xı + cCOS(x*ıx2x3) — 1 = 0 د.‎ xî + xîx2— xıx3 + 6= 0 ‘€ 
(1 - xı)" + x» + 0.0522 - 0.15% - 1 = 0 سوم اع‎ 0 
- x2? - 0.122 + 0.012 + قر 0 =1 ديع‎ - 2x3 = 4 


3. استخدم نتائج التمرين 1) وطريقة نيوتن لتقريب حلول الأنظمة الخطية في التمرين (1) ضمن 10-6. 
4. استخدم نتائج التمرين 2) وطريقة نيوتن لتقريب حلول الأنظمة الخطية في التمرين (2) ضمن ؟-10. 


0 طرائق الاتصال والتوفيق 





الناقل (لام7077010 4) هو تكوين 
متصل. أي دالة ينقل الفترة 
الحقيقية نقلا متصلا إلى مجموعة من 
الدوال. 


631 Homotopy and Continuation Methods 
: استخدم طريقة التناقص الأشد انحدارًا لتقريب القيم الصغرى ضمن 0.005 للدوال الآتية‎ .5 
داع‎ x2) = cos(xı + x2) + sinxı + cosx2 أ‎ 
g(x, x2) = 10022 - x2) + )1 - (2 ب.‎ 


8(xı, رود‎ X3) = Xx? + 2x} + x} - 2x12 + 2x1 - 2.5x2 - چ 2 + ود‎ 


د. 1.01 + x2, x3) = x + 2x3 + 3x}‏ ,داع 


6. أ.برهن أن كثيرة الحدود التربيعية 
ha + ha (a — a2)‏ + رع = P(e)‏ 
تعمل على استكمال الدالة / المعرّفة فى (18.10) 
eg )×®™((‏ - 2 ۽ = (»)۸ عند 0 ع وريه ريه. 


ب.أثبت أن النقطة الحرجة لكثيرة الحدود 2 تحدث عند 


Homotopy and Continuation Methods طرائق الاتصال والتوفيق‎ 


إن طرائق الاتصال i»»i0۸»هء‏ أو الناقل برمه/7707:0 للأنظمة غير الخطية تضع المسألة 

المطلوب حلّها ضمن مجموعة من المسائل. ولحل مسألة بالتحديد على الصيغة 
F(x) = 0‏ 
التي لها الحل غير المعلوم *×» نفترض عائلة Bs‏ موصوفة باستخدام وسيط ۸ تأخذ قيمتها 
في [1 ,0]. إن أي مسألة ذات حل معلوم (0)× تقابل 0 = 8؛ والمسألة ذات الحل غير المعلوم 
× = (1)× تقابل 1 = 2. 
افترض على سبيل المثال (0)× هو تقريب مبدئي لحلّ المسألة 0 = (*8)8. عرّف 
بالصيغة x R" > R"‏ ]0,1[ : © 
x) = F(x) + )1- ^) [F(x) - F(x(0)] = F(x) + (\ — 1)F(x(0) (19.10)‏ ,60 
ستحدد حلا للمعادلة 0= GQ, x)‏ 
لقيم مختلفة للوسيط ۸. 
عندما 0 = ۸ تأخذ هذه المعادلة الصيغة 
F(x) - 7)5)0((‏ = («,0)© =0 

ويكون (0)× حلًا. عندما 1 = 22 تأخذ المعادلة الصيغة 


0= G(1, x) = F(x) 2 
ويكون *× = (1)× حلا.‎ 


إن الدالة © مع الوسيط ۸ تزودنا بعائلة من الدوال التي تقودنا من القيمة المعلومة (0)× إلى الحل 


.5)1( = ×“ 
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مبرهنة 10.10 


إن الدالة © تسمى ناقلاً )nomotopy(‏ بين الدالة F)x( - F)x)0((‏ = (< ,6)0 والدالة x) = F(x)‏ ,6(1 

إن مسألة الاتصال (continuation)‏ هي ”لتحديد طريقة للسير من حل معلوم (0)× للمعادلة 

- (×,6)0 إلى حل غير معلوم ** = (1)× للمعادلة 0= (6)1,2 التي تحلّ 0 = ۴)۵۵”. 

نفترض أولا أن ()× هو الحل الوحيد للمعادلة 

20.10( 0 = 8 ,60 لكل [1 ,0] € ۸ 

يمكن النظر إلى المجموعة (1 > ۸ > 0 | (0×] ذات الوسيط بوصفها منحنى فى "۸ من (0)× إلى 

"× = (1)× . وتجد طريقة الاتصال متتالية من الخطوات على هذا المنحنى مقابلة ل م( )×x0‏ 

یک 1 کے عب #4 >0 دور 

إذا كانت الدوال (0)× + 7 و 6 قابلة للاشتقاق فإن اشتقاق المعادلة (20.10) بالنسبة إلى يعطى 
((0< ,)36 (0) ,8060 


)0× + =0 
ولإيجاد (0'/<: نحصل على 3 
x0)‏ ,360 1 0× ينمت |_ = )0 
AE x a‏ 
إن هذا نظام من المعادلات التفاضلية بحالة ابتدائية (0)×. 


60, x()) = F(xA) + A - 1)F(x(0)) ا‎ 


يمكننا تحديد كل من 














e) e) ّ 1 
2 4 3 
:)حت‎ E a ۸ 
e x0) = | 3 g0 ا الاي‎ 
٤ : : 
2 (<0) 37 (x00) 2 2 00) 
۸, x0 فوفة جاكوبيان‎ 
926) ا‎ )) - F(x(0)) مصفوفة جاكوبيان و‎ 


ولذلك فإن نظام المعادلات التفاضلية يصبح 

0<۸s1 J «0( - -]7)0(( [-!1))0(( )21.10( 

بالحالة الابتدائية (0)×. ١‏ 

إن مبرهنة الآتية تعطي الشروط التي بموجبها يمكن استخدام طريقة الاتصال. 
(انظر [230-231 .مم ,@0] ). 


لیکن (۴)۸ قابلاً للاشتقاق على نحو متصل لكل ۸ © *. افترض أن مصفوفة جاكوبيان (»)[ لها 
معكوس (لها نظير ضربي) ل "18 © × جميعهاء ويوجد ثابت 14 بحيث 34 > |1 (7)5 | لجميع 
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٤ 1”‏ ×. عندئذ يوجد لكل ”8 »© (0)× دالة وحيدة (۸)× بحيث 0 = ((5)0 ,6)۸ ل۸ جميعها في 
11 ,0[. 
وبالإضافة إلى ذلك فإن ()× قابلة للاشتقاق على نحو متصل» ويكون 

" ۸ € ]0,1[ لکل‎ ×*)( = - J)x0(( 'F)x)0( 
ويُظهر المثال الآتي صيغة نظام المعادلات التفاضلية المرتبط بنظام معادلات غير خطية.‎ 


افترض أن النظام غير الخطي 
f(x, x2, x3) = 3x1 - cos(x2x3) - 0.5 = 0‏ 
f(x, x2, x3) = x? — 81(x2 + 0.1)? + sin x3 + 1.06 = 0‏ 


107 — 
7 532 





f(x, x2, x3) = 52م‎ + 20x3 + 


إن مصفوفة جاكوبيان هي 


: ور‎ Sİn X2X3 x2 Sin X2X3 
J) = 2x1 —162)x2 + 0.1( COS 13 
يت 2 و ريات‎ 62 20 


افترض أن '(0 ,0 ,0) = (0)× ليصبح 
5 
F(x(0)) = | 25‏ 
107/3 


نظام المعادلات التفاضلية هو 


100) 3 ملو ود‎ X2X3 x2 Sin xX2X3 ل‎ 
11000 |= - 2x1 —162)x2 + 0.1( COS X3 0.25 
ل‎ 20000) — x2 ^*2 — xe 2 20 107/3 


وإن نظام المعادلات التفاضلية الذي نحتاج إلى حله فيما يتعلق بمسألة الاتصال التي لدينا 
يكون عمومًا على الصيغة 


1 0ن‎ ) 
7 = 01 gg Xo 2,۰ Xn 
dxa 
3 = P(A, X1, X2, ..., Xn) 
ته‎ 





لوقع جو ووه جلاع 01 
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ea) fı(x(0) 
E E _, | 0« 

: لاد ب يوه : 
(22.10) ((0) و ٠0. Xn)‏ :361 )بره 


لكي نستخدم طريقة رونج - كوتا من الرتبة الرابعة لحل هذا النظام؛ نختار أولّا عددًا صحيحًا 
N < 0‏ ونفترض N‏ /(0 -1) = ۸. نجزئ الفترة [1 ,0] إلى من الفترات الجزئية بنقاط الشبكة 
مز در لكل N‏ ....,آ,0 دل 
نستخدم الرمز ا" ليعبر عن تقريب ل (ز0): لكل N‏ ,...,1 ,0 = روه ,...,1 = ا 
وللحالات الابتدائية نفترض 

wı,0 = x1(0), وروسة‎ = x2(0), ..., Wn, = xn(0). 
W1,j+1, W2,j+19 °<, Wn,j+1 ,ز1 قد كه نحصل على‎ W2 >, Wn افترض أن‎ 


باستخدام المعادلات (زروظا ,... ,زوللا ,زرالا رزة) به8 = را لكل ۸ ,...,2 ,1 = ق, 


h 1 1 1 
gy + gk, زوللا‎ + 3k12 Rg kn) 


kai = ho; 86 2 


RE لل‎ 


1 1 1 
, Wiy FF ريوط وزروا-‎ F 2K22, Wn, عد‎ kan) 


h 
دروا‎ ho; 6 += 2 2 


2 


لكل 12 
K3,n)‏ + زرمللا W2,j + K32,...,‏ وروا + ررس +h,‏ ر() رهط = رو] 


هق سوا كا 


Wi,j+1 = ل + ررس‎ (kı, + 2k2,i + رول‎ + K4,i) وأخيرًا‎ 
2 See لكل‎ 
نستخدم التعبير المتجهى‎ 
4 12 k3,1 ka,1 
kı2 k22 k3,2 142 
kı = 4 حدايظ,‎ 5 ,kو‎ = ,k = 
Kkı,n K2.n K3,n Rin 
و‎ 
W1, 
زوللا‎ 
درو‎ : 
Wn, j 


لكي نيشط الشرح: 


0 طرائق الاتصال والتوفيق 


مثال 2 


635 Homotopy and Continuation Methods 


تعطينا المعادلة (22.10) 80 = (20)< = (5)0 ولكل SFr N‏ 
٠... , Wn,j)‏ وز 1للة وزة) يري 


P(A j, وزراظا‎ <<<, Wn,j) 


kı =h = h[-J(wı,j,..., Wn,j)] ` F(x(0) 


QnA js W1, j: ۰<, Wn,j) 
= h[ - J(w;)] F(x(0); 


5 
= |] ( 3 (| F(0); 


الى 
(wv + (| F(x(0));‏ ]| 5 
kı = h[ - J (wj + k»)] F(x(0));‏ 
(kı + 2k» + 2k; + k4)‏ ل + x(j+ı) = xj) + (kı + 2k» + 2k + kı) = wj‏ 
وأخيرًا يكون (1)× = (, )× هو التقريب ل **×. 
تقزب حل: الغا 
ا 1 0 = 0.5 — f(x, x2, x3) = 3x1 - cos(x2x3)‏ 


(x1, x2, x3) = x? — 81(x2 + 0.1(2 + وده‎ + 1.06 = 0 
107 — 3 





0= 
إن مصفوفة جاكوبيان هي 


(x1, رود‎ x3) = e 512 + 20x3 + 


3 ور‎ Sİn X2X3 ور‎ Sin X2X3 
J(5) = 2x1 -162)x2 + 0.1( COS X3 
— x2 2 — xe 2 20 


ضع '(0 ,0 ,0) = (0)×؛ لكي يكون 
F(x(0)) = )- 1.5, 0.25, 107/3)’‏ 


بأخذ 4 N=‏ و 0.25 =۸ نحصل على 


3 


3 0 8 5 
kı = ام‎ J(x®)]7F(x(0)) = 0.25 | 0 -162 1 0.25 
0 0 20 107/3 


= (0.125, - 0.004222203325, - 0.1308996939(' 


k2 = h[- J(0.0625, - 0.002111101663, - 0.06544984695)[ (1.5, 0.25, 107/3) 
3 -0.9043289149 x 1075 -0.2916936196 x 1076| "| -1.5 
= 5 0.125 - 15.8580153 0.9978589232 0.25 


0.002111389 ¬ 0.062582476 20 107/3 
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= )0.1249999773, - 0.003311761993, - 0.1309232406(' 

'(107/3 ,0.25 ,1.5 -) 1 0.0654616203([7 - ,0.001655880997 - ,0.06249998865) 7 -]م = يها 
'(0.130920346 - ,0.003296244825 - ,0.1249999844) = 

h[- J(0.1249999844, - 0.003296244825, - 0.130920346([71)- 1.5, 0.25, 107/3('‏ = با 
'(0.1309346977 - ,0.00230206762 - ,0.1249998945( = 


x(Aı) = wı = wo + بعلل‎ + 2k2 + 2k; + kı] 
(0.1249999697, - 0.00329004743, - 0.1309202608(' . 

وبالاستمرا ار نحصل على 
x(\2) = w2 = (0.2499997679, - 0.004507400128, - 0.26185576 19( °‏ 


x(\3) = وى‎ = (0.3749996956, - 0.003430352103, - 0.3927634423(' 
x(\4) = x(1) = wı = (0.4999999954, 0.126782 x 1077, -0.5235987758(' . 


إن النتائج التي حصلنا عليها هنا دقيقة جدًا؛ لأن الإجابة الفعلية هي '(0.52359877 - ,0 ,0.5) 
تقريبًا. ل 
في طريقة رونج - كوتا من الرتبة الرابعة» يتطلب حساب كل ر۷ إيجاد معكوس المصفوفة أربع 
مرات» واحدة عند حساب كل من .k43,2,‏ وهكذا فإن استخدام ۸ خطوة يتطلب 4۷ من 
معكوس المصفوفات. وبالمقارنة فإن طريقة نيوتن تتطلب إيجاد 0 المصفوفة في كل تكرار. 
ولذلك فإن العمل المطلوب في طريقة رونج - كوتا يساوي 4۷ تقر من التكرارات في طريقة 
نيوتن. 
ويكون أحد البدائل باستخدام طريقة رونج - كوتا من الرتبة الثانية مثل طريقة أويلر المعدّلة» 
أو حتى طريقة أويلر لتخفيض عدد مرات إيجاد المعكوس. وهناك إمكانية ثانية باستخدام قيم 
۷ صغيرة. ويشرح المثال الآتي هذه الأفكار. 
مثال 3 يلخص جدول 6.10) المقارنة بين طريقة أويلر وطريقة النقطة الوسيطية وطريقة رونج - كوتا من 
الرتبة الرابعة عند تطبيق هذه الطرائق في المثال (2) بأخذ التقريب المبدثي /(0 ,0 ,0) = (0). « 


جدول 6.10 
الطريقة 

يولر 

يولر 

النقطة المتوسطة 
النقطة المتوسطة 
رونج-كوتا 
رونج-كوتا 


3 


x(1)‏ عدد عمليات الانعكاس 


(0.5, -0.0168888133, - 0.5235987755(' 
(0.499999379, - 0.004309160698, - 0.523679652) 
(0.4999966628, - 0.00040240435, - 0.523815371)“ 
(0.500000066, - 0.00001760089, - 0.5236127761(' 

)0.4999989843, - 0.1676151 x 10-5,-0.5235989561(' 
(0.4999999954, 0.126782 x 10-7, - 0.5235987758(' 


m~‏ دم مه الى ب 


سرجه سر الح ت کې 


يمكن استخدام طريقة يقة الاتصال بوصفها طريقة منفصلة لا تتطلب اختيارًا جيدًا خصوصًا للمتجه 


0 طرائق الاتصال والتوفيق 
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(0)×. وعلى كل حال يمكن استخدام الطريقة لتعطي تقريبًا مبدثيًا لطريقة نيوتن أو برويدن. 
فعلى سبيل المثال إن النتيجة التي حصلنا عليها في مثال 2) باستخدام طريقة أويلر و 2= ۸ 
يمكن أن تكون كافية للبدء بطريقتي نيوتن أو برويدن الأكثر كفاءة» وتكون أفضل لهذا الغرض 
من طرائق الاتصال التى تتطلب حسابًا أكثر. 
نلاحظ في طرائق رونج - كوتا أن الخطوات مماثلة لِ 
((1)0! [( طبه + kı = h[—J(x(:)‏ 

ويمكن كتابتها بوصفها حلا للنظام الخطي 

Kk: للمتجه‎ J (x(A:) + ai-ıKi-ı)ki = —hF(x(0)) 
Continuation Algorithm خوارزمية الاتصال‎ 

لإيجاد تقريب حل النظام غير الخطي 0 = ۴)١‏ عندما يعطي تقريبًا مبدثيًا »» 

المدخلات: عدد 7 من المعادلات والمجاهيل» عدد صحيح 0< »۸N‏ تقريب مبدئى 
Xn)’‏ .روه (X1,‏ دع 
المخرجات: حل تقريبي '(ررد ,...,ود ,د) = ×. 


b= 10م‎ 


ع A= J)‏ 
حل النظام الخطي 8 = kھ‏ لإيجاد إ. 


A = »)ل‎ + kı) 
2 حل النظام الخطيط = ر۸ لإيجاد‎ 


ضع (وعا + A = J)»‏ 
حل النظام الخطيط = ۸ لإيجاد و۔ 


ضع ) A= J(x+k‏ 
حل النظام الخطي 8 = دعاق لإيجاد .k‏ 


EXERCISE SET 


f(x, x2) = x? - x} + 2x2 = 0 


f(x, x2) = 2x + x - 6=0 
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حلان '(2.179355825 ,0.625204094) و '(1.334532188 - ,2.109511920( 
استخدم طريقة الاتصال وطريقة أويلر حيث 2 - 7 لتقريب هذين الحلين حيث 
أ. )0 ,0( = x(0)‏ ب. “(1,1) = (0)× ج. '(2-,3) = )0(× 
2. كرّر التمرين (1) باستخدام طريقة رونج - كوتا من الرتبة الرابعة و 1= .١‏ 
3. استخدم طريقة الاتصال وطريقة أويلر بأخذ 2 = /7 على الأنظمة غير الخطية الآتية: 





sin(47xx2) - 2x2 - x = 0 ب.‎ 4x? - 20x, + 1x3 + 8= 0 
4r-1 e; 2 ت‎ 
(3 (e - d+ 4er - 2x =0 يترد‎ + 2x1 ¬ 5x2 + 8= 0 
47 
x? + x - 37 = 0 د.‎ 3x - cos(x2x) - } = 0 ج‎ 
× = يد‎ ¬ 5= 0 4x2 - 625:2 + 2x2 - 1= 0 
Xı + ور + ير‎ - 3 > 0 10-3 





e712 + 20x + 

4. استخدم طريقة الاتصال وطريقة رونج - كوتا من الرتبة الرابعة و1 = ۸ على الأنظمة غير 
الخطية الآتية؛ باستخدام 0 = (0)× هل الإجابات هنا يمكن مقارنتها بطريقة نيوتن أم أنها 
تقريبات مبدئية مناسبة لطريقة نيوتن؟ 


5= ×2 = 0 ب.‎ xı(1 - xı) + 4x2 = 12 1 
ديد‎ 0.25(sin xı + cosx2) = 0 ر×2) + (2 رع)‎ - 3( = 5 
10 2)50( قارن مع‎ 10.2)5٥( قارن مع‎ 
10x - 222 + × - 2× - 5 - 0 د.‎ 15x + x2 - ع 13 د يبه‎ 
8x3 + 4x - 9= 0 x? + 10x2 - x; = 1 
8x23 + 4 = 0 ×3 - 25× = - 2 
10.2)64( قارن مع »10.26 قارن مع‎ 


5. كرّر التمرين (4) باستخدام التقريبات المبدئية كما يأتي: 

أ. من 10.230 ب. من (10.2)30 ج. من 10.240 د. من (10.2)40 
6. استخدم طريقة الاتصال وطريقة رونج - كوتا من الرتبة الرابعة و1 = // على التمرين (7) في 
الفصل (2.10). هل النتائج بجودة تلك التي حصلنا عليها هناك؟ 

7 كرّر التمرين (5) مستخدمًا 2= ۸. 

8. كرّر التمرين (8) في الفصل (2.10) باستخدام طريقة الاتصال وطريقة رونج - كوتا من الرتبة 
الرابعة بأخذ 1= /2. 

9. كرّر التمرين 9) في الفصل (2.10) باستخدام طريقة الاتصال وطريقة رونج - كوتا من الرتبة 
الرابعة بأخذ 2= /2. 

0. برهن أن طريقة الاتصال وطريقة أويلر بأخذ 1 = 7 تعطيان النتيجة نفسها لطريقة نيوتن 
بالتكرار الأول» أي أنه باستخدام ۳× = (0)× نحصل دائمًا على )× = (1). 

1. برهن أن الناقل المتصل (رم ه٤٥۳ ۰)۸٥‏ ((5))0 2-7 - )۴ = (« ,00 المستخدم في طريقة 
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الاتصال ضمن طريقة أويلر و 1 =۸ يكافئ أيضًا طريقة نيوتن لأي «, أي أنه بأخذ × = (0)< 
نحصل على × = (1)×. 

2. استخدم الاختصار 0118/64 ليعني طريقة الاتصال مع طريقة رونج - كوتا من الرتبة 
الرابعة. بعد إتمام التمارين (4. 5: 6 7: 8 و 9) أجب عن الأسثلة الآتية : 

ا هل 01/814 مع 1 = ۷ متقارنة مع طريقة نيوتن؟ ادعم إجابتك بالنتائج من تمارين سابقة. 
ب. هل يجب استخدام 0118164 مع 1 = N‏ بوصفها طريقة لإيجاد تقريب مبدثي لطريقة نيوتن؟ 
ادعم إجابتك بالنتائج من تمارين سابقة. 

ج. كرّر الفقرة (أ) بالطريقة 0۸۷۴۸4 مع 2= ۸. 

د. كرّر الفقرة (ب) بالطريقة 01/5164 مع 2= ۸. 
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لقد درسنا فى هذا الباب طرائق لتقريب حلول أنظمة غير خطية 


fi(x1, X2,..., xn) = 0 





f2(%1, ...رو‎ Xn) = 0 


3-0 وسور هم 1 رو 
وإن طريقة نيوتن للأنظمة تتطلب كقرييًا ذا یا ۶ O a‏ وتنتج متتالية 
x%- _ J (x%-)-1F(x(k- 1)‏ د x0‏ 


تتقارب بسرعة لحل ۴ إذا كان "× قريبًا من 8 على نحو كاف. وعلى كل حال فإن طريقة نيوتن 
تتطلب تقييمًا أو تقريبًا 2« من المشتقات الجزئية وحل نظام خطي ۸ في :7 عند كل خطوةء مما 
يتطلب (0)72 من العمليات الحسابية. وتقلل طريقة برويدن مقدار الحساب في كل خطوة دون 
التقليل من سرعة التقارب على نحو كبير. 

إن هذه الطريقة تستخدم مصفوفة جاكوبيان ر مع المصفوفة 44-1 التي يُحسب معكوسها (نظيرها 
الضربى) مباشرة عند كل خطوة. وتختزل هذه الطريقة العمليات الحسابية من (3م)0 إلى (0)02. 
وبالإضافة إلى ذلك فإن التقييمات الذالية العددية الوحيدة المطلوبة هي تقييم الدوال /. المتوفرة 
في *” من التقييمات الدّالية العددية في كل خطوة. وتتطلب طريقة برويدن أيضًا تقريبًا مبدثيًا 
جردا ال مرضت طريقة التحدر الأهند اتحذارا يوصفها طريفة للحصول على قرات اة 
جيدة لطريقتي نيوتن وبرويدن. وعلى الرغم من أن طريقة التناقص الأشد انحدارًا لا تعطي 
متتالية سريعة التقارب» فإنها لا تتطلب تقريبًا مبدثيًا جيدًا. 

إن طريقة التناقص الأشد انحدارًا تقرّب القيمة الصغرى لدالة كثيرة المتغيرات 8. ولغرض التطبيق 
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لخدن 4 xn) = DSi, xa...‏ .رود 8(X1,‏ 
إن القيمة الصغرى للدالة 8 هي 20 التي تحدث عندما تكون الدوال 6. أصفارًا على نحو مؤقت. 
وتستخدم طرائق الاتصال الل المتصل ايشا للأنظمة غير الخطية» وهي موضوع البحوث 
لجارية. (انظر [۸6]). تتضمن هذه الطرائق مسألة معطاة 
F(x) = 0‏ 

في عائلة مسائل أحادية الوسيط باستخدام الوسيط ۸ التي تأخذ قيمًا في [0,1]. إن المسألة 
لأصلية تقابل 1 = ۸» وأي مسألة ذات حل معلوم تقابل 0 = ۸. فعلى سبيل المثال» مجموعة 
لمسائل 

0 = ((م) - F(x) + (1 - (F(x)‏ = )× ,^)6 ل1 > ١‏ > 0 جميعها 

التى فيها المتجه الثابت "۴ © 0< تشكل ناقلا متصلا (لام000010). عندما تكون 0 = ۸ يكون 
لحل م« = (0 = ۸)×. ويكون حل المسألة الأصلية مقابلًا للمتجه (1 = 3)*» وتحاول طريقة 
لاتصال تحديد (1 = )× بحل متتالية المسائل التى تقابل 1 = 1 > ٠٠٠‏ > ۸2> ۸> 0= ۸0 
إن التقريب المبدئي لحل ١‏ 

1:)(F(x) - F(xo)) = 0‏ — 1( + طيغ 
يكون الحل (1-:1 = ۸)× 
F(xo)) =‏ — ”)بط - 1( + ايد 

إن حقيية هوبا فی نطاب ا 2۸۱۰هم ۰ تمل نظا معادلات في خطية باستخدا طرای متعددة 
للناقل المتصل . وإن طرائق الأنظمة غير الخطية في مكتبتي 8151 و ۸8 مبنية على البرنامجين 1۷8۴0 
ول1۲8 الموجودين في 5801 /١االاء‏ وهي حقيبة لجال عام. وتستخدم كلتا الطريقتين طريقة 
ليفذبرج - ماكوارد «(Levenberg - Marquardt)‏ التي هي معدل موزون من طريقةٍ نيوتن وطريقة 
لتناقص الأشد انحدارًا. ويتحيز الوزن نحو طريقة التناقص الأشد انحدارًا حتى يُكتشف تقارب 
ماء وعند ذلك الوقت ينزاح الوزن نحو طريقة نيوتن الأسرع تقاريًا. وتستخدم البرمجية 1۷8۴D‏ 
لفرق المحدود لتقريب اي وتتطلب البرمجية ل88لابا برنامج المستخدم لحساب 
لجاكوبيان. 

إن برنامج ١/8010‏ وهو M1‏ يحل نظامًا غير خطي دون استخدام جاكوبيان المزود بمستخدم. 
والبرنامج ۱٤۵۸۷‏ مماثل للبرنامج ۱٤۵۸۷۴‏ إلا أن على المستخدم أن يزوده ببرنامج فرعي لحساب 
لجاكوبيان. 

وفي مكتبة ۸۸6 نجد 0050/88 مماثلاً ل مهقلالاء والبرنامج 00558 مماثل ل 0508© 
إلا أن على المستخدم أن يزوده ببرنامج فرعي لحساب الجاكوبيان. إن البرنامج 005786 مبني 
على ل۷8۸١‏ في الحقيبة /10/5801/ا. وتحتوي ١/86‏ أيضا على تعديلات أخرى لطريقة ليفنبرج - 
ماكوراد. 
إن معالجة مستفيضة لطرائق حل أنظمة المعادلات غير الخطية يمكن الحصول عليها فى أورتيغا 
ورينبولت [08] †ا0ط"iمR‏ & 01692» وفى دينس وشنابل .Dennis & Schnabel [DenS]‏ 

أما التطويرات الحديثة على طرائق التكرار والإعادة فيمكن الحصول عليها في أرغروس 

وزيداروفسكي [AS]‏ لكا 52103101752 8 «Argyros‏ أما المعلومات عن استخدام طرائق الاتصال 
فهي متاحة في ألغور وجورج .Allgower & Georg [AG]‏ 














مسائل القيمة الحدية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية 
Problems for Ordinary Differential Equations‏ مداه /اعمولمرم8 


مقدمة 
ثمة مسألة عامة في الهندسة المدنية تتعلق بالإزاحة لقضيب ذي مقطع مستطيل وتحت تأثير 
وزن منتظم + أما نهايات القضيب فمدعومة بحيث لا يطرأ عليها أي إزاحة. 





w(x) 


المعادلة التفاضلية التى تقرب الحالة الفيزيائية هى بالصيغة 


dw 5 qx 

Fr) + 3E -1(‏ = 0 
حيث (×)۷ عبارة عن إزاحة المسافة × من النهاية اليسرى للقضيب. وتمثّل 3 .8 ,4 ١1و‏ 1 طول 
القضيب. كثافة الوزن المنتظمء معامل المرونة: الضغط على النهايات واللحظة المركزية للسكون 
على التوالى. ولا كانت الإزاحة لا تظهر عند نهايات القضيب؛ فإن لدينا شرطين حديين أيضا 

w)1( = 0 1‏ = (0)س 

وعندما يكون القضيب منتظم الكثافة: فإن حاصل الضرب £1 يكون ثابتاء وإن الحل الصحيح 
يوجد بسهولة. وعندما لا تكون الكثافة منتظمةء فإن لحظة السكون 1 عبارة عن دالة حول × 
ويتطلب الموضوع أساليب تقريب. وقد أخذ في الحسبان مسائل من هذا النوع في التمرين 7 من 
الفصل (3.11) والتمرين (6) من الفصل (4.11). 
المعادلات التفاضلية فى الباب الخامس هى من الرتبة الأولى» ولها شرط ابتدائى واحد لتحقيقه. 
وأخيرًا نرى في هذا البآب أن الأساليب يمكن تعميمها على أنظمة من المعادلاتء ثم على 
معادلات من الرتبة أعلى. ونوضح في هذا الباب كيفية تقريب حل مسائل القيمة الحدية 
ue‏ اva-oundary‏ المعادللات التفاضلية مع شروط تفرض عند نقاط مختلفة. وبالنسبة إلى المعادلات 
التفاضلية من الرتبة الأولى فيتحدد شرط واحد فقطء لذلك لا وجود للتمييز ما بين مسائل القيمة 
الابتدائية ومسائل القيمة الحدية. وسنفترض المعادلات من الرتبة الثانية مع قيمتين حديتين. 
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وتوضح المسائل الفيزيائية التي تعتمد على الموقع وليس على الزمن بدلالة المعادلات التفاضلية 
مع شروط تُفترض عند أكثر من نقطة واحدة. وتتضمن مسائل القيمة الحدية ذات النقطتين ضمن 
هذا الباب معاذلة تفاضلية من الرتبة الثانية بالصيغة 


y"= f(x,y,y), asxsb (1.1)‏ 
معًا مع الشروط الحدية 
2.1( 8 = (ظ)ر و » = مار 





The Linear Shooting Method طريقة الإطلاق الخطي‎ 1 EEE 


تعطى مبرهنة الآتية شروطًا عامة تضمن كون حل مسألة القيمة الحدية من الرتبة الثانية موجودًا 
ووحيدًا. ويمكن إيجاد برهان هذه مبرهنة في [51 ,5هااءك]. 


مبرهنة 1.11 افترض أن الدالة 4 فى مسألة القيمة الحدية 
asx Sb, y(a =a, y(b) =8‏ ,(ا,ا,ع)/ ع كر 


متصلة على المجموعة 
D={(x,y,y)|as x < b, oo < J < o0, —o < Jy < oo}‏ 

وأن كلا من المشتقتين الجزئيتين :1 و 1 متصلة على 2 أيضًا. إذا كان 

() 0 <( ,دعام لکل 2ع ('ر ,ر )x,‏ 


() وإذا وجد ۸ حيث 1 > |('ر ,۷ ,×) | لکل 2 € (ر ,ر )x,‏ 


فإنه يوجد حل وحيد لمسألة القيمة الحدية " 
مثال 1 إن مسألة القيمة الحدية 0 = (2)ر = (1)ر ,2 > + >1 ,0 = رمو + +e”‏ ”ر 

يكون لها “رصنو - 5 © - = ('ر ,ر f),‏ 

ولكون 


f(x,y, 7) = xe ™ > 0‏ و 1 > lfy(xry,y)| = | - cosy"‏ 
فإن لهذه المسألة حل وحيدًا. لا 


1 و طريقة الإطلاق الخطي 


المعادلة الخطية تتضمن فقط قوى 
خطية '( ومشتقاتها. 


تمهيدية 2.11 
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وعندما تكون (7 ١‏ ×)/ ذات صيغة 
f(x,y, y') = p(x)y' + q(x)y + r(x)‏ 
فإن المعادلة التفاضلية 
( ,۷ ,عار د ”ر 


تكون خطية. هذا النوع من المسائل كثير الظهور» وفي هذه الحالة يمكن تبسيط مبرهنة (1.11). 


إذا كانت مسألة القيمة الحدية الخطية 
6 > (0)ر ,هع مابس asx Sb,‏ ,(2)م + ر(مو+ “رمم = بر 


تحقق 
(ا) ٩)*(‏ ,(×) و ٣)×(‏ متصلة على ,[5,ه] 
q)x( < 0 )ii(‏ على [5 ,ه] 


فإن للمسألة حلا وحيدًا. 2 
لتقريب الحل الوحيد المؤمن من خلال تحقق فرضيات نتيجة (211)؛ دعنا نفترض أولا مسائل 
القيمة الابتدائية 


3.10( 76-20 ,ه-©2)6 ,> ع >4 ,(ع) + رزو + “زعم ع “كر 


و 

yJ" د‎ p(x)y'+ q(x)y, asxsb, هابر‎ - 0, y'(a) =1 (4.1D 

تضمن مبرهنة (16.5) في الفصل (9.5) في ظل فرضيات نتيجة (211) أن لكلتا المسألتين حلا 
وحيدًا. .دع y1)x(‏ يمثّل تل المعادلة (3.11) و (×)رر دل حل المعادلة (4.11)» وليكن 














0 سدم 5 
(5.11) كمه y(x) = yı(x) + y2)‏ 
لذلك فإن 
(D) , (D) „‏ / / 
ررر ©1 + رم پر = () ر ممه بي کے حك + ر = ye)‏ 
ومن ثم فإن 
yb‏ - 
)4(7 + 05م( 7 اا + q()yı + r(x)‏ + ررم = كر 
)2206 
E‏ )1(2 0 35 
+r)‏ ير £ )2(0 +( 40+ )» (i+ SET‏ 0م = 


= p(x*)y'(x) + q(x)y(x) + r(x) 
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هذا لقذف ”5100118“ بحيب 
الهدف بعد قئفة تجريبية 
في الفصل التالي رى أن السائل غير 
الخطبة تتطلب قذفات متكررة 


شكل 1.11 


واحدة 











Boundary-Yalue Problems for Ordinary Differential Equations 


الأكثر من ذلك 
وديم ددم 
y2(b)‏ 


8 - «)0( 
y2(b) 





y(a) = ya) + J2(4) = a + 


Ê8 = yı) 
()2ر‎ 
ولذلك فإن (×)ر حل وحيد لسألة القيمة الحدية الخطيةء مع وجوب كون 0 # (5):( بطبيعة‎ 

الحال. (إن 0 = (ط)در يتناقض مع فرضيات نتيجة (2.11) والمأخوذ بها في التمرين 8). 

إن طريقة إطلاق المعادلات الخطية تستند إلى استبدال مسألة القيمة الحدية الخطية بمسألتى القيمة 
الابتدائية (3.11) و (4.11). وتتوفر طرائق مختلفة من الباب الخامس لتقريب الحلين (8*)الا و (×)۷2 
وحالا تكون هذه الحلول متوفرة: فإن حلّ مسألة القيمة الحدية تقرّب باستخدام المعادلة (5.11). 
يُظهر شكل 1.1١‏ هذه الطريقة بيائيًا. 


م ع (6)رنر - مق + )رر = y(b) = yı(b) + y2)‏ 






8 ¬ (6)رع‎ ١ 


ASF 5 
,ر = زمر‎ y2) Y2 





o 
3 





تستخدم الخوارزمية (1.11) أسلوب هااا)-عع«د۸ من الرتبة الرابعة لإيجاد التقريبات إلى 
():2 و (2)۸«» ولكن يمكن حل أسلوب آخر لإيجاد تقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية في 
الخطوة 4). 
للخوارزمية خاصية إضافية وهي إيجاد التقريبات لمشتقة حل مسألة القيمة الحدية فضلاً عن إيجاد 
ذلك للمسألة نفسها. وإن استخدام الخوارزمية ليس مقتصرًا على تلك السائل التي تتطلب إمكانية 
تحقق فرضيات نتيجة «2.11)+ بل إنها تعمل في العديد من المسائل التي لا تحقق هذه الفرضيات. 
القذف الخطي 
تقريب حلّ مسألة القيمة الحدية 

=y" + p(x)y' + g(x)y + r(x) =0, (مار‎ = 6 


asx Sb. (4)مع‎ > ©, 





1 :8 طريقة الإطلاق الخطي 


١ 


ظ 
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(إرشاد: المعادلتان (3.11) و (4.11) مكتوبتان بوصفهما نظامًا من الرتبة الأولى» ومحلولتان). 
المدخلات: نقاط النهاية 5,© شروط حدية 8 ,“> عدد الفترات الفرعية 27. 
المخرجات: التقريبات :.اللا إلى (:×) و :2 إلى (:5) "2 لكل 27 ,...,1 ,0 =1 


h=(b—a)/N “ 
U1,0 = a 
142,0 = 0 
1,0 = 0 
وينا‎ =1 


kı, = hua 
kı2 = h [p(x)ua,ı + عبسلاو‎ r(x)] 
درا‎ [ua + تلظ‎ 
kı2 = h [p(x + M/2) (ua + }kı,2) 
+ q(x + (2/م‎ (uı,ı + !kı,ı) + r(x + h/2)] 
kx1 = h [2.i + 1ka,2]: 
دو‎ h [p(x + 1n) (u2. 1k22) 
+ q(x + huey, + 1k21) + r(x + n/2)] 
kı = h [uz + زمه‎ 
k42 = h [r(x + h)(uzi + ka,2) + q(x + h)(uy,i + Ka,1) + r(x + n)] 
ربزلا‎ = U, + 1 [kıı + 2k21 + 261+ الك‎ 
Mais > U2, + 1 [kı2 + 2k22 + 261+ ka,2] 


Kf, = بلاط‎ 


ka = h [p(x + h)(va,: + K$ 2) + q(x + يسان‎ + K$] 
u = ]ل + ررس‎ + 2 + 2K, + K4] 
vai = روه‎ + [Kj 2 + 2K42 + وئلة‎ + k42] 
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|! 


w1,0 = a; 
Ê - UN 


VI,N 


W200 = 


المخرجات (2,0 ,1.0 ,4). 


الاو وس + WI = ui‏ 
وناو وس + زول = W2‏ 
=a +ik;‏ ع 
المخرجات (2⁄ ,1 ,:3) ر المخرجات هى 2,1 ,1,1 X1,‏ ). 





لمسألة القيمة الحدية 
y(2)=2‏ ,1 - (1)بر ,2 كع 15 لققافة و ر 
xX ¥‏ 
حل صحيح 


2 c2 3 1 
در‎ cx + ET sin(ln x) 10 cos(ln x) 


حيث إن 


0.039207010 — تت ])2 4cos(1n‏ - (2 سل)هذة 12 - 8 ديه 


11 
c= 07 c2 حب‎ 72 


إن تطبيق الخوارزمية (1.11) لهذه المسألة يتطلب تقريب حلول مسائل القيمة الابتدائية 


2 2 sin(ln x) 
اسع عل ,يويك بيرح مه ررد ت‎ 2100-1 D0 


/ 


2 2 
1 -1)ير ,0 = )1( ,2 كعد ع1 بورك + - د ور 


8 
وتظهر نتائج الحسابات باستخدام الخوارزمية (1.11) مع 10 = N‏ و 0.1 = ۸ في جدول (1.11). 
القيمة .1“ تقرب (:×)1 » القيمة ٠1.‏ تقرب (:×)2» و :للا تقرب 


2 و‎ 2 
y(x;) = yı(x;) + ETE 


تعود النتائج الدقيقة في هذا المثال إلى أن طريقة ااا ه808 من الرتبة الرابعة تعطي 
تقريبات (“0)۸ لحلول مسائل القيمة الابتدائية. ولسوء الحظ نتيجة أخطاء التقريب؛ فمن الممكن 
أن يكون هناك مشكلات مخفية فى هذا الأسلوب. 


(:د)مر 


1« طريقة الإطلاق الخطي 


جدول 1.11 


The Linear Shooting Method 


ly (xi) — wil y(x:) Wi قرالا‎ Ui Xi 


1.00000000 1.00000000 0.00000000 1.00000000 1.0 
1.43 x 1077 1.09262930 1.09262917 0.09117986 1.00896058 11 
1.34 x 1077 1.18708484 1.13708471 0.16851175 1.03245472 12 
9.78 x 1078 1.33386 1.28333827 0.23608704 1.066745 3 
6.02 x 1073 1.38314595 1.38144589 0.29659067 1.109275 1.4 
3.06 x 1078 1.48115942 1.48115939 0.35184379 1.15830000 15 
1.08 x 1078 1.533393246 ه15‎ 5 2215 1.2124872 1.6 
5.43 x 10° 1.68501396 1.68501396 0.45131840 1.27087454 17 
5.05 x 107° 1.78889853 1.78889854 0.49711137 1.33273811 1.8 
4.41 x 107° 1.33392951 1.9392951 0.54098928 1.39750618 189 

2.00000000 2.00000000 0.58332538 1.46472815 2.0 


فإذا كانت (21)8 تزداد بتسارع مع ذهاب × من © إلى 5 فإن (21)5 >< «.ر» سيكون كبيرًا. 
وإذا كانت 6 صغيرة القيمة مقارنة ب 1,8" فإن الحد «.نا/(«..» - 8) = ونلا سيكون مقداره 
0- تقريبًا. إذن ستكون الحسابات فى الخطوة (6) 


U1,N 

WI = ره‎ F W201, FS U1, — س(‎ ( U1, 
1,N 
U1,N 

,2 ( س( — FS U2,‏ و ولاو وله حل جل = W2‏ 
V1,N‏ 


التي تسمح باحتمال فقدان مراتب عشرية معنوية بسبب الحذف. على أي حال» بما أن .1“ تقريب 
إلى (:21)3: فإن تصرف 1 يمكن رصده بسهولة» وإذا كانت .1“ تزداد بسرعة من ه إلىط فإن 
أسلوب القذف يمكن توظيفه تراجعيًًا من ۵ = 0× إلى = «×» أي حل مسائل القيمة الابتدائية 
07 من ذلك 


y" = p(x)y' +q(x)y ,(2)م+‎ asx Sb, ع (0)بر‎ 8, y'() =0 


y"= p(x)y'+ q(x)y, as xsb, y(b)= 0, y'(b) =1‏ 
فإذا كان أسلوب تراجعية القذف هذا لا يزال يعطي حذف مراتب عشرية معنوية» وإذا كانت 
الزيادة في الإحكام لا تعطي دقة أكبر» فإنه يجب استخدام أساليب أخرى مثل تلك التي تعرض 
مؤخرًا في هذا الفصل. وعمومًا إذا كان :1 و .1" تقريبيين (”0)8 إلى (1)38ا و (:×)2« على التوالي 
ولكل N‏ ,...,1 ,0 = » فإن :.اللا سيكون تقريبًا (0)۸ إلى (:×)«. وعلى نحو خاص فإن 


wı — y(x;)| > Kh" |1 شلك ب‎ 
V1,N 


عند الثابت ۸. (انظر [426 .م ,116]) 
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مجموعة التمارين 1.11 1. إن سألة القيمة الحدية EXERCISE SET‏ 
2 > (1)بر ,0 - x, 0> «> 1, y0)‏ -ر)ه د در 
لها حل × +20 -عتى)! 1)7 e(e*-‏ = (عار .استخدم طريقة يقة القذف الخطي لتقريب الحل» وقارن 
النتائج بالحل الحقيقي 


أ. مع 4 =۸ 
کا 


ب. 4 
2. إن مسألة القيمة الحدية 
ا ,0.3 -- (0)بر ,¥ >2 >0 Jy" = y+ 2y + cosx,‏ 


لها حل 3c05×(‏ + دمنواط - = (×)ر .استخدم طريقة القذف الخطي لتقريب الحل» وقارن النتائج 


3. استخدم طريقة القذف الخطي لتقريب حل مسائل القيمة الحدية الآتية: 


:8 1= (1)بر,2 = y)0(‏ ,1 > ع >0 ,3 ++2 +22 + 3y‏ -= "ر واستخدم 1 h=‏ 
ب 2 = 2ر ,3 == y)1‏ ,2 > >1 عماج ري + رگ = 7 واستخدم 0.05 = ۸ 
ج. 0 = )1ر ,1 -- (1,100 دع 05 Jy” ESE E Ê )e*,‏ واستخدم 0.1 h=‏ 
3 0 = (2)ر = (1)ر ,2 > x‏ >1 و د ارز واستخدم ]0 ذا 


4. على الرغم من أن 0 > (×) في مسائل القيمة الحدية الآتية» توجد حلول وحيدة معطاة. 
النتخدم خوارزمية الفاق الحملي لريب خلوك السائل ااا وقارن النتائج بالحلول الحقيقية : 
اأ ١)‏ 1 = (7)0 و «y"+y=0, Osx FL‏ استخدم 7 h=‏ 
الحل الحقيقي E CB 1) sin x‏ = (×)ر 
ب. 0 = )2( »,0 = هار 4y = 05 0s xs ZF,‏ + “بن استخدم h=‏ 
الحل الحقيقي 1 cos2x - mE‏ 2 - = (x)رy‏ 
ج. 2ها = )برح = (1)دة > × > 1 nx:‏ رج = د - - "بر استخدم 0.05 =۸ 
الحل الحقيقي د وا + د ا 
د. 4 - = (2)ر ,0 = (0)ر ,2 > × >0 ,× - xe"‏ + ر - ر2 = ”ر استخدم 0.2 = ۸ 
الحل الحقيقي 2 - × - 2 + et yer‏ = (×)رy‏ 
5. استخدم خوارزمية القذف الخطي لتقريب الحل "© = « لمسألة القيمة الحدية 
19 = )بر ,1= (0)بر ,1 دخ >0 y"= 100y,‏ 
استخدم 0.1,0.05 = h‏ 
6. اكتب مسألتى القيمة الابتدائية من الرتبة الثانية (3.11) و (4.11) بوصفهما أنظمة من رتبة أولى 
واشتق المعادلات الضرورية لحل الأنظمة مستخدمًا طريقة 0118ك386-1ناآ من الرتبة الرابعة للأنظمة. 
7. لتمثل » الجهد الكهربائي بين كرتين متداخلتين من المعدن بنصفي قطر ,8 و :8 حيث 
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(۸ > ۸). لقد بقى جهد الكرة الداخلية ثابتا عند ۷١‏ فولت» وجهد الكرة الخارجية هو 0 فولت. 
والجهد فى المنطقة ما بين الكرتين محكوم بمعادلة لابلاس التى تنخفض فى هذا التطبيق 





خصوصًا إلى 
24 02 
0 = هاس ابل = u(Rı)‏ بو دع كاه ,0 لسن 2 
افترض أن هذ4 = د۸ , ه21 = ,۸ و 110 = ,1 فولت 
أ. قرّب (3)» مستخدمًا خوارزمية القذف الخطى. 
VıRı R-Fr‏ 
5 . قارن نتائج الفقرة (أ) بالجهد الحقيقي 3« عندما ( ج ) a‏ 


8. أثبت من خلال فرضية نتيجة (2.11) أنه إذا كان ۷2 حلا ل <(2)؟ + 'ر(×)م = "ر 
و0 = ((اور = (0)در » فإن 0 = ود, 
9. افترض مسألة القيمة الحدية 
Faye USERS ANOS . FSB‏ 
أوجد اختيارات ل ( و 8 بحيث تكون مسألة القيمة الحدية: 
للها ˆ 
ب. لها حل واحد بالضبط. 
ج. لها حلول لانهائية 
0. حاول تطبيق التمرين (9) لمسألة القيمة الحدية. 
y(b) = 8‏ ,0= (0)بر ,م 5ع 05 y"'-y=0,‏ 


ماذا يحدث؟ كيف ترتبط المسألتان بالنتيجة (2.11)؟ 





طريقة قذف المسائل اللاخطية 

The shooting Method for Nonlinear Problems 
إن أسلوب قذف مسألة القيمة الحدية غير الخطية من الرتبة الثانية‎ 

y= f(x), asxSb, y(@=a, y(b)=8 (6.1 


مشابه للأسلوب الخطي» إلا أن حل المسألة غير الخطية لا يمكن وضعه بصيغة تركيب خطي 
لحلول مسألتي القيمة الابتدائية. وبدلا من ذلك نقرّب حل مسألة القيمة الحدية باستخدام 
الحلول لتتالية من مسائل القيمة الابتدائية تتضمن المتغيرة أ. هذه المسائل لها الصيغة 


(7.1D‏ > - هابر به f(x,y), asxsb, y(a=‏ در 
نؤدي هذا باختيار المتغيرات »ا = 1 بطريقة تضمن كون 
im y(b, 1) = y(b) = 6‏ 
0-1 ء 2 0-4 3 
حيث يمثل 12 ,*)ا حل مسألة القيمة الحدية (7.11) مع »ا = ۲» ويمثل (*) حلّ مسألة القيمة 
الحدية (6.11). 
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طرق القذف لمسائل لاخطية تتطلب إن هذا الأسلوب يسمى طريقة “القذف”؛ من خلال التوافق مع عملية إطلاق مقذوفات على هدف 
تكرارات" للوصول إلى البندك. مستقر. (انظر شكل 211) إننا نبدأ بمعلمة تحدد الصعود الابتدائى» الذي عنده ينطلق المقذوف 
من النقطة (©:4) وعلى امتداد المنحنى الموضح من خلال حل مسألة القيمة الابتدائية 


f(x,y,y), asx Sb, y(a@ =a, y'(a) = to‏ ع كر 


شکل 2.11 





- 
چ 











فإذا لم تكن (10 ,7)5 قريبة بما يكفي من 8 نصح تقريبنا باختيار تصعيدين 1 ,4» وهكذا حتى 
تكون (7)5,1 قريبة بما يكفى من إصابة 6. «انظر شكل 3.11) 





3.11 شكل‎ 
24 
,قار‎ 12) 
y(b. 1) 
Yb, 1t) + 
y(b, to) + 
« 
+ + ج‎ 
a b x 








ولتحديد المتغيرة #؛ افترض أن مسألة القيمة الحدية بصيغة (6.11) تحقق فرضيات مبرهنة 
٠.10‏ فإذا كانت (7)*,4 تمثل حل مسألة القيمة الابتدائية (7.11) فسنحدد بعد ذلك ۲ مع 
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8.12) 0= م - ,قار 
هذه معادلة لاخطية من النوع المعتمد د في الباب الثاني » لذا فإن عددًا من الطرائق متوفر. 
لاستخدام طريقة القطع 2 لحل السألة؛ نحتا اج إلى اختيار تقريبين ابتدائيين 50 و »٤1‏ ثم 


توليد الحدود المتبقية من المتتالية من خلال 
)1-2 = )ةم = fe-1)‏ ,6ن 


RT yO السيا‎ E 
. لاستخدام طريقة نيوتن الأقوى لتوليد المتتالية (4]؛ نحتاج إلى تقريب ابتدائي واحد فقط‎ 
وعلى أي حال فإن للإعادة الصيغة‎ 
EAS Y(D,te-1) =8 
(dy/d)(b, t«-ı) 069.11 


وتتطلب معلومات عن (47/4/()5,1-1). ويعد هذا صعبًا؛ لأن التمثيل الواضح ل (/,7)5 غير 
معروف» ونحن نعرف القيم (رحئ ,)< , ...,ل(ظ ,)ر ,(10 ,)ر فقط. 

افترض أننا أعدنا كتابة مسألة القيمة الابتدائية (7.11)» مؤكدين أن الحلَّ يعتمد على كل من 
× والمعلمة /: 

Sad =a, ya = 01D‏ :3ع 6ه Fryer, YN),‏ >( وار 
لقد أبقينا الصيغة الرئيسة التي تعبر عن الاشتقاق بالنسبة إلى *. ولأننا نحتاج إلى تحديد 
(42/415,1) عندما 1-١‏ = » نأخذ أولًا المشتقة الجزثية للمعادلة (10.11) بالنسبة إلى ۲. وهذا 
يؤدي إلى أن 


/ 


2 20 / 
2 1( = 3, (x, y(x, t), y'(x, 1)) 
= e, y(x, ), y'(x, 1)) «+ د‎ y(x, ©, y'(x, 2(( لد‎ 1) 


+ Ee, LEAS 5ت م‎ 1) 


ا مستقلتين؛ فإن 0 = 0×/31 وإن 
af‏ 


3 E (= 3y YE: DB. Y(t: N Zr, 1) + Ste, y(x,t), y'(x, 0» Zor, 40 


(11.11) 
عند 5 > × > ۾. وتعطي الشروط الابتدائية 
Qy’ 3 dy 2‏ 
0 = 2 بج 3 sesa‏ 
وإذا بسّطنا الصيغة باستخدام (2)*,4 لتمثيل(/,*)(/07/9), وافترضنا إمكانية عكس ترتيب 
الاشتقاق ل × و ۲ فإن المعادلة (11.11) مع الشروط الابتدائية تصبح مسألة للقيمة الابتدائية 
a a‏ 
(x,1) = e, y, y)z(x, ) + 2 y, y)z(x, 1) (12.11‏ 2 
ره 20 


z(a,t) =1‏ ,0 - 2بهماج ,5 > ده 
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وبذلك فإن طريقة نيوتن تتطلب حل مسألتى القيمة الابتدائية (10.11) و 12.11) لكل إعادة. 
لذلك نحصل من المعادلة (9.11) على 
Y(D, fk-1) -86‏ 


13.11 ا خخ = ا 
BR) AN‏ دون E‏ 


وبالطبع لا يكون حل أيٍّ من مسائل القيمة الابتدائية هذه دقيقاء وإن الحلول مقربة بإحدى 
الطرائق الموضحة في الباب الخامس. تستخدم الخوارزمية (2.11) طريقة 4اا -ه6عها1 من 
الرتبة الرابعة لتقريب كلا الحلين اللذين تتطلبهما طريقة نيوتن. ويؤخذ في الحسبان عملية 
مماثلة لطريقة القطع في التمرين (5). : 
القذف غير الخطي مع طريقة نيوتن 
لتقريب حل مسألة القيمة الحدية غير الخطية 

f(x,y,y), asx Sb, y(a =a, y(b) =8‏ د كر 


( إرشاد: المعادلتان (10.11) و (12.11) مكتوبتان على صورة أنظمة من الرتبة الأولى» ومحلولتان). 
المدخلات: نقاط النهاية أ ,©؛ شروط حدية .2 عدد الفترات الفرعية 2 < ۸» حد سماح 701 
أكبر عدد من التكرارات 4ل. 

المخرجات: التقريب ۷1,١:‏ 5 إلى (:×) و :۷2 إلى (::<)"2 لكل ١‏ ,...,1 ,0 = : أو عبارة تفيد بأن 
أكبر عدد من التكرارات تم تجاوزه. 


h= )(- /(ه‎ 
=1 
TK = (8 - a)/(b — a) 


(إرشاد: يمكن أن يكون 7۸ مدخلا أيضا) 


عند لاد ,...,1 = اء نفذ الخطوتين 5 و 6. 
(تستخدم طريقة 110186-16:01/4 للأنظمة في الخطوتين 5 و 6). 

x= a+ (i 

kı1 = MWz,i-1 

kı,2 = hf (x, W.-W, i-1) 

kı = h (Wa,ı-1 + لبط‎ 

kaa = hf (x + hy Wy,i-1 + kur Wai-1 + $k, 2) 

:لط حديه) = ka,ı‏ 

kaa = hf (x + hr Wi + ka Wa;-1 + k2) 

ka,ı = h(Wa. i-1 + k32) 

ka2 = hf(x + وطلاب‎ + kau Wa i-1 + k32) 
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مثال 1 


wı,i = ررضة‎ + (Kı, + 2Kk2,1 + 2k3,1 + 6 
روس = روس‎ + (kı,2 + 2k2,2 + 2k3,2 + k4,2)/6 
Kı = hua 
Kia = hlfy(x, Wi.i-1, W2.i-1)41 
+ fy (x, W1,i-1, W2,i-1)42] 
Kk, = h [ua + $k 2] 
aR [f(x + hn, روما رثا‎ (u + 1K.) 
+ fy + Jh, ررس‎ W2.i-1) (U2 + 4 2)] 
K$ = h (ua + K$») 
Ka = h [fy + Bh, موس‎ wai-1) (u + K4) 
+ fy(x + ,رس ,لاط‎ wai-1) (2 + $ 2)] 
Kı = h(ua +K 2) 
kya = h [f(x +h, w-1, لبس‎ (%ı + K4) 
+ fy(x +h, بيس‎ wai-1) (%2 + K$ 2)] 
u = u + ]ل‎ + 2K, + 2K, لبوا‎ 
يه = يه‎ + [Kj 2 + 2K 2 + 2K42 + لون‎ 
.9 إذا كانت 701 > |8 - ,۷1| فنفذ الخطوتين 8 و‎ 


عند لل ,...,1 ,0 = > ضع x= a+ ih‏ 
المخرجات (02,1 ,01,1 ,:3) 


(لقد اكتملت العملية.) 
چڪ 
Win < 8‏ 


TK = TK-— 
0 


(استخدمت طريقة نيوتن في حساب 1[6). 
k= k+1‏ 


اللخرجات (تم تجاوز أكبر عدد من التكرارات). 
(كانت العملية عير ناجحة). توقف. 


القيمة 776 = ٠‏ التي اختيرت في الخطوة (1) هي ميل الخط المستقيم عبر النقطتين e‏ 
و(5.6) فإذا كانت المسألة تحقق تحقق فرضيات مبرهنة (1.11) فإن أي اختيار ل ٠‏ سيعطي تقاريًا 
ولكن الاختيار الجيد ل 70 سيحسن التقارب» وإن العملية سوف تعمل في العديد من المسائل 
التي لا تحقق هذه الفرضيات. 
افترض مسألة القيمة الحدية 

£ = (3)ر ,17 -(1)بر ,3 > >1 ,رر - ×2 +1)32 = ”ر 
التي لها حل صح x2 + 16/x‏ = (×)ره 
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إن تطبيق طريقة القذف المعطاة في الخوارزمية 2.11 على هذه المسألة يتطلب حلول تقريب 
لمسائل القيمة الابتدائية 
y)1( = »‏ ,17 =(1)ر ,3 >ع >1 ,رر - 2x‏ +1)32 = ”ر 


a a 
2" - و9‎ TES جود‎ yz), 1> >ع‎ 3, z(1)=0, 7(1) =1 
ay ay 8 
عند كل خطوة فى التكرار. وإذا تطلب أسلوب التوقف أن‎ 
)مسا|‎ - y(3)| > 1075 


فإننا نحتاج إذن إلى أربع تكرارات» وإن 14.000203 - = .٠‏ وإن النتائج المستخرجة عند قيمة 


ا مبينة فى جدول (2.11. ل 
جدول 2.11 | )م - y(x) wı,‏ :اللا Xi‏ 
17.000000 17.000000 10 
10-5 × 4.06 15.753455 15.75345 1.1 
x 1075‏ 5.60 14.773333 14.739 12 
x 10-5‏ 5.94 13.997692 13.997752 1.3 
x 1075‏ 5.71 13.388571 13.38869 1.4 
x 10-5‏ 5.23 12.916667 12.916719 1.5 
10-5 × 4.64 12.560000 12.560046 1.6 
x 1075‏ 4.02 12.301765 12.301805 1.7 
x 10-5‏ 3.14 12.128889 12.128923 1.8 
10-5 × 2.84 12.031053 12.031081 1.9 
10-5 × 2.32 12.000000 12.000023 2.0 
10-5 × 1.84 12.029048 12.029066 21 
x 10-5‏ 1.40 12.11277 12.112741 2.2 
x 10-5‏ 1.01 12.24652 12.24652 2.3 
x 10-6‏ 6.68 12.426607 12.42663 2.4 
x 106‏ 3.61 12.650000 12.650004 2.5 
x 107‏ 9.17 12.913845 12.92387 2.6 
x 10-6‏ 1.43 13.215926 13.215924 27 
x 10-6‏ 3.46 13.5346 13.554282 2.8 
106 +521 13.927241 12.6 2.9 
x 10-6‏ 6.69 14.3333 14.337 3.0 


وعلى الرغم من أن استخدام طريقة نيوتن مع أسلوب القذف يتطلب حل مسألة إضافية للقيمة 
الابتدائية» فإنها ستعطي تقاربًا أسرع عمومًا مما هو الحال في طريقة القطع. وكلتا الطريقتين 
متقاربتان محليا؛ لأنهما تتطلبان تقريبات ابتدائية جيدة. ولناقشة التقارب فى أساليب القذف 
لمسائل لاخطية مناقشة تامة؛ نوجه القارئ إلى الكتاب المتميز لمؤلفه [11 ,5ه1اء؟1] 166اءك1. وقد 
نوقش في ذلك المرجع شروط حدية أعمّ. انظر أيضًا أن أسلوب القذف حساس تجاه أخطاء 
التقريب» وخصوصًا إذا كان الحل (×)« و (/,*)2 عبارة عن دوال سريعة التزايد ل × على الفترة 
.[a, 5[‏ 
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EXERCISE SET 2.11 مجموعة التمارين‎ 


1. استخدم خوارزمية القذف غير الخطي مع 0.5 = ۸ لتقريب حلّ مسألة القوة الحدية 
2 = (2)ر ,0 =(1)ر ,2> × >1 nx,‏ جر - (ر) -= "ر 
قارن نتائجك بالحل الحقيقى مما = ر . 
2. استخدم خوارزمية القذف غير الخطي مع 0.25 = ۸ لتقريب حل مسألة القوة الحدية 
4 = (0)ر ,كع عابر ,0 دع >1- ,2= "ر 

قارن نتائجك بالحلّ الحقيقى (3 + *)/! = (*)ا . 
3. استخدم طريقة القذف غير الخطي مع *-10 = 101 لتقريب حل مسائل القوة الحدية الآتية: 
الحل الحقيقى موجود لقارنة نتائجك. 
أ 0 = (2)ر ,3 = (1)ر ,2> ع2 >1 ,رر - ر = ”ر »استخدم ;0.2 h=‏ 

الحل الحقيقى !-(1 + +) = (×)ر 
اب. و = 2)ر,2 = (1)ر,2 > × >1 ,×2 - رم - 3ر2 = ”ر»استخدم :0.2 = ۸ 

الحل الحقيقي ١-م‏ + × = (»)ر 
y)3( = + In 3.‏ ,102 + ! = (2)ر ,3 > × > 2 ,اجر - 2)y- nx)‏ + ر = ”ر»استخدم 0.2 h=‏ 

الحل الحقيقي دما + y(x) = x7!‏ 


د. 256 y)2( = 1n‏ ,0 = (1 )ر ,2 > × > 1 4x6[/×5,‏ + ?ر9 - ('ر)x]‏ = (»استخدم 0.1 = ۸ 


الحل الحقيقى y(x) = x3 Inx‏ 
4. استخدم طريقة القذف غير الخطي مع “10 = 701 لتقريب حلٌ مسائل القوة الحدية الآتية: 
الحل الحقيقي موجود لقارنة نتائجك. 
|. ‡ = (2)ر ,3 = (1)ر,2 > × 15 ,رر - ر = "ر» استخدم 0.1 = ۸ 
الحل الحقيقى '-(1 ++) = (×)ر 
ب. 3 = (2)ر ,2 = (1)ر ,2 > × >1 ,×2 - ر6 - 3ر2 = "ر» استخدم 0.1 h=‏ 


الحل الحقيقى ' "× + × = (×)ر 


ج١3‏ هل + و = (3)ر ,12 + 1 = (2)ر ,3 > × > 1,2 x‏ - 3(دما - 2)y‏ + ر = ”ر »استخدم 0.1 h=‏ 
الحل ا ي يرم[ + x"‏ = (×x)رy‏ 

د. 256ها = y)2(‏ ,0 = (1)ر ,2 > × >1 ,تي/[كيه + ر9 - ()×] = "(» استخدم 0.05 = ۸ 
الحل الحقيقى y(x) = x Inx‏ 

5. أ.غيّر الخوارزمية (2.11) لتضمينها طريقة القاطع بدلا من طريقة نيوتن. استخدم 

fı = to + (B - y(b,1o))/(b و (ه-‎ 1o = (8 - a)/(b — a) 

ب.كرّر التمرين(أ)4 و (+)4 مستخدمًا خوارزمية القاطع للفقرة (أ)» وقارن بين عدد مرات التكرار 

التي تتطلبها كل طريقة. 

5 1 Van der Pol إن معادلة‎ .6 

0 <س ,0ج برع رن - كس كر 

تتحكم في تدفق التيار في أنبوب تفريغ مع ثلاثة عناصر داخلية. لیکن 0 = (2)0 ,4 = مس و1 = (2)ر 

قرب الحل إلى 7)ا عند :0.2 = ۲» حيث إن 9 > : > 1. 
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1 طرائق الفرق المنتهي للمسائل الخطية 


Finite-DifferenceMethodsforLinearProblems 


قد تؤدي طرائق القذف الخطي واللاخطي لسائل القيمة الحدية إلى مشكلات في عدم 
الاستقرار. والطرائق ق في هذا الفصل لها خواص استقرار أحسن» ولكنها تتطلب عمومًا حسابات 
أكثر لإيجاد دقة محددة. 
إن الطرائق التي تتضمن فروقات منتهية لحل مسائل القيمة الحدية تستبدل كل مشتقة في 
المعادلة التفاضلية بتقريب الفرق الحاصل differential equation‏ من النوع المعتمد في الفصل 
(1.4). ويُختار الفرق الحاصل المحدد وحجم الخطوة ۸ للإبقاء على رتبة محددة لخطأ القطع. 
وعلى أي حال فإن ‏ لا يمكن اختيا زهان صغيرة ق جدَاء بسبب عدم استقرار تقريبات المشتقة. 
إن طريقة الفرق المنتهى لسألة القيمة الحدية الخطية من الرتبة الثانية 
(14.11) 6 - 70 ,ه- هابر +r(x), asx Sb,‏ رمو + “رمم ع “كر 
تتطلب استخدام ت تقريبات الفرق الحاصل لتقريب كل من 0 و أولًا: نختار عددًا صحيحًا 
0 < /2؛ ونقسم الفترة [4,5] إلى (1 + /37) من الفترات الفرعية التي نهاياتها عبارة عن نقاط 
شبكية ۸¡ + 4 = :د عند 1 + N‏ ,...,1 ,0 = :» حيث إن (1 + N‏ )/(۵ -() = ۸. إن اختيار 
حجم الخطوة بهذا الأسلوب يسهل تطبيق خوارزمية المصفوفة من الباب السادس» التي تحل 
نظامًا خطيًا يتضمن مصفوفة ١‏ × ال. 
وعند النقاط الشبكية الداخلية :× عند N‏ ,...,2 ,1 = 1 عفإن المعادلة التفاضلية التى يراد 
تقريبها ھی 
(xi) + r(x) (15.11)‏ نز( )و + p(xi)y'(x:)‏ = زرح كبر 
وبتوسعة ۷ لكثيرة حدود تايلور الثالثة حول * مقيّمة عند 1+× و 1-:×» وبافتراض 
C%[Xi- 1, Xi+ 1]‏ © (» يكون 0 

y(xn1) = ودار‎ + h) = y(x:) + hy'(x;) + كت‎ + ۳y (xi) + ر‎ (7) 
(xi, xXi+1) û م‎ ER) 


8 7 ر + )ر =( "ر +( y(xi-1) = y(xi — h) = y(xi) — hy’‏ 
لعدد ما 0 i‏ 5 ما جت هذه المعادلات» يكون لدينا 
Yi = 20) + Hy") + IYO) + yT 1‏ + ( )تر 


وبحل (:*) نحصل على 

y7‏ + )¢ - [(دمم) )x( = enn =2) Fy‏ “نر 
إن مبرهنة القيمة الوسطية يمكن استخدامها لتبسيط هذه إلى 
(16.1D‏ ۵ر — oer - 2y(xi) + y(xi-1)]‏ -(ت) "ل 
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لعددٍ ما :5 ضمن (1+:< ,1-::) . وتسمى هد يغ ة الفرق المركزي centered-difference formula‏ 
9 0 الفرق المركزي ل (:2)3 توجد بنفس الأسلوب (أخذ في الحسبان التفصيلات في الفصل 
4 لتنتج في 

y (x) = tee) - y(xi-1)] y(n) (17.11) 

لقيمة ما :7 ضمن (1+:×,1-:×) . 

إن استخدام صيغ الفرق المركزي هذه في المعادلة (15.11) ينتج في المعادلة 

J(xi+ 1) = 2y(xı) + Y(xi-1) _ 2 0 1 


h2 27 | 4(x:)y(x) 


[ )ر - ) r)xj( - > p(y" (nı‏ + 
إن طريقة الفرق المنتهي مع خطأ ا من الرتبة (0)۸ تظهر باستخدام هذه المعادلة أيضًا مع 
الشروط الحدية » = (4) و 8 = (0)( لتعريف 
6 = برس ,ل = wo‏ 
2+ 
—Wi+1 Wi — Wi-1 Wil < Wi—1 e‏ 
q(xi)wi = —r(x;) (18.11)‏ + (نشيد) p(x:)‏ + ( س 
لكل × , ڪي 
وبهذه الصيغة سنفترض المعادلة (18.11) مكتوبة بحسب 
h‏ 
-h?r (xi)‏ = ببس ) (x;)) wi — ( - P(x)‏ و2 + 2( + wi-ı‏ )0م + ( - 
ونظام المعادلات الناتج موضوع بصيغة مصفوفة N x N‏ ثلاثية الأقطار 
Aw =b (19.11)‏ 
حيث إن 
p(x) Os 0‏ 2 جرزات SH‏ 
FD 1+ pl) e :‏ العامة 1 
RE e)‏ د ا A= 0a.‏ 


O 
1P) 


0 E Ae 7 مام‎ `` 2+ q(x) 
h 
—h?r (x1) + (0 + 0) للا‎ 
wı 2 
w2 —h?r (x2) 
W= b= : 
W-1 Rr (xN-1) 
Wn 


h 
—F?r(xn) + (ı 9) WN+1 
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وتعطي المبرهنة الآتية شروطًا تجعل النظام الثلاثي الأقطار الخطي (1) ذات حل وحيد. 
وبرهان ذلك هو بمنزلة نتيجة للمبرهنة (29.6) وقد اعتمد فی التمرين (9). 

مبرهنة 3.11 لنفترض أن كلا من 4 ١‏ و٣‏ متصلة على [ظ ,]. إذا كانت 0 < [()4 على [ط ,>1 فإن النظام الثلاثي 
الأقطار الخطي (19.11) له حل وحيد شريطة أن 1 > ۸» حيث إن maxasxsb | p(*x)|‏ = 
يجب ملاحظة كون فرضيات مبرهنة (3.11) تضمن حلا وحيدًا لمسألة القيمة الحدية (14.11) 
ولكنها لا تضمن کون [ط ,ه]*© € (. نحتاج هنا إلى برهنة أن #ابر متصل على [ط ,ه] لضمان أن 
لخطأ القطع رتبة (0)۸. 


طريقة الفرق المنتهي الخطي 
لتقريب الحل إلى مسألة القيمة الحدية 

6 > (6)مر y" = p(x)y' +q(x)y +r(x), asx <b, y(a@ =a,‏ 
المدخلات: نقاط النهاية 5 ,»> شروط حدية 8 ,»» عدد الفترات الفرعية 2 < × 
المخرجات: التقريبات :ها إلى (2)3 لكل 1 + N‏ ,...,1 ,0 -ة 


= )/(ه -ط)‎ N + 1) 
دير‎ 4+ 2: 
د ديه‎ 2+ 4)») 
bı =¬ 1 + (h/2) p(x) 
dı = - r(x) + (1+ (h/2) p(x))a 


x= a+ ih 

ai = 2+ q(x) 

bı = — 1 + (1/2) p(x) 
-د ن‎ 1- (h/2) p(x) 
dı دح‎ h? r(x) 


x=b¬—h 

q(x)‏ +2 = بره 

CN 1 - )2/2( p(x) 

dy =¬ hr(x) + )1- (h/2) p(x))B 


ضع(تنفذ الخطوات 4 - 8 نظامًا خطيًا ثلاثي الأقطار باستخدام الخوارزمية 6.7). 


lı = 4 
u = رهاط‎ 
zı = الاك‎ 


lı = ai — CiUi-1 
ui = b;/ li 
zi = (d; — الديعن‎ li 





1» طرائق الفرق المنتهي للمسا 





مثال 


جدول 3.11 


ئل الخطية Finite-DifferenceMethodsforLinearProblems‏ 


IN = بره‎ - CNUN-1 
dy - Cnazn-1)/ In 


Wo = a 
WUNn+1 = 6 
WN = IN 


ستستخدم الخوارزمية (3.11) في تقريب الحل إلى مسألة القيمة الحدية الخطية 
3223 ا0 7 ااا + 36 داك اد 

التي كانت مقربة أيضًا من خلال طريقة القذف في مثال (2) من الفصل (1.11). وبالنسبة إلى هذا 
المثال» فسنستخدم 9 = 207 لذا فإن 0.1 «h=‏ ولدينا نفس التباعد كما في المثال (2) من الفصل 
(11.). النتائج الكاملة مدونة فى جدول 3.11). 

تعد هذه النتائج أقل دقة من ن تلك التي وجدت في المثال (2) من الفصل (1.11). وهذا بسبب أن 
الطريقة المستخدمة في ذلك المثال تشمل أسلوب Runge-Kutta‏ مع خطأ قطع محلّي من رتبة 
(0)84.أما طريقة الفرق الستخدمة هنا فلها خطأ قطع محلي من رتبة (0)/2. لل 


Xi Wi y(xi) wi — y(x)| 


1.0 1.00000000 1.00000000 

1 1.09260052 1.0926290 2.88 × 105 
1.2 1.18704313 1.18708484 4.17 x 1075 
13 1.33367 1.83386 4.55 x 10-5 
1.4 15 1.38144595 4.39 × 10-5 
ك1‎ 1.48112026 1.48115942 39205 
1.6 1.5333590 1.532396 3.26 x 1075 
7 1.68498902 1.6850136 2.49 x 10-5 
1.8 1.78888175 1.78889853 1.68 x 10-5 
9 1.89392110 1.89392951 8.41 x 1076 
2.0 2.00000000 2.00000000 


لإيجاد طريقة الفرق مع دقة ة أكبر» يمكننا المضي مع عددٍ من السبل. إن استخدام سلسلة ادلور 
من رتبة خامسة عدي "ر و (:×)'ر يعطي حد خطأ قطع يتضمن “۸. وعلى أي حال فهذه 
العملية تتطلب استخدام مضاعفات ليست ل( +:د)< و (1-:×)ر فقطء وإنما ل (2+:x)ر‏ و (2-:x×)ر‏ 
في صيغ التقريب إلى (:×)”« و (:<)”7. وهذا يؤدي إلى صعوبة ما عند 0 = 12و27 = /. والأكثر 
من ذلك» فإن نظام المعادلات الناتج والمناظر للمعادلة (9.11) ليس في صيغة اعتيادية» وإن حل 
النظام يتطلب الكثير من الحسابات. 
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مثال 2 

جدول 4.11 

w;ı(h = 0.1) Xi 
1.00000000 1.0 
1.09260052 1 
1.180433 1.2 
1.333367 1.3 
1.33405 1.4 
1.48112026 15 
1.3335990 1.6 
1.68498902 1:7 
1.78888175 1.8 
1.939210 19 
2.00000000 2.0 


Boundary-Value Problems for Ordinary Differential Equations 


وبدلاً من محاولة إيجاد طريقة الفرق من رتبة خطأ قطع عالية وفق هذا الأسلوب» فإن الأفضل 
عمومًا افتراض التخفيض من حجم الخطوة. وبالإضافة إلى ذلك فإن أسلوب ممداعهءنظ 
للاستكمال الخارجى يمكن استخدامه بفاعلية فى هذه الطريقة؛ إذ يعبّر عن حد الخطأ بقوى 
زوجية ل ۸ مع معامل مستقل عن #؛ بحيث يكون « قابلًا للتفاضل جيدًا. ( انظر على سبيل 
المثال ]81 .م (-[Keller, H,‏ 


بتطبيق استكمال ريتشاردسون 210254508 الخارجى لتقريب حلّ مسألة القيمة الحدية 


sin(ln x) 


E ORES 





2 


- ار‎ + YF 
xX xX 


7 


3 


مع 0.025, 0.05 ,0.1 = ۸ نحصل على النتائج المبينة في جدول 411). إن الاستكمال 


y(1)= 1, 2)ر‎ =2 

الخارجى الأول هو 

والثاني هو (0.05 = 

والأخير هو 
(0.05 = )رس )0.025 = wı(h‏ 
1.00000000 1.00000000 
1.0926227 1.09262749 
1.18707436 1.18708222 
1.333704 1.333790 
1.3814343 1.33144319 
1.48114959 1.48115696 
1.5338429 1.58239042 
1.68500770 1.68501240 
1.78889432 1.78889748 
1.89392740 1.89392898 
2.00000000 2.00000000 


16Ext; — Extıi 


4w;(h = 0.05) - w;(h = 0.1) 


3 


4 w;(h = 0.025) - w;(h 
3 


Ext; = 
55 15 


برا 


1.00000000 
1.092225 
1.1870847 
1.8333820 
1.38144589 
1.48115937 
1.58239242 
1.68501393 
1.78889852 
1.89392950 
2.00000000 


Eli 5 


Ext; = 


Ext; 


1.00000000 
1.09262930 
1.18708484 
1.33386 
1.383455 
1.48115941 
1.532396 
1.68501396 
1.78889853 
1 ه15 
2.00000000 


Ext; 


1.00000000 
1.092620 
1.18708484 
1.33386 
1.33455 
1.48115942 
1.333946 
6 ه16 
1.383839853 
1.9392951 
2.00000000 


نتائج :8*3 جميعها صحيحة بالنسبة إلى المرتبة العشرية المبينة. وفى الحقيقة لو استخدمت 
مراتب كسرية كافية» لكان هذا التقريب موافقًا للحلٌ الصحيح مع خطأ قدره !107 × 6.3 في 
حده الأعلى عند النقاط الشبكية» وهذا تحسن رائع. 
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مجموعة التمارين 3.11 


EXERCISE SET 

1. إن مسألة القيمة الحدية 
yS Sy) ERS SONS MDs‏ 
لها حل > + و تی1 )م = (*)«.استخدم طريقة الفرق المنتهي الخطي لتقريب 
الحل» 0 النتائج بالحل الحقيقي 2 7 
31 .مع 1 
بء ' 
ج. استخدام التقريب للاستيفاء (3)« 
5. إن مسألا القيمة الحدية 
1 --(5)بر ,0.3 -- y"= y+ 22+ cosx, 0> x< 25, y0)‏ 

لها حل (ددم 3 + دمزة)ط - = (*)ر. استخدم طريقة الفرق المنتهي الخطي لتقريب الحل» وقارن 
النتائج بالحل الحقيقي 
5 مع ± دير 
ب. مع 3 =۸ 
ج. استخدم الاستكمال الخارجي لتقريب (4 /7)( 
3. استخدم خوارزمية الفرق المنتهي الخطي لتقريب حل مسائل القيمة الحدية الآتية: 
أ. 1 = (1 )ر ,2 = 3y + 2y) + 2× + 3, 0> × > 1, y)0(‏ -= "ري واستخدم 0.1 = ۸ 
ب. 182 = 2ر1 - = (1)بر,2 > na 1> x‏ ب y+‏ - = "ر واستخدم 0.05 = h‏ 
ج 0 > )1( ,1 - = (0)ر ,1 > )x + 1(y' + 2y + er, 05 x‏ - = “بن واستخدم 0.1 = ۸ 
د. 0 = هار = (1)ر,2 > × >1 كك بر ہے "دء واستخدم 0.1 = ۸ 
4. على الرغم من أن 0 > (4)2 في مسائل القيمة الحدية الآتية» توجد حلول وحيدة معطاة. 
استخدم خوارزمية الفرق المنتهي الخطي لتقريب حلول المسائل الآتية» وقارن النتائج بالحلول 
الحقيقية : 


r 0 

1خ )دروا >0 ,0= دو كات 
33 )2< 0( ك كه « +"(» استخدم a‏ 
الحل لحقيقى +هنة(1 - 02( + y(x) = cosx‏ 

= 32 ”رء استخدم‎ = <2 = a 
h 20 ب. 0 (2) .0 ا 8 و4 + “بر م‎ 
yر)x(‎ = - 3 60522 - هله حم‎ 22 + 3 osx الحل لحقيقى‎ 
72005 رييتك هار کے ترق اسک‎ 

E 2 3‏ نت 
الحل لحقيقي < - مما + ج => = ()ر 
د. 4 - = (2)ر ,0 = (0)ر ,2 > × >0 و كد استخدم 0.2 = ۸ 
ا 5 
الحل لحقيقي 2 - × - 20 + et — Ser‏ = 


5. استخدم خوارزمية الفرق المنتهي الخطي لتقريب الحل 4-1 = « لمسألة القيمة الحدية 
"جم = y(0)= 1, y(1)‏ ,1 >+ >0 ,100 = 

استخدم 0.1.0.05 = #»هل يمكنك تفسير النتائج؟ إ: 

6. كرر التمرين 1(3) و(ب) مستخدما الاستكمال الخارجي الموضح في مثال (2). 





ج“ 2 = )1.02 = (1)بر,2 5ع 15 
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7. إن المثال فى مقدمة هذا الباب قد أخذ في الحسبان إزاحة قضيب مدعم النهايات بما 
يتوافق مع الثقل النتظم. وإن مسألة القيمة الحدية و تحكم هذه الحالة تكون 


dw 
؛ >2 >0 2 و‎ 


مع شرطين حديين0 = (0)س و 0= ()0. ]1 a EJ‏ 
افترض أن القضيب من توع type steel 1-beam‏ 10 بالخصائص الآتية تية: الطول 120 =1 
كثافة الثقل 15/8 100 = و المنتظم » معامل المرونة ١/ط!‏ 107 3.0 = هع القه.عتد النهايات 
طا 1000 = ك واللحظة المركزية للسكون 625154 = 1. 
أ. قرب إزاحة القضيب كل «61. 
ب. العلاقة الحقيقية معطاة من خلال 
حيث إن w(x) = ce" + ce" + b(x - Dx +c‏ 
x 105‏ 1.5625 - دء , 4.1666666:210-3 - = a = 2,3094010“ 107“, b‏ ,10° 7,9207462 = ¢ ,10° *7,7042537 = ره 
هل أكبر قيمة للخطأ على الفترة ضمن 10 0.2؟ 
43 يتطلب قائون الحالة كون 1/300 > ()لا ؛>رءولاةلة. هل هذا القضيب يستوفي قانون الحالة؟ 
8. إن إزاحة صفيحة مستطيلة شكل منتظمة الثقل وتحت شد محوري محكومةٌ بمعادلة تفاضلية من 
الرتبة الثانية. دع 5 يمثّل القوة المحورية و 4 يمثّل كثافة الثقل المنتظم. إن الإزاحة ۷ على امتداد 
وحدات الطول معطاة من خلال 

W0) = WD = 0‏ ,1 دع <0 اسك + = W(x) - won‏ 
حيث 1 هو طول الصفيحة. و2 هو معامل صلابة الصفيحة. ليكن 

= 200 lb/in.?, S$ = 100 Ib/in., D = 8.8 x 107 Jb/in.! = 50 in 
.)1١ذ8( قرّب الإزاحة عند فترة إنش واحد‎ 

9. برهن مبرهنة (3.11). [إرشاد: SEA‏ مبرهنة 29.6؛ أثبت اوا أن 


4 سام 1 ا 


> 1 














2| يؤدي إلى أن [2 = )م le‏ 


0. أثبت أنه إذا كانت [ط ٥°]٥,‏ »© ر وإذا كانت بص , «٠...‏ .مس تحقق المعادلة (8.11)» فإن 
(*00 + 4۸ = («)بر- بس٠‏ حيث إن 4 مستقلة عن ۸» مع ضرورة كون 0 < ص < ()؟ على 
[ط .ها لقيمة ما س. 





طرائق الفرق المنتهي لمسائل غير خطية 
Finite-DifferenceMethodsforNonlinearProblems‏ 

بالنسبة إلى مسألة القيمة الحدية غير الخطية 

y= f(xy,y), رطع ع هه‎ y(a=a, y(b) - 6 

فإن طريقة الفرق تماثل الطريقة المطبقة على المسائل الخطية في الفصل (3.11). وعلى أي حال» 
فإن نظام المعادلات هنا لن يكون خطيًاء لذلك سيتطلب الأمر عملية إعادة لحله. 
ولتطوير العملية؛ فإننا نفترض من الآن فصاعدًا أن 7 تحقق الشروط الآتية: 
ه إن ۶ والشتقتين الجزثيتين ر و نر جميعها متصلة على 
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D={(x,y,y)|as x 5 8 صف‎ < J< صدرم‎ < y' < o} 
6< 0 م 5 < ('۷ ,)رل لقيمة ما‎ 
e الثابتان ) و_‎ ٠ 


L= max |fy(x,y,y)| و‎ kz 0 عارا‎ y, y)| 


ا (x,y,y)€D x,y‏ 
وهذا يضمن من مبرهنة (1.11) أن ا موجود. 
وكما فى الحالة الخطية نقسم [ط ,4] إلى عدد (1 +/8) من الفترات الفرعية المتساوية 6 
تكون عند 17# +4 = :× لكل 1 N+‏ ,...,1 ,0 = آ» مفترضين ضين أن الحل الصحيح له مشتقة مشتقة را 
محددة تسمح لنا باستبدال (:×) "ا و (×) في كل من المعادلات 

y"(x) = f(x, y(x:), y'(x:)) 
بصيغة الفرق المركزي المناسبة والمعطاة فى المعادلتين (6.11) و (7.1). وهذا يعطى لكل‎ 
4 6 i= 1,2... N 


Yi) = 2Y(%) + Yi) = (ve. y(xi+) = دهز‎ _ n) )+ كم‎ 


h2 2h 

ولقيم ماك ون" فى الفترة (1 + -) . 

وكما فى الحالة الخطية» فإن طريقة الفرق تظهر عندما تكون حدود الخطأ محذوفة. وإن الشروط 
الحدية توظف 

Wn+1 = 6,‏ ,يه = ولا 


و _ Wi)‏ 2 ربزلا Wi+1 = 2wi + Wi-1‏ 
و ( 1 ا ,ہی )مہ 1 1 عالط _ 

لكل ۸ ,... ,1,2 د ف 

النظام ۷ × N‏ غير الخطى الذي يوجد من الطريقة الآتية: 


Wi =0 
2w - wa +f (a, wı, ر‎ )-»=0 








wı + وا‎ ws + f (a, a, ا‎ ( =0 


20.11) 
WN — WN- 
—WN-2 + 2WN-1 — WN +, (xw: WN-1, اود‎ =0 


—wn-1 + 2wn + 006 WN, حسم‎ -8 =0 


له حل وخ :271 «h<‏ كما يظهر في [86 .م .[Keller, H,‏ 

نحن نستخدم طريقة نيوتن للأنظمة غير الخطية التي تناولناها في الفصل (2.10)» لتقريب حل هذا 
النظام. إن متتالية من التكرارات [ '('/]س ,... ,”ل ,0]7)) تتولد لتتقارب إلى حل النظام (20.11) 
بحيث يكون التقريب الابتدائي'( بل ,... , رس ,قريب با يكفي من الحل برت < (W1, W2,‏ 
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وإن مصفوفة جاكوبيان 5ة1طمء12 للنظام غير مفردة. وبالنسبة إلى النظام 20.11 فإن مصفوفة 
جاكوبيان («س ,... ,)7 ثلاثية الأقطار مع العناصر طادزرة 
Wi+1 < Wi-1‏ 


h 
1 + زرا - ز = ا لكل, ( 21ل ,رس )رر‎ ۷ 


2 کک Wi‏ 
۷= زوز = لكل , ( للك جل ررس ی ر2۶ + 2 = (W1, ..., WN)ij‏ ل 


h Wi+1 = Wi-1 2 1‏ 
1- ...1= زرو لجز - اکل( حل ,بن )رر -1- 
حيث إن » = وبلا و 8 = إ+ہس. 
في طريقة نيوتن للأنظمة غير الخطية عند كل إعادة نجد أن النظام ۸ N×‏ الخطي 
00-0 


J(W1,..., WN)(V1,..., Un) = - (2w - wa به‎ +R? f 00 تحط‎ 





= wı + 2a = ws +f (xa, ا بدن‎ 


WN = اد‎ 


- ح-ررسة2 + ج_برنل‎ — wy + h? f (w-1: WN-1, 2 


1 
)8 2 ادكه 2w + h? f 6 WN,‏ + يري — 
حل كما يلى :0 ,... ,2لا ,۰01 لأن 

ہا + ۳ س = س لكل N‏ ,...,1,2 = فق 
ولكون 7 ثلاثي الأقطار؛ فهذا ليس صعبًا كما بدا في البداية. ويمكن تطبيق خوارزمية تحليل 
كراوت (6.7) 531051220102 ut‏ . والعملية مفصلة فى الخوارزمية (4.11). 
الفرق المنتهي غير الخطي عممعع011-ع ألما Nonlinear‏ 
لتقريب الحل إلى مسألة القيمة الحدية غير الخطية 

f(x,y), asx Sb, y(a =a, y(b) =8‏ د كر 

المدخلات: نقاط النهاية 5,©» شروط حدية 8 ,»» عدد صحيح N<2‏ حد سماح «TOL‏ أكبر 
عدد من التكرارات 11. 
المخرجات: التقريبات :س إلى (:): لكل 1 + N‏ ,...,1 ,0 -: أو عبارة تفيد بأن أكبر عدد من 
التكرارات تم تجاوزه. 


h= (b—a)/(N +1) 
وللا‎ = a 
WN+ =6 
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t = (wa - /(ه‎ )2( 

w1,‏ ,)كر +R?‏ 2= ره 

(h/2) fy (x, W1, 1)‏ + 1- = رط 

dı = - رس2)‎ - wa — a + h? f (x, w1, 8)) 


x =a + ih 

fa - - wi-1)/(2۸) 

(x, wı, 1(‏ ب h?‏ + 2= ره 

bı = -1 + (h/2) fy (x, wi, 1) 

ci = —1 — (h/2) fy (x, wi, t) 

di = - (2w; - Wi+1 - wi-ı + hf (x, wi, 1)) 
x=b—h; 

1 = (8 - wy -1)/ (28); 

an =2 + ,)رم‎ Wn, 1; 

en = —1 — (h/2) fy (x, Wn, 8); 

dy = —(2wy - wy-ı — B + h? f (x, Wx ,1)) 


ضع :© = 11 (تنفذ الخطوات 8 - 12 النظام الخطي ثلاثي الأبعاد باستخدام 
الخوارزمية 7.6). هلط = u‏ 
zı = dıl lı‏ 


li = ai — CiUi-1 ضع‎ = N 1 
u = bıl 7 
= الدعن - ب4)‎ li 
بره = برا‎ - CNUN-1 
ج‎ 
ZN = (dy ¬ الدرعى‎ In 
UN = ZN 
WN = WUN F UN 
Uj = ا+الا ها — رج‎ 
wı = Wi + زلا‎ 


x = a+ ih ضع‎ 1 = 0,..., N + 1 عند‎ 
5-5 


المخرجات (إئنا ,::) 
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الباب 11 # مسائل القيمة الحدية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية 


جدول 5.11 


Boundary-Value Problems for Ordinary Differential Equations 


الخرجات (أكبر عدد من التكرارات تم تجاوزه). 


( العملية كانت غير ناجحة). 


توقف. 
9 





من الممكن إثبات (انظر[433 .م ,116] ) أن طريقة الفرق المنتهي غير الخطي هذه هي من رتبة 0)2. 


ولأن التقريب الابتدائى الجيد من المتطلبات عندما لا تتحقق الشروط الكافية المعطاة فى بداية هذا 


العرض؛ يجب تحديد حد أعلى لعدد مرات التكرار» وفى حالة تجاوزه تف تقريب ابتدائى 
جديد أو ينخفض حجم الخطوة. توجد التقريبات الابتدائية ”إل إلى :للا ولكل ۸ ,...,2 ,1 =¡ 
في الخطوة 2) بتعبير خط مستقيم من خلال النقطتين (» ,6) و (6 ,5) وإجراء التقييم عند :2. 
نحن نطبق الخوارزمية (4.11) مع 1 = ۸ لمسألة القيمة الحدية غير الخطية 


£ = (3)ر 


y)1) = 17, 


۴ (32+ 2x3 - ,رر‎ 2 1> 2 > 3, 


مبينين النتائج في جدول (5.11). إن عملية التوقف المستخدمة في هذا المثال كانت تكمن في 
التكرار لتكون القيم في التكرارات اللاحقة تقل ب 10-5 عن سابقتها. وقد حصلنا على هذا بأربعة 
تكرارات. وإن المسألة فى هذا المثال هى نفسها التى اعتمدت لطريقة القذف غير الخطية فى 


مثال (1) من الفصل (11.2). 


lw: - y(xD| 


9.520 x 10-4 
1.594 x 10-3 
2.015 x 10-3 
2.275 x 10-3 
2.414 x 10-3 
2.462 x 10-3 
2.438 x 10-3 
2.360 x 10-3 
2.239 x 1073 
2.085 x 10-3 
1.905 x 10-3 
1.707 x 10-3 
1.497 x 1073 
1.278 x 10-3 
1.056 x 10-3 
8.335 x 10-4 
6.142 x 10* 
4.006 x 10-4 
1.953 x 10-4 


yx) 


17.000000 
15.755455 
14.733 
13.997692 
13.388571 
12.916667 
12.560000 
12.301765 
12.128889 
12.031053 
12.000000 
12.029048 
12.112727 
12.246522 
12.426667 
12.650000 
12.93646 
13.21596 
13.55426 
13.927241 
14.33333 


Wi 


17.000000 
15.754503 
14.771740 
13.995677 
13.3862907 
12.914252 
12.557538 
12.299326 
12.126529 
12.028814 
11.997915 
12.027142 
12.111020 
12.245025 
12.425388 
12.648944 
12.913013 
13.215312 
13.553885 
13.927046 
14.3333 








1 ه: طرائق الفرق المنتهي لمسائل غير خطية 


Ext; 11.6 جدول‎ 


17.00000000 
15753453455 
14.77333 
13.9976921 
13.3385713 
12.91666667 
12.56000000 
1.01 
12.1288889 
12.03105263 
12.00000000 
12.02904762 
1.11272727 
12.2465274 
12.42666667 
12.65000000 
12.913845 
13.2159253 
1” ه12 
38 ه12 
3 ظ.1 


Ext; 


17.00000000 
15.7554540 
14.7733342 
13.99769242 
13.3887156 
12.91666680 
12.56000014 
12.3017684 
12.12888902 
12.0310275 
12.0000001 1 
12.02904772 
12.1127276 
12.24652182 
12.42666673 
12.6500005 
12.9138460 
13.2159256 
13.5542853 
13.9272419 
14.333333 


Ext; 


17.00000000 
15.75545543 
14.7733479 
13.99769413 
13.388576 
12.91666881 
12.5600027 
12.3017664 
12.1289904 
7ه 12 
12.00000179 
12.02902924 
12.11272872 
12.4652299 
122.42666773 
12.65000086 
12.91384683 
13.213921 
13.55428603 
123 
14.333333 
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wi(h = 0.025(‏ (0.05 = )للا 8 
17.00000000 17.00000000 1.0 
15755339525 1575331721 1.1 
14.7733407 1ه ”1.25 1 
13.9975660 13.99718996 13 
13.3883 13.388004 1.4 
12.91651628 12.91606471 15 
12.5594665 12.55938618 1.6 
12.3010 12.301150 7 
12.1287427 12.1283042 1.8 
k9 12.03049438 12.03091316‏ 
11.99987013 11.99948020 2.0 
12.0289282 2ش ه12 الاح 
12.11262089 12.113309 22 
112.24642848 12.246146 23 
112.42658702 12.4634789 2.4 
12.6499340 12.6497366 25 
12.2 8 مم12 2.6 
13.21588765 13.213725 27 
5ه 12 13.55418579 2.8 
12.1 38 .ه12 29 


30 14.3333 14.3333 


إن عملية 1105:0500 للاستيفاء الخارجى يمكن استخدامها أيضا فى طريقة الفرق المنتهى 
غير الخطية. ويبين جدول 6.11) النتائج عندما تطبّق هذه الطريقة على مثالنا مستخدمين القيم 
5 = 7 و 0.025» أم» أربعة تكرارات في كل حالة. والرموز هي نفسها في المثال (2) من 
الفصل (3.11)» وإن قيم :8:15 دقيقة لغاية الفواصل العشرية المبينة؛ مع أكبر خطأ حقيقي قدره 
5 1 × 3.68. ولقد حذفت قيم (0.1 = #):للا من الجدول؛ لأنه قد سبق بيانها. 





مجموعة التمارين 4.11 


EXERCISE SET 


1. استخدم طريقة الفرق المنتهي غير الخطية مع 0.5 = ۸ لتقريب حل مسألة القيمة الحدية 


y2) = 2 


,0 = )ر ,2 


قارن نتائجك بالحل الحقيقى ها = (. 


2. استخدم طريقة الفرق المنتهي غير الخطية مع 0.25 
+ -(0)ر 


nx, 1> <>‏ جر - (ر) -= "ر 


۸ لتقريب حلٌ مسألة القيمة الحدية 


,}= (1-)ر ,0 دع >1- ,2= "ر 


قارن نتائجك بالحل الحقيقى (3 + ×)/1 = (*). 
3. استخدم خوارزمية الفرق المنتهي غير الخطية مع 10-4 = 701 لتقريب حل مسائل القيمة 
الحدية الآتية. أعط الحل الحقيقى لتقارن نتائجك. 
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= (2)ر ,1 = (1)ر 2> 1٤×‏ ,رر تر دثر 
د 2 = اء الحل الحقيقي '-(1 + ») = (هار 
ب. و = (2)ر ,2 = (1اترية > × 15 ,223 - ر6 - ر2 = ”ر 


استخدم 02 = ای الحل الحقيقي '-ج + x‏ = )ار 
ج 1+3 = )3( y)2( = $+ n2,‏ ,3 5 ع 25 ,× - زيما )2 + = ”ر 
استخدم 0.2 = ۸ الحل الحقيقي دما + ”× = (بار 
د. 256 y)1( = 0, y)2( = [n‏ ,2 > × > 1 ,× / 4° + 2ر9 - 2(ر)») = "ر 
استخدم 0.1 =۸ الحل الحقيقي yx) = x nzx‏ 
4. استخدم خوارزمية الفرق المنتهي غير الخطية مع “0 701 لتقريب حل مسائل القيمة 
الحدية الآتية. أعط الحل الحقيقي لتقارن نتائجك. 
‡ = (2)ر 00 = (1)رية > ع > ا ,رر شير = ”ر 
5 1 8 الحل الحقيقي 1(1 + ») = (عار 
ب. و = (2)ر ,2 = (1)ر ,2 5ع كا ,2 - ر6 - ر2 = ”ر 
استخدم 1 = الحلا قيقي ' ”× + yx) = x‏ 
ج 103 +1 = y= y+ 2(y- lnx)3— x7, 2<x<3, y)2( = 3+ n2, y(3)‏ 
استخدم 1 = م الحل الحقيقي Inx‏ + اجر = y(x)‏ 
د. ۸256[ = (2)ر ,0 = (1)ر ,2 > × >1 ,؟×/(*×4 + رو - ۶(ر)*») = "ر 
استخدم 5 =۸ الحل الحقيقي yx) = Ink‏ 
5. كرّر التمرين 4 (أ) و 4 (ب) مستخدمًا الاستكمال الخارجي. 
6. في التمرين (7) من الفصل (11.3) قُرّبت إزاحة القضيب مع نهايات مدعمة ومرتبطة بالثقل 
المنتظم. وباستخدام تمثيللات أكثر مناسبة اواو وني ال التفاضلية 


]1 + (w'(x))*] 3/2“ (x) = لکل .7- + س‎ 0> + >! 


طبّق تقريبًا لاإزاحة(x)» NE‏ کو ر فى التمرين 7) من الفصل 3.11). 
7. أثبت أن الفرضيات المبينة فى مقدمة الفصل تضمن بأن تكون مصفوفة ١هاطهعه[‏ 7 غير مغردة 
عند 2/1 > ۸. 


ا 1 طريقة ريليه - رتز The Rayleigh-Ritz Method‏ 


إن طريقة القذف لتقريب حلّ مسألة القيمة الحدية قد استعيضت مسألة القيمة الحدية بزوج 
إن جون وليه تروت لوره زيليه من مسائل القيمة الابتدائية. وتستبدل طريقة الفرق المنتهي العملية المتصلة للتفاضل بعملية متقطعة 
للفروقات المحدودة. وإن طريقة 2غ823:16187-183 عبارة عن أسلوب متغير لمجابهة المسألة من جانب 
ثالث. في البداية تُعاد صياغة مسألة القيمة المنتهية لمسألة اختيار الدالة التي تحقق أدنى تكامل معلوم 
من مجموعة الدّوال كلها القابلة للتفاضل والمحققة للشروط الحدية. وبعد ذلك ينخفض حجم الدوال 
المجدية: لنحصل على تقر يب لحل المسألة الأدنى وكذلك التقريب لحل مسألة القيمة الحدية. 











1 طريقة ريليه - رتز 


مبرهنة 4.11 


669 TheRayleigh-RitzMethod 


ولتوضيح طريقة Ritz-Rayleigh؛‏ سنفترض تقريب حل المسألة القيمة الحدية الخطية بنقطتين 
ومن تحليل ضغط القضيب. إن مسألة القيمة الحدية هذه موضحة بالمعادلة التفاضلية 
)211 هام = (m2) + ay‏ + كل 0221 
مع الشروط الحدية 
)22.11 0 = (1)ر = y)0(‏ 
توضح هذه المعادلة التفاضلية الإزاحة (×)( لقضيب ذي طول 1 مع مقطع عرضي متغير ممثل 
ب (×)4. وتكون الإزاحة بسبب الضغطين المضافين (×) 2 و (*) [. 
سنفترض فى النقاش الآتى أن [1 ,60 ع :ها [6]10,1© 6 7 :9 والأكثر من :ذلك منتفتزكن 
حتمية وجود ثابت 0 < 8 بحيث إن 
6 < (×)م و 0 < (٭)۹ لكل × فى [1 ,0]. 
هذه الافتراضات كافية لضمان كون مسألة القيمة الحدية المعطاة فى (21.11) و 22.11) لها حل 
وحيد. (انظر [88۷]) , 
وكما هو الحال في العديد من مسائل القيمة الحدية التي توضح الظواهر الفيزيائية» فإن حل 
معادلة القضيب يحقق خاصية التغاير /1008غ812/. إن مبداً التغاير لمعادلة القضيب يكون اساسا 
لتطوير طريقة zان۸-۸عزه‌اره۸.‏ ويوصف حل معادلة القضيب بأنه دالة يصغر قيمة تكامل معلوم 
من بين الدّوال جميعها في [07]0,1: لمجموعة تلك الذوال » في [1 ,0210© مع خاصية كون 
0 = (1)» = (4)0. وتعطى مبرهنة الآتية الوصف (الخصوصية) 05ناه2تعاءهمهطك. 
لیکن [1 ,0]© € f‏ ,11,9 ,1]10© © م ,0 < («)و ,0 < 6 < (×)م لكل 1 > × > 0 
الدالة [1 ,07]0 € ر هى الحل الوحيد للمعادلة التفاضلية 
4 4 

f )×( (23.1‏ = دصاه + (n)‏ ع - لكل 1> × >0 
إذا وفقط إذا كان لا هو الدالة الوحيدة فى [1 ,07]0 التى تجعل قيمة التكامل 

1 
Iu] = {p(x)[u'(x)] + q(x)[u(x)] - 2f (x)u(x)} dx (24.1 

0 
أصغر ما يمكن. " 
إن تفاصيل برهان هذه مبرهنة يمكن إيجاده فى [88-89 .5 ,آناا5], وذلك فى ثلاث خطوات. 
أولًّا: قد أثبتنا أن أيّ حل لا للمعادلة (23.11) يحقق أيضًا المعادلة 
o + q(x)y(x)u(x)dx (25.11)‏ م 1 = f(x)u(x)dx‏ 1 
لكل [2]0.1© € ». ١‏ 
الخطوة الثانية : تثبت أن [2]0,1© © ر فوا للمعادلة (24.11) إذا وفقط إذا حققت المعادلة 
(25.11) كل [1 ,0010 € 4. 


وت الخطوة الأخيرة أن المعادلة (25.11) لها چ وحيد. وسيكون هذا الحل الوحيد أيضًا 
حلا للمعادلتين (24.11) و (23.11)» وبذلك تكون الحلول للمعادلتين (24.11) و (23.11) واحدة. 
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إن طريقة 8216180-11 تقرب الحلَّ ۷ بتصغير التكامل» ليس من خلال جميع الدوال في 
[1 ,0]©.» وإنما من خلال مجموعة أصغر من الدّوال تشكل تركيبات خطية لدوال أساسية معينة 
١‏ ,42 01. وتكون الدّوال الأساسية مستقلة خطيًّاء وتحقق 

0-(0)ين = (9:0 لکل ۸ ,...,1,2 = 1۔ 
ثمة تقريب (×):م:» < = (×)م إلى الحل (×)ر للمعادلة (23.11)» إذن نحصل عليه بإيجاد 
الثوابت ,© ,...,2© ,1> لجعل قيمة [:0:> 1-1 5] 1. أصغر ما يمكن. ومن المعادلة (24.11)» فإن 


Il] - 1 Þ 3 )26.11( 


1 0 2 0 2 0 
3 ممم‎ (4) +4 (a4) - 2f) e000] 4 
i=l i=l 


i=l 
أن يكون لدينا‎ ٠1 ©2,... ولتحقيق التصغير؛ فمن الضروري عند افتراض 7 دالة ل م©.‎ 
س لكل ۸ س2 ,1 = ز‎ = 27.1 
وبتفاضل المعادلة (26.11) نحصل على‎ 
2| [2 a4; (*)%; (x) +24) )رن( بو لآ‎ - 2/04, ax 
8 وبالتعويض في المعادلة (27.11) نحصل‎ 
0= [f مارم روصم‎ + 400,000,004] 2-5 1 f (x)%j(x)dx (28.11) 


aJ‏ حال 
المعادلات القانونية 16105و» 707:1 الموضحة فى المعادلة 1 تنتج نظامًا nxn E‏ 
م -ع4 فى المتغيرات © ,...,2© >1١‏ حيث إن المصفوفة المتماثلة 4 معطاة من خلال 


1 
dij - | بنو(ع) بو(م)م]‎ (x) + ره () و‎ (x); (x)] dx 
1 
b= | fax 


إن الاختيار الأبسط للدوال الأساسية يتضمن كثيرات حدود خطية جزئيًا. وتكون الخطوة الأولى 
بتجزئة [1 ,0] باختيار النقاط 2+1 ,...1* ,30 مع 


OS FE KR SR ™ 1‏ 
وبجعل :3 - Xxi+1‏ = :أ لكل ۸ ,...,0,1 = » فإننا نعرف الذوال الأساشنة 
(2) ,4 .... ,4208 من خلال 
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شكل 4.11 





0, إذا کان 1د > 05 


1 
xi-1)‏ = , إذا كان رع > × > x1‏ 
)29.11 (×);% = 


xı > × > Xi+1 بر , إذاكان‎ xi+1 - x) 
i 


0, إذا كان 1 > × > ايند 
لكل ۸ ,...,2 ,1 = :. (انظر شكل 4.11) 
بما أن الدّوال :4 خطية جزثيًّاء فإن المشتقات م طالما أنها ليست متصلة فهى ثابتة على 
(نجردرزع)ء لكل « ,...,0,1 = زو 


0 ]اھ 1ه 4ه >0 


1 
Ea‏ , إذا كان :3 > × > Xi-1‏ 
30.10( )و ے ا 


ا 


x: > × > 2+1 إذااكاق‎ , 7 
: hi 


, إذا كان 1 > × > xi+1‏ 
لكل ۸ ,...,1,2 = ا 
ولأن :© و % ليستا صفرين فقط على (1+:× ,1-:×)؛ يكون لدينا 
%:(x)%;(x) > 0‏ و 0= م رو(م) بو 
إلا عندما ‏ يكون 1 - » : أو 1 + . ونتيجة لذلك؛ فإن النظام الخطي المعطى من خلال (28.11) 
يتقلص إلى نظام خطي ۸ <” ثلاثي الأقطار. والعناصر اللاصفرية في 4 هي 
1 
dx‏ [0[2هم) ره] عمو + {POOP‏ / 0-1 
0 


1 ۱2 عم 112 سم‎ 
=) ( | pax + (7) 4 p(x)dx 


1 2 xi 1 2 Xi+1 2 
+ )س(‎ (¢ - xi-ı) q(x) dx + () 1 ربنون‎ - x)*4() dx 
RA مويك‎ iY وك‎ 
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1 E e ET 7 لكل‎ 
di,i+1 = {p(x)%;(x)%;, (x) + q(x)%;(x) Qi, ı(x)} dx و‎ 
0 


112 عم 112 دم‎ 
533 6 PONE () | ENES 


i = 1, 2,..., ۸-1 لکل‎ 


3 
1 
= لما ضام ا‎ 4 (x) + g(r), به‎ 1(0} dx 
0 
i (ê n 1 ۱2 سم‎ 
=- (7 ( 1 p(x) dx + )ل بن ! م‎ 2-7-3 
RAY الوك‎ hi-1 E 
E لکل‎ 
1 1 3 1 211 عناصو دي‎ 
= 1 / 0 ده (دارة‎ = | (= xf ax + )سل‎ e,1 = x f(x) dx 
0 i-1 بدك‎ i Jxi 


لكل 7 TE‏ 1 قي 
هناك 6 أنواع من التكاملات تقيم» وهي : 


دم 2 
0 ررب عبر الع 1 6 = :0 لكل 1 -۸ ,...,2 ,1 =1 


1 A 
7 ( 1 (x - xi-ı)”4(x) dx 
hii) Jx 


2 ادم‎ 
1 (xi+ı - x)q(x) dx 
1 2 
ل ل‎ 
1 


1= 1,2,..., 5 ين 7 =0 لكل‎ R-Fr 
4 


= 02 لكل ۸ ,...,2 ,1 =1 
=0 لكل ۸ ,...,2 ,1 =1 


Oey 201 الكل‎ 0= 


hit 
1 [i+ 
1= 1,2,..., ۸ لكل‎ 0: = 2) (xir ¬ xX) f(x) dx 
عناصر المصفوفة ۸ والمتجه م في النظام الخطي ط = ع4 هي‎ 
E ننه لكل الع‎ = Q4 + Q1 + Q2 + Qi 
i= 1,2,..., ۸¬ 1 لکل‎ +1 - - Q41 + 01 
1= 2,3,..., ٩" لكل‎ i-1 =¬ Q4 + Q1 
i= 1,2,..., n :و0 = لكل‎ + 6: 
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وعناصر © هي المعاملات المجهولة :© ,...,1:62©: التي منها يتكون تقريب ۸)2 ۸ع¡ءاره۸ 
© المعطى من خلال (*):0:> ,< = )ف 

KASE O‏ مودو وس FES‏ . ويمكن تقييم التكاملات 
إما مباشرة وإما من خلال صيغة تربيعية مثل قاعدة سمبسون المركبة „Composite a‏ 
والأسلوب البديل لتقييم التكامل هو تقريب كل واحد من الدوال 4 :7 و / مع كثيرة حدود 
الاستكمال الداخلى الخطى الجزئى» ومن بعد ذلك نكامل التقريب. افترض على سبيل المثال 
التكامل :.1©. إن الاستكمال الداخلى الخطى جزثيًا ل 4 هو 

n+1 


P,(x) = 3 q(x) 9) 


i=0 


حيث إن 91,٠...‏ معرفة فى المعادلة (11.30) وإن 


يوحد رو 


- 21 د جد 

حر إور کان 61 ك0 و حسر لذا كان 1 ک × كاد 
900 أ x‏ )ميق = n‏ 

0, غير ذلك 0 , غير ذلك 


وحيث إن فترة التكامل هى [1+:* ,:*:]» فإن كثيرة الحدود جزثيًا ٨)(‏ تتقلص إلى كثيرة حدود 
(«د)بب© (رمود)و + (د)© (د)و = Pq(x)‏ 
ها هى كثيرة حدود الاستكمال الداخلى من الرتبة الأولى قد دُرست فى الفصل (1.3). ومن خلال 
بزطنة (3.3) فإن 1 ١‏ 
(0)82 <-|«مارعط - (*)؟| عند بعد > + > بد 
إذا كانت [+رد ,]02 © ۾. وعندما 1 - + ,...,2 ,1 = 2 فإن التقريب إلى :21 يوجد من 


خلال مكاملة التقريب إلى المتكاملة 7 
Xi+1‏ 1 
X)(x — x;)q(x) dx‏ = ربرع) 1 ع( = Qui‏ 


2 Xi+ : : 5 : -- : 
(4) 1 e - ×()× - ×:( -_- 2 + اا‎ 2 | dx 


u 


hi 
19*0) + q(xi+1)] 
وأكثر من ذلك» فإذا كانت [ر :× ,::]2© € و» فإن‎ 
hi 
|0. - l4) + | = 0(۸?) 
وتشتق تقريبات التكاملات الأخرى 5 الأسلوب» وهي معطاة من خلال‎ 


q(xi+1)]‏ + )%34 * :و0 q(xi-1)],‏ + وم اح * :و0 


Bs hi- 
Q4 ع‎ pe + p(xi-1)], Qs,i ع‎ 2f) د‎ 
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hi 
Ogi الو د () 2“ ع‎ 

تضع الخوارزمية 5.11) النظام الخطي الثلاثي الأقطار» وتدمج خوارزمية 0:04 للتحليل (7.6) لحل 
النظام» ويمكن حساب التكاملات :6© 21.1٠٠١‏ من خلال واحدة من الطرائق المذكورة سابقًا. 
طريقة ريليه-رتز الخطية الجزئية 82> Piecewise Linear Rayleigh‏ 
لتقريب الحلّ إلى مسألة القيمة المنتهية 

5-3 (2) + 4(x)y= f(x), Osxsl, y(0) = (1)م‎ = 0 
dx dx 55 TT 
من‎ = YL ci0) N OLN 


=| 
„Xo = 0 > X1 > *'* > Xp > Xn+1 = 1 نقاط‎ «n > 1 المدخلات: عدد‎ 
٠1١٠٠٠١ ©, المخرجات: المعاملات‎ 


0,۰ = ا هم به = hı = x41‏ 
0 


عئذ ,...,1 = قرف الأساس الخطى الجزثى :4 من خلال 
Xi-1‏ ك x‏ <0 ,0 
ود قاع 2 وود سے 2 
X‏ = وجرا 
hi‏ 
1 36> زبؤة ,0 


Qi (x) = 


, 5ع > بع‎ Xi+1 


لكل 1 - ^ ,...,2 ,1 = ف احسب ,26 ,ن,5© ,نيه © ,:,3 0 ,:,2 © ,ن,1 © 
احسب 06n‏ ,م5 ,1 O4,n+‏ ,ريه 0 ,رد 0 ,م92 
pss‏ 22 4ع ويد 
رو0 + رو0 + بزو + و0 = بن 
Bi = 011 - Qa.i+ı‏ 
bi = Qs,i + 06‏ 


ضع 1» = 4 (تنفذ الخطوات 10-6 نظامًا خطيا ثلاثي الأقطار متماثلا باستخدام 
الخوارزمية 6.7) 


éı = 8ı/aı 
zı = bı /aı 


ai = Qi - ضع نرق‎ 
&i = 6/4 
zi = (Dı - Bi-1ti-1)/@i 
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an = an - لحو سوق‎ 
tn = (bn — Ên-12n-1)/@an 





يستخدم المثال الآتى الخوارزمية (5.11). وبسبب الطبيعة الابتدائية البسيطة لهذا المثال؛ فإن 
التكاملات فى الخطوات 3 » 4» و 5 توجد مباشرة. 
عثال ۽ افترض مسألة القيمة الحدية 
y)0( = y)1( > 0‏ ,1 > ع > 0 sin) rx),‏ 2= رشع + “ب 
ليكن 0.1 = ۸ = :4» لذا فإن 0.11 = :× لكل 9 ,...,1 ,0 = 1. التكاملات هى: 
0.1i+0.1 2‏ 
كد = O1 = 100 | (0.1i+ 0.1 x)(x = O1)? dx‏ 
o1 60‏ 
3 0.1 
ك2 = O2 = 100 | (x - 0.1i + 0.1)? dx‏ 
30 0.1-0.1 


0.1i+0.1 53 
و0‎ = 100 | (0.1i + 0.1 x)? 7? dx = كد‎ 
0.1 30 


01i 
و0‎ = 100 | dx = 10 
0 


1-0.1 


0.1 
10 (x — 0.11 + 0.1( 272 sin rx dx 
0.1-0.1 


= - 27cos0.17ti + 20[sin(0.177i) — sin((0.1i - 171 


8 
1 


0.1i+0.1 
Osi = 10| (0.1i + 0.1 x)27 sin x dx 
01 
= ومه27‎ 0.172 - 20[sin((0.1i + 0.1720 - [(0.17)هنه‎ 


النظام الخطى 6 =۸ له 

م الخطي 7 ا 
د +20 صويق لكل 9 e E‏ 25 
r?‏ 7 
rT‏ حص وريه لكل 8 Fa Lg‏ 


676 الباب 11 # مسائل القيمة الحدية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية Boundary-Value Problems for Ordinary Differential Equations‏ 


دول 710 


2 
7 5 
عد ع وار سات وبوع بءم ويه جع 
60 10 4-1 لکل 9 ES‏ 


¡1= 1, 2,..., 9 درط لكل‎ 40 ئin)0.1i(]1‎ - cos0.17[ 

وحل النظام الخطي الثلاثي الأقطار هو 

8 = ب ,0.5902003271 = وه ,0.3102866742 = وه 

cç = 0.9549641893, cs = 1.004108771, c4 = 0.954964183 

0.310286672 = بن ,0.5902003271 دي ,0.8123410598 = وه 
والتقريب الخطي الجزئي هو 
بوه ز 3 = مو 
والحل الحقيقى لمسألة القيمة المنتهية هو أ 


y(x) = sin 21 


-. .: = 1,..., 9 ويبين جدول (7.11) الخطأ فى التقريب» ولكل‎ 
|%(x:) - y(xi)| y(x:) Q(x) Xi i 
0.00127 0.309016993 0.3102866742 0.1 1 
0.00241 0.377853252 0.5392200٨1 0.2 2 
0.00332 0.8090169943 0.812341058 0.3 3 
0.00390 0.9510565162 0.9549641896 0.4 4 
0.00411 1.000000000 1.0041087710 0.5 5 
0.00390 0.9510565162 0.9549641893 0.6 6 
0.00332 0.8090169943 0.812341058 0.7 7 
0.00241 0.333853252 0.590220011 0.8 8 
0.00127 0.3090169943 0.3102866742 0.9 9 


من الممكن إثبات أن المصفوفة الثلاثية الأقطار ۸ المعطاة من خلال الدالة الأساس الخطية الجزئية 
هي موجبة التحديد «انظر التمرين 12)» لذا ومن خلال مبرهنة (24.6)» فإن النظام الخطي يكون 
مستقرًا بالنسبة إلى خطأ التقريب. وفى ظل الفرضيات التى عُرضت عند بداية هذا الفصل» 
يكون لدينا 

082 = انار - اها لكل × فى [10,1] 
إن برهان هذه النتيجة يمكن إيجاده في [103-104 .مم ,لناطه5]. 
إن دوال الأساس الخطية الجزئية تستخدم في تقريب الحل إلى المعادلتين (21.11) و(22.11) 
المتصلتين» لكنهما ليستا قابلتين للتفاضل على [1 ,0]. ويتطلب الأمر مجموعة دوال أساس أكثر 
تعقيدًا لإنشاء تقريب تابع ل 11 ,7]0©. ودوال الأساس هذه مماثلة لشرائح الاستكمال الداخلي 
التكعيبية التى نوقشت فى الفصل (4.3). 
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الأخاديد الجرسية شكل 5:ه8:5 تم 
تقديمها عام 6 من قبل شونبرغ 
.)Scho[ |. Schoenberg‏ ولكن كان من 
الصعب حسابها لأكثر من عقد 
من الزمن. وفي عام 1972 أرضح 
كارل دي بور (1938-) صيغ إعادة 
لتقييمها. التي أسهمت في تحسين 
زاطءه] Carl de Boor‏ 


استقراريتها واستخدامها. 


شكل 5.11 
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تذكر أن شريحة الاستكمال الداخلى 5 على النقاط الخمس 3,24 ,2× ,1× ,0× للدّالة 7 معرفة من 
خلال: 1 
أ. 5 عبارة عن كثيرة حدود تكعيبية» ويُرمز إليها ب ركء على [1ج+زند ,ز×] عند 2,3 ,1 ,0 = ز 
(هذا يعطي 16 من الثوابت المختارة ل 5» بواقع 4 لكل تكعيب.) 
ب. (ز×)۴ = (ز×)؟» عند 2,3,4 ,0,1 = ز (5 شروط محددة) 
ج (+ز×)ر؟ = (1+ز×)1+زک» عند 0,1,2 = آل (3 شروط محددة) 
د. (1+ر×)ر؟ = (1+ر×) برك عند 0,1,2 = ز (3 شروط محددة) 
ه (1+ر×)؟ = (1+ر×),ک» عند 0,1,2 = ز (3 شروط محددة) 
و. أحد الشروط الحدية الآتية متحقق : 
() حر: 0 = (5")×4 = (0«)”ى ١‏ (شرطين محددين) 
(أ) مفروض: (0«)”/ = (5")20ى و (۴)×4 = (5)×4 (شرطين محددين) 


وحيث إن وحدانية الحل تتطلب أن يكون عدد الثوابت في 16 ر(« ليكون نشاويًا لعدد 


الشروط في (ب) - (و)؛ فإن أحد الشروط فقط في (و) يمكن تحديده لشرائح الاستكمال الداخلي 
التكعيبية. 1 ١‏ 


إن دوال الشريحة التكعيبية التي سنستخدمها في دوال الأساس تسمى شرائح 10©5ام8-5 أو 
شرائح ذات فشكل الجرسي 5 shaped-11ء‌ط.‏ وتختلف هذه عن شرائح الاستكمال الداخلي؛ 
إذ إن كلا من مجموعتى الشروط الحدية فى و) متحققة. وهذا يتطلب غض النظر عن اثنين 
من الشروط فى (ب) وه ولأن الشريحة بعت أن يكون له مشتقتان متصلتان على [4× ,0:د] 
فإننا نحذف من وصف الأخاديد شرطين من شروط الاستكمال الداخلى. وبوجه خاص» فإننا 
نعدل الشرط (ب) إلى 3 

ب. (رعاثمر = (رع)ى عند 2,4 ,0 = ز. 

إن شريحة عمنام:2)8-5 ى التالي ويشاهد في شكل 5.11) يستخدم النقاط المتساوية التباعد 
2 - = ود,] - = إ×,0 = 1,×2 = و×,و 2 = 4× إنها تحقق شروط الاستكمال الداخلى 

ب. 0 = (ه)ى ,1 )اي ,0 = .8)xo(‏ 1 


ومجموعتي الشروط كذلك 
() 0 = ربع)"ى = (مع)”ى و S'(xo) = S'(x4) = 0 (ii)‏ 
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ونتيجة لذلك» فإن (ه, )0ع “S‏ و 


0 إذا كان 15-2 
3م +1)2 إذا كان 1->ج >-2- 
i‏ 577 ا +4)1 2 +2[ a‏ 9 کان -1<x<0‏ 
[(× - 4)1 - (× -2)] + إذا كان 0<xs1‏ 
3 -1)2 إذا كان E52‏ 
0 إذا كان × >2 


ولإنشاء دوال الأساس :4 في [1 ,0210 نبدأ أولاً بتجزئة [1 ,0] من خلال اختيار عدد صحيح : وتعريف 
(1 + 1/)۸ = #. وهذا ينتج النقاط المتساوية التباعد 1٠‏ = ب×» لكل 1 + ,...,1 ,0 = 1. وبعدئذٍ 
نعرف دوال الأساس 0:70 لتكون 














x x+h 
= إذا كان‎ 21 
2-0 )كه (5)2 إذا كان‎ - 
58 وح إذا كان‎ 6 
5) 1 ) ") 7 ) 
2sisn-1 انه - ( )و إذا كان‎ 
- nh - (n + 27 
i=n و( )5 إذا كان‎ 3 
ae 1 افد )و إذا كان‎ ) 22 ( 


وليس من الصعب إثبات أن 4:(:24) مجموعة شرائح تكعيبية مستقلة خطيًا وتحقق 

0 = ()رن = (0)رفي لكل 1 + ۸,۸ ,...,0,1 = فق 

(انظر التمرين 11) الرسم البياني ل :© عند 1 - ۸ > 1 >2 موضح في شكل (6.11)» وإن الرسم 
البيانى ل1+م© ,© ,۵1 .0© فى شكل (7.11). 


شكل 6.11 


0)0 = ر عندما 1 -1=2,...,1 





1-2 Xi-1 Xx; i+ Xir 7 














1: طريقة ريليه - رتز 


شكل 7.11 
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J4 J4 
1 1+ 
y= 4 
+ 1 > »- 
1 5 xX 1 1 1 0 
J4 J4 
ل‎ %0 
1+ ع1‎ 
=0) 
+ + > + > 
1-1 X, 3 1[ * 1 ت 1 يق‎ 














وحيث إن (×) 4 و ()/4 ليستا صفرًا فقط عند [2+: ,2-:<] © ×» فإن المصفوفة في تقريب ريليه- 
ريتز Rayleigh-Ritz‏ هي مصفوفة نطاق band matrix‏ مع سعة نطاق 632011005 قدرها 7 غاليًا 


E ES ريد‎ u ™ © (1132) 
E وا‎ E a o a 32.10 

8 a er 

anne! 





dn+1,n-2 dn+1,n-1 dn+1,n dn+1,n+1 


ع ا 
حيث إن 


1 
(x)} dx 5‏ زف () زف () و + (x)‏ رن (ح) به()م) | = o‏ 
لكل 1 + ,...,1 ,0 = ز ,1. للمتجه 0 العناصر 


1 
bi = f (x)¢;(x)dx‏ 
0 
المصفوفة 4 موجبة التحديد» «انظر التمرين 3 لذلك فإن النظام الخطى = عم يمكن حله 
من خلال خوارزمية تشولسكى 001614 (6.6) أو من خلال طريقة جاوس «ةنوودة6 للحذف. 
وتعطي الخوارزمية 6.11 تفصيلاً لإنشاء تقريب الشريحة التكعيبية (:)0 بطريقة ريليه-ريتز 
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-عeiارهR‏ لسألتى القيمة الحدية (21.11) و (22.11) المعطاتين عند بداية هذا الفصل. 
طريقة ريليه - رتز 
قريب حل مسألة القيمة'الحدية 
dy‏ 4 
0 = تعر = f(x) Osx <1, y(0‏ = رونو + )2( ت 


n+l 


مع مجموع الشرائح التكعيبية ():08 ر < = (:)4 
1-0 
المدخلات: عدد صحيح 1 < 1 


المخرجات: المعاملات اجر +0-..,60. 


رذحن لس ”و 
Mee 1|‏ 


} [(2+ x)3- 4(1+ x)*], -1> x<0 
1 ]2- x)3- 4(1- x)*], 0< x<1 
1(2 - 3, E2 


0, 2 


عرف أساس الشرائج التكعيبية (*'[:ب) من خلال 


لات 2) 4- (5)2- )40 


xX — x 
i =2,...,1-1 و- مو لكل‎ )( 


x — (n + 7‏ د — × 
(لشنهلحة) .- (إضحة) و وام 


ES x — (n +2)h 
n+ 7 2-9-7 


عند 1 +۸ ,...,0 = 68 نقد الخطوات 9-6. 
(إرشاد: يمكن تقييم التكاملات في الخطوتين 6 و 9 باستخدام عملية تكامل 


عددی). 





8:1 طريقة ريليه - رتز 





جدول 8.11 





681 TheRayleigh-RitzMethod 


عند (1 j= i,i+1,..., minli + 3, n+‏ < ضع 
L = max(xj-2, O}‏ 


I= minfxi+2, 1} 


“= | [P()%()9% (x) + رو (ع)و‎ ()9;()] dx 
وإذا كان ز # 1 فضع زه = نز“ (لكون 4 متماثلة.)‎ 


إذا كان 4 < : عند 4 -1 ,...,0 = ز فضع 0 = زب 
إذا كان 3 - ۸ > : عند 1 +۸ ,...,4 +1 = j‏ فضع 0 = ز:4. 
L = max(x;-2, 0}‏ 
U = min{xı+2, 1}‏ 
bı = Jf f(%)%,(x) dx‏ 
نفذ حل النظام الخطي ط = ۸ء حيث إن 
C= (€o,..., Cn+1)'‏ , “لتجوظ A= (aij), b= (Do,...,‏ 
عند 1 +7 ,...,0 i=‏ 


(e) المخرجات‎ 


| 12 | توقف. (اكتملت العملية.) 
3 


افترض مسألة القوة الحدية 

y)0( = y)1( > 0‏ ,1 > ع > 0 ,)× sin)‏ 2= برج + -y"‏ 
جعلنا 0.1 = h‏ في المثال (1). وأنتجنا تقريبات مستخدمين دوال أساس خطية جزثية. 
ويبين جدول (8.11) النتائج من خلال تطبيق الشرائح 8 وعمنتام»-28 وقد ذُكرت تفاصيلها 5 
الخوارزمية (6.11) مع نفس اختيارات النقاط نفسها. 


yx) (x) 23 “6 i‏ | 0م - رنتارا 


0.00000000 0.00000000 0.00000000 0 0.50964361 x 103 0 
0.00000055 0.30901699 0.30901644 0.1 0.20942608 1 
0.00000024 0.58778525: 9 0.2 0.39835678 2 
0.00000012 0.80901699 0.80901687 0.3 0.54828946 3 
0.00000015 0.95105652 0.95105667 0.4 0.64455358 4 
0.00000020 1.00000000 1.00000002 0.5 067772340 5 
0.00000061 0.95105652 0.95105713 0.6 0.6445530 6 
0.00000074 0.80901699 0.80901773 0.7 0.54828951 1 
0.00000165 0.58778525 0.5877860 0.8 0.3983350 8 
0.00000111 0.30901699 0.30901810 0.9 0.20942593 9 
0.00000000 0.00000000 0.00000000 1.0 0.74931285 x 105 10 


لقد أوصينا بتنفيذ التكاملات المبينة في الخطوتين 6 و 9 على مرحلتين. الأولى بأن تنشأ كثيرات 
حدود استكمال داخلي تكعيبية الشرائج ل 4 ,م وم باستخدام الطرائق المبينة في الفصل (4.3). 
وبعد ذلك تقريب المتكاملات بضرب 0 التكعيبية أو E‏ وتعد د المتكاملات الآن 
كثيرات حدود جزثية» وبالإمكان إجراء التكامل لها بالضبط عند كل فترة فرعية» ومن ن ثم 
جمعها. وهذا ينتج تقريبات دقيقة للتكاملات. 
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بوريس غریغوریفض جالرکل 


(18711945) 
jii Boris Grigorevıch Galerkin 





“collocation” 
co'and LOCUS 3 





تعد الفرضيات المفترضة فى بداية هذا الفصل كافية لضمان كون 
1/2 


1 
O(n)‏ = أعه :مم - ورا 1 إذا كان 1 > + > 0 
0 


ولبرهنة هذه نتيجة ؛ انظر ]107-108 .[Schul, pp.‏ 
يبكن نريت کرای 11۹6 -8 أيضًا في حالة النقاط التي لا تكون السافات بينها متساوية ١‏ ولكن 
المفاضيل أكثر عفدا وین اجات رهی للأسلوب في [73 .م ا8chu].‏ وهناك أساس آخر شائع 
الاستخدام هوكثيرات حدود هرمايت ان1۲ التكعيبية جرثيًا . وللحصول على شرح ممتازلهذهالطريقة 
انظر [24۴۴ .مم ,اناطء5] مرة أخرى. 
تستقطب طرائق أخرى مثل 6216118 اهتمامًا واضحًا أو طرائق الصيغة الضعيفة ",0۲۳ “ak‏ 
وبالنسبة إلى مسألة القيمة الحدية فقد افترضنا 3 
(r2) + q(x)y = f(x), y(O0) = y(1) = 0, Osxs1‏ حت 

في ظل الافتراضات المبينة في بداية هذا الفصل» وتحدّد طريقتا Galerkin‏ و Rayleigh- Ritz‏ 
بالمعادلة (11.28). وعلى أي حال فهذه ليست الحالة بالنسبة إلى مسألة قيمة حدية معينة. 
ويمكن إيجاد معالجة التماثلات والفروقات ما بين الطريقتين. ومناقشة تطبيق واسع لطريقة 
Galerkin‏ في [Schul]‏ وفي .[SF]‏ 

وهناك أسلوب شائع آخر لحل مسائل القيمة الحديةء وهو طريقة الارتصاف 
method of collocation‏ وهذه العملية تبدأ باختيار مجموعة دوال أساس («©.....:©) 
ومجموعة أعداد (م× ...13 فى [1 ,0]: وكون التقريب 

N 


240) 


يحقق المعادلة التفاضلية 22 عدد زک عند ۸ كك ثر ک1 1. وبالإضافة إلى ذلك فكون 
= (1):© = (6:)0 عند / > : > 1 متطلبّاء فإن الشروط الحدية تكون متحققة آليًا. وقد 
م بالكثير من الأدبيات حول اختيار الأعداد (ر×) ودوال الأساس (,4). وأحد الاختيارات 
الشائعة يكون بجعل :4 تمثل دوال الأساس لدوال الشرائح بالنسبة إلى تجزئة [1 ,0]. وجعل النقاط 
[*1 بمنزلة نقاط 5518لاه6 أو جذور دوال متعامدة معينة تتحول إلى فترة فرعية مناسبة. وإن 
طرائق الارتصاف مختلفة » وطرائق الفرق النتهي موجودة في [ا۸]. ونستنتج أن طرائق الارتصاف 
باستخدام شرائح بدرجة عالية تكون مكافئة لأساليب الفرق المنتهي باستخدام استكمال خارجي 
وتوجد مصادر أخرى لطرائق الارتصاف في [0655] و [11]. 





مجموعة التمارين 5.11 


EXERCISE SET 
استخدم خوارزمية الخطي الجزئي لتقريب حل مسأئة القيمة الحدية‎ .1 


Os<xs<l, y(O=y(l) =0‏ وده کے وک ج ر 
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مستخدمًا 1 = د× ,0.7 = × ,0.3 = × ,0 = 0د. قارن نتائجك بالحل الحقيقى 


r 2. « 0 8‏ 1 55 
اج 05 - 2 sın‏ --2 ارج 3 
لع مود حم اورت اش 23 


2. استخدم خوارزمية الخطي الجزئي لتقريب حل مسألة القيمة الحدية 
y(0) = y(1) = 0‏ ,1 دع >0 8x+1l,‏ تيه = ره + ری گے - 
مستحدما 1 = × ,0.8 = ود ,0.4 = × ,0 = م×. قارن نتائجك بالحل الحقيقى × -2م = (×)ر 
3. استخدم خوارزمية الخطي الجزئي لتقريب حل مسائل القيمة الحدية الآنية» وقارن النتائج 
بالحل الحقيقى: 


0 


أ. 0 = (1 )ر = (0)ر ,1 دع >0 ,×4 - = 2y‏ + ارعرة - 'ر×- استخدم 0.1 -/ 


الحل الحقيقى × - ”× = (×)ر 

ٍ 5 
ب. 0 = (1)ر = (0)ر ,1 د × >0 ,©( -2) +× = e E ey‏ استخدم 0.1 h=‏ 
الحل الحقيقى (1 -*1()6 - y)x) = (x‏ 
ج* 0 = )1 (x-1)- (x+ 1)e7 7D, 0< x < 1, y(0) = y(‏ = ر + (ار سی گ _- 
استخدم 5 =۸ الحل الحقيقي (ء - yx) = x(e‏ 
ر 0= x> 1, y)0( = y)1(‏ >0 ,2 -2ماء1(2 + y+ )x + 2(y = ]2- )x‏ - ”رز + -)x‏ 
استخدم 0.05 -/ الحل الحقيقى +(2ماء) - (1 + «)ما = (×)ر 
4. استخدم خوارزمية الشريحة التكعيبية مع 3 = ” لتقريب الحل لكل من مسائل القيمة 
الحدية الآتية» وقارن النتائج بالحل الحقيقى فى التمرين (1) والتمرين (2). 
5 3 2 م REE‏ 
EE 1g °8 7 * 0> x s1, y(0) = 0,y(1) =0 .١‏ + "ر 
ب. 0 = (1)ر ,0 = (0)ر ,1 > × >0 ,1 4x7 - 8x+‏ = رھ + ری گے - 
5. كرّر التمرين (3) مستخدمًا خوارزمية الشريحة التكعيبية. 
6. أثبت أن مسألة القيمة الحدية 0 

(p(y) + q(x)y = f(x), Oxxsl, y(O=a, y()=8 
يمكن تحويلها من خلال تبديل المتغير »(× - 1) - م - ر = ج إلى الصيغة‎ 

¬, (p(*)z) + q(x)z = FR OSL 200-00: AN=0 
لتقريب حل مسألة القيمة الحدية‎  - 9 استخدم التمرين (6) وخوارزمية الخطي الجزئي مع‎ .7 
در +"ندت‎ x 055 1, 2)0(2 1, )1( م +1 د‎ 
كرّر التمرين (7) مستخدما خوارزمية الشريحة التكعيبية.‎ .8 
أثبت أن مسألة القيمة الحدية‎ .9 
4 

=, (POY) + «()و‎ = f(x), asx Sb, y(a =a, y(b) =8 
1 يمكن تحويلها إلى الصيغة‎ 
= (P(w)z') + q(w)z = F(w), Oxsw<1l, z(0)=0, z()=0 
.)6( من خلال طريقة مماثلة لتلك المعطاة فى التمرين‎ 
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0. أثبت أن دوال الأساس الخطية الجزئية -4:!7) تكون مستقلة خطيًا. 

1. أثبت أن دوال الأساس الشريحة التكعيبية (4:!:2) تكون مستقلة خطيًا. 

2. أثبت أن دوال الأساس الخطية الجزثية تكون موجبة التحديد. [إرشاد: استخدم التعريف.] 
3. أثبت أن المصفوفة المعطاة من خلال دوال أساس الشريحة التكعيبية تكون موجبة التحديد. 


SurveyofMethodsandSoftware مسح الطرائق والبرمجيات‎ 1 EE 


ناقشنا فى هذا الباب طرائق لتقريب حلول مسائل القيمة الحدية. وقد افترضنا لمسألة القيمة 
الحدية 





p()y' +q(x)y +r(x), asx Sb, y(a@ =a, y(b) =8‏ = 
كلا من طريقة القذف الخطية وطريقة الفرق المنتهي لتقريب الحل. وتستخدم طريقة القذف 
أسلوب القيمة الابتدائية لحل المسائل 

=a, y'(a@) =‏ 2ه)ر asx Sb,‏ ,)+ 2(2)ن + اإ(ممم ع كر 


y(a) = 0, y'(a) =1‏ ,رط دع p(x)y'+ q(x)y, as‏ = كر 
وينتج المعدل الموزون لهذه الحلول حلا لسألة القيمة الحدية الخطية. 
استبدلنا في طريقة الفرق المنتهي "< و 3 بتقريبات الفرق» وقمنا بحل نظام خطي. وعلى 

لرغم من أن الحلول ليست بدقة طريقة القذف» إلا أن هناك تحسس أقل بالنسبة إلى خطأ 
لتقريب. وتتوافر طرائق الفرق برتب أعلى» أو أنه يمكن استخدام الاستكمال الخارجي لتحسين 
لدقة. 
في مسألة القيمة المنتهية غير الخطية 

6 -(2)60 ,هع f(x,y), asx Sb, y(a‏ د كر 
ستعرضنا طريقتين أيضًا. وتتطلب طريقة القذف غير الخطية حل مسألة القيمة الابتدائية 

- نر به مار f(%.Y,Y), asx Sb,‏ د كر 
عند اختيار ابتدائي ل ؛. لقد أحسنا الاختيار من خلال استخدام طريقة نيوتن لتقريب الحل/ 
إلى 8 = (2)5,4. وتتطلب هذه الطريقة حل مسألتى قيمة ابتدائية عند كل تكرار. وتكمن الدقة 
في اختيار طريقة حل مسائل القيمة الابتدائية.  ٠‏ 
وتتظلب طريقة القرق النقهى للمعاذلة غير الخطية استبدال “رو د بحواصل الغرق» التى 
تحصل لكونها نتيجة في نظام غير خطي. ويُحل هذا النظام باستخدام طريقة نيوتن. ويمكن 
استخدام فروقات أو استكمال خارجي من رتبة أعلى لتحسين الدقة. وتبدو طرائق الفرق المنتهي 
أقل حساسية لخطأ التقريب من طرائق القذف. 
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إن طريقة Rayleigh-Ritz-Galerkin‏ شرحت من خلال تقريب حل مسألة القيمة الحدية 


4 
ےک‎ e + ,عار = رماو‎ 0> x> 1, مار‎ = y)1( = 0 
x dx 


ومن الممكن إيجاد تقريب خطي جزئي أو تقريب شريحة تكعيبي. 
يمكن توسيع غالبية المادة المتعلقة بمسائل القيمة الحدية من الرتبة الثانية لمسائل ذات شروط 
حدية بالصيغة 
«ıy(a) + 8ıy'(a) = *‏ و 8 = a2y(b) + 82y'(b)‏ 

حيث إن 0 < |8| + ابءا و 0 عو |82| + إده| »> لكن بعض الأساليب تصبح معقدة بعض 
الشيء . وننصح القارئ المهتم بهذا النوع من المسائل باعتماد كتاب مختص في مسائل القيمة 
الحدية» مثل 1 [Keller,‏ „ 
وإننا نذكر اثنتين فقط من طرائق عديدة فى مكتبة .10151 لحل مسائل القيمة الحدية. وتستند 
البرمجية 8۷۶۴5 إلى فروقات منتهية» أما البرمجية 875115 فتستند إلى القذف المتعدد 
باستخدام IVPRK‏ طريقة Runge-Kutta-Verner‏ لمسائل القيمة الابتدائية. ويمكن استخدام كلتا 
الطريقتين فى أنظمة مسائل قيمة حدية وسيطية 260زرعاءمههدم . 

إن فكتبة N46‏ فيها الكثير من البرفجيات أيضًا لحل مسائل القيمة الحدية. والبرئجية 
20211417 هي طريقة قذف تستخدم طريقة18-1165508اناكل- 160086 للقيمة الابتدائية بالتزامن 
مع طريقة نيوتن. وتستخدم البرمجية 00264۴ طريقة الفرق المنتهي مع طريقة نيوتن لحل 
نظام لاخطي. والبرمجية 00268۴ هي طريقة الفرق المنتهي الخطي» والبرمجية 202181 هي 
طريقة ت تستند إلى الارتصاف. 

تحلٌ البرمجيتان .14151 و MUSN‏ فى حزمة 09۴ ضمن مكتبة اا۸ مسائل قيمة حدية 
ذات نقطتين خطية وغير الخطية على التوالى. وكلتا البرمجيتين تستند إلى طرائق القذف. 
ويمكن إيجاد معلومات أكثر حول المسائل العامة التى تكون ضمن الحل العددي لمسائل قيمة 
حدية ذات نقطتين في Keller [Keller, H]‏ و .Shampine and Waltman [BSW]‏ ويركز 
Roberts and Shipman [RS[‏ على طرائق القذف لمسائل قيمة حدية ذات نقطتين» ويحصر 
[5] مء الاهتمام بالسائل. ويتضمن الكتاب من تأليف Ascher, Mattheij, and Russell (AMR)‏ 
عرضًا واسعًا لمسائل القذف المتعدد والقذف المتوازي. 





الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية 


Numerical Solutions to Partial Differential Equations 


الجسم المتناحى 6أم1501,0) هو الجسم الذي يكون التوصيل الحراري على كل نقطة فيه 
مستقلا عن اتجاه تيار الحرارة خلال تلك النقطة. ويمكن إيجاد الحرارة (/ ,2 ,ر ,×)» = » فى 
جسم متناح عن طريق حل المعادلة التفاضلية الجزئية 
du 8 du 8 du du‏ 8 
E E)‏ 
حيث إن ء» + و 6 دوال في (2,,:) وتمثل التوصيل الحراري» الحرارة النوعية 
وكثافة الجسم عند النقطة (2 ,« ,×) على التوالي. 
عندما تكون © » ۸ و6 ثوابت» تعرف هذه المعادلة بمعادلة الحرارة البسيطة الثلاثية الأبعاد» 
ويعبر عنها ب 
2u 5 2u _ cpu‏ 5 00 
a‏ م 2@ تبره @x2‏ 
إذا كانت حدود الجسم بسيطة نسبيًا أمكن إيجاد حل لهذه المعادلة باستخدام سلاسل فورييه. 
في معظم الأحيان حيث لا تكون © » ۸ و 6 ثابتة أو عندما تكون الحدود غير منتظمة 
يجب إيجاد حل المعادلة التفاضلية الجزئية بطرائق التقريب. وستعرض فى هذا الباب مقدمة 
عن هذا النوع من الطرائق. 
إن المعادلة التفاضلية الجزئية التى سنفرضها فى الفصل (1.12) هى المعادلة الإهليليجية 


(معادلة ناقصية) (84150ناوء مأأم[ااء) التى تعرف بمعادلة بواسون (84100ل0»ة ممووامص) 


f)x,«(‏ = اله J+ s0‏ سفت 

نفترض فى هذه المعادلة أن f‏ يصف مدخلات المسألة على منطقة مستوية ۸ بالحدود 5. 
تظهر معادلات من هذا النوع في دراسة مسائل فيزيائية متعددة ومستقلة عن الزمن» مثل توزيع 
الحرارة المنتظم في منطقة في مستوى» ثم تعرّضها لقوى الجاذبية في المستوى» ومسائل ثنائية 
الأبعاد فى حالة استقرار (منتظمة) ومحتوية على سوائل غير قابلة للانضغاط. 
ويجب وضع تحديدات إضافية للحصول على حل وحيد لعادلة بواسون. فعلى سبيل المثال إن 
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الباب #12 الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية 


عمل بپیر - سيحون لابلاس 

Pierre - Simon Laplace (1749-1827)‏ 
في كثير من الحقرل الرياضية منتجا 
أبحاثا إيداعية في الاحتمالات والفيزياه 
الرياضية. ولق تشر إنتاجه الرئيس ف 


نظرية الحرارة في الفثرة 1820-1817 


شكل 1.12 


ملحوظة. قدم جرهان دريشليه 
Johann Peter Gustav Lejeune Oirichlet‏ 
)1605-1659( 


مساهمات كبيرة فى حقول نظرية لأعداد 
ونقارب لسلاسل. ديمكن قي الحقيقة 
اعتباره مؤسس سلاسل فورييد. لأنه كان 
أول من كتب بحثا عمبقا في الونوع 





حصيو زيما 


شكل 2.12 


Numerical Solutions to Partial Differential Equations 


دراسة توزيع الحرارة مستقر الحالة في منطقة في المستوى يتطلب كون 0 = (( ,:)/ وناتجا 
بالتبسيط | 
0 3 0 = (ر ا + زر انه 
a2 a2‏ 

التى تسمى معادلة لابلاس ٥١‏ ةوه 08'5امها. 

إذا كانت الحرارة داخل المنطقة قابلة للتحديد بتوزيعها على حدود المنطقة فإن المحددات 
تسمى حالات دريشليه الحدودية (Dirichlet boundary Conditions)‏ وتعطی ب 

u(x, y) = g(x, y)} 

ل( ,×) جميعها على 5. حدود المنطقة ۸. (انظر شكل 1.12) 


(« ,): تثبيت درجة الحرارة 


على الدرجات (۷ ,)8 


0.0 





النقطة (ر ,×) داخل الشكل هي (« ,#) بحيث تكون درجة الحرارة ثابتة عند (« ,)م درجة. 
سنفترض في الفصل (2.12) الحل العددي لمسألة تحتوي معادلة تفاضلية جزئية تكافثية على 
ا 0 2 مو —-): ,2 

إن المسألة الفيزيائية التي افثرضت هنا تعنى بانسياب الحرارة خلال قضيب طوله ! «انظر الشكل 
2 وفيه حرارة متجانسة ضمن كل مقطع عرضي. 

إن هذا يتطلب أن يكون القضيب معزولا تمامًا على سطحه الخارجي. الثابت » مستقل عن 
المكان في القضيب ويتحدد بخواص توصيل الحرارة للمادة التي يتكون منها القضيب. 





إن إحدى المجموعات النمطية للتحديدات في مسألة انسياب الحرارة من هذا النوع هي كيفية 


تحديد توزيع الحرارة الابتدائية فى القضيب 
f)(‏ - (ة جام , 
ووصف السلوك على طرفي القضيب. وعلى سبيل المثال إذا ثبتت حرارة الطرفين عند إلا و دا 








مقدمة 


إن تسميات المعادلات التفاضلية 
الجزئية توازي تسميات القطع المخروطية 


شكل 3.12 


Introduction 
فإن حالات الحدود تأخذ الصيغة‎ 
u(l,1) = وين‎ »)0, 0 = U, 
ويتقارب توزيع الحرارة من توزيع الحرارة المنتج للنهاية‎ 
im u(x,t) = U + لتك‎ 
وبدلاً من هذا فإذا كان القضيب معزولاً بحيث لا تنساب الحرارة خلال الطرفين فإن حالات‎ 


الحدوب تكون 0= د و0= نت 
منتجة حرارة ثابتة في القضيب بوصفها حالة نهائية. إن المعادلة التفاضلية الجزئية ذات القطع 
المكافئ مهمة أيضًا في دراسة انتشار الغاز» وفي الحقيقة» تعرف في بعض الأوساط باسم معادلة 
الانتشار .diffusion equation‏ 

المسألة التى درست فى فصل (3.12)» هى معادلة الموجة (١٥ااةسهه‏ 08«) أحادية البعد» 
وهي مثال للمعادلة التفاضلية الجزئية ذات القطع الزائد. افترض أن سلكًا مرنًا طوله / قد شُدَ 
بين داعمين على المستوى الأفقي نفسه. «انظر شكل 3.12) 


u(x, 0 


> 


× الوقت الثابت 4 





إذا جعلنا السلك يهتز فى مستوى عمودي فإن الإزاحة العمودية (7,<)” لنقطة × عند الزمن 1 
تحقق المعادلة التفاضلية الجزئية 

0>293 0>+>1 2ه لكل‎ ( = n 
بشرط أن تأثيرات التخمد مهملة وأن السعة كبيرة جدًا. ولكي نضع محددات على هذه المسألة‎ 
افترض الموقع الابتدائي لسلك» وأن سرعته معطاة بب‎ 

0 > × > 1 و )م = )0 ,2 لكل‎ u)x,0( = f)×( 
إذا كانت نقطتا النهاية ثابتتين نحصل على 0 = (0,1)» و 0 = (1,1)» أيضًا.‎ 
هناك مسائل فيزيائية أخرى تحتوي على معادلة تفاضلية جزئية زائدة وهي التي تحدث في‎ 
دراسة الدعائم المهتزة حيث يثبّت أحد طرفيها أو كلاهماء وكذلك في انتقال الكهرباء في خط‎ 
طويل خاضع لبعض التسرب في التيار إلى الأرض.‎ 
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أسهم سيمون دينس بواسون 
Sime'on Denis Poisson‏ 
,11781-1840 
في إنتاجه حول الحركة في المستوى. وبعد 


ذلك في نظرية الاحتمال. أنجز عمله في 
المعادلات التفاضلية عندم كان يافعا خلال 


السنوات الأولى من القرن التاسع عشر 


شكل 4.12 





المعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية (الإهليليجية) 
Elliptic Partial Differential Equations‏ 

المعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية (الإهليليجية) Elliptic Partial Differential Equations‏ 
إن المعادلة التفاضلية الجزنية الناقصية التى نتناولها هنا هى معادلة بواسون 


2 2 
u(x, y) = لف‎ 2+ le (رعار = زر‎ (1.12) 


على [2 g@R={(x,y)|a< x< b,c < y<‏ 
(ر ,×)ع = (ر ,×)» لكل و € (بررع) 

حيث ؟ تعبر عن حدود ۸. إذا کان و متلين على مجاليهما قد يوجد جل وحيذ 
لهذه المعادلة. 

إن الطريقة المستخدمة هي تكييف لطريقة الغرق المحدود للمسائل الخطية ذات القيم 
الحدودية التي بحثت في الفصل (3.11). إن الخطوة الأولى هى اختيار عددين صحيحين ۸ 
و ۳ وتعريف حجمي الخطوة ۸ /(ه - 5) = طوس بن -4) = ۾. خذ تجزئة للفترة [ط ,»] 
تحوي ” من الأجزاء المتساوية بعرض ۸»> وجزئ الغترة [4 ,ء] إلى :7 من الأجزاء المتساوية بعرض 
. «انظر شكل 4.12) 





ضع تقسيمًا على المستطيل 8 برسم خطوط عمودية وأخرى أفقية على النقاط بالإحداثيات 
(رر ,:د) حيث 


i= 0, لكل 7 ...ا‎ x; = a + ih 
4 


غثر +2 = رلا لکل 7 resi‏ ج200 j‏ 
الخطوط د = × ورلا = را هي خطوط تقسيم 5م || 0و: وتقاطعاتها هي نقاط الشيكة 
mesh points‏ للتقسيم. 
لكل نقطة شبكة (رر ,:*) داخل التقسيم » لكل ۸-1 ,...,2 ,1 ٤وا‏ كول Slog‏ 
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نستخدم سلسلة تايلور في المتغير × حول :× لتوليد معادلة الفرق المركزي 


3 (xir, yj) = 2u(xi, yj) + u(xi-1, yj) _ 22 u 
)ر ر ا = رر ات‎ 22 


حيث ER)‏ 5 
نستخدم سلسلة تايلور أيضا في المتغير ر حول زر لتوليد معادلة الفرق المركزي 


_ Xi, Yj+1) = 2M(xi, Yj) + مدن‎ Yj-1) _ Kk? au 


2u 
درج‎ 017/0 6 12 4 


(xı nj) )3.12(‏ 
حيث (1+زY‏ ,1-ز۷) € 1. 
وباستخدام هذه المعادلات فى المعادلة (1.12) يسمح لنا بالتعبير عن معادلة بواسون عند النقاط 
0 يأتي: 

U(Xir1, Yj) = رد)ع2‎ Yj) + u(Xi-1, ا‎ U(Xi, Jj+1) - 2u(xi, yj) + (Xi, Yj-1) 


0 k2 


و ار ا — + f(xy yj)‏ = 


4 6 4 22 
لكل 1 -0 ,...,2 ,1 =1 و1 -” ,...,2 ,1 = ز والتعبير عن حالات الحدود كالآتى: 
(ز مداع = (زج ,وند)ها و (زل ,داع = (زنز ,مu)x‏ لكل " ,...,1 ,0 = ز 1 
(xi, o) = (Xi, 0)‏ و u)xi, ym) = (Xi, Ym)‏ لكل 1 ¬۸ ,...,2 ,1 i=‏ 
وبصيغة معادلة الفروق » فإن هذا ينتج في طريقة الفرق المحدود بخطأ قطع محلي من الرتبة 


ê 5 :0)۸ + £) 
2 8 1 | Wij = (Wi+r1,j F Wi-1,j) - (4 (wi j+ı + i,j) = ® وم‎ Y)) 
4.12) 
jS Lem yg = 1,2,5. m= 1 لكل‎ l2 
و‎ 
(ز¥ ,8)0 = زەس و (ز۷,م×)ع8 = زس لكل " ,...,0,1 = ز‎ 5.12) 


)¥0 ,)ع = Wo‏ و 8)i, Ym)‏ = ,رزب لكل 1 ¬۸ ,...,1,2 = i‏ 
حيث ذاللا تقرّب (زل ,:×)1. 
إن المعادلة النمطية فى (4.12) تحتوي تقريبات ل ((,*3)“ عند النقاط 

دزي (Xi-1, Yj), (Xir Yj, (Xir Yj, (Xir‏ و (xir Yj+1)‏ 
وبإعادة النظر إلى التق يم حيث تقع هذه النقاط» يظهر أن كل معادلة ت تحتوي على تقريبات 
فى منطقة نجمية الشكل حول (ز( ,:×). (انظر شكل 5.12) إذا استخدمنا المعلومات من حالات 
الحدود (5.12) حيثما كان ذلك مناسبًا في النظام المعطى بالمعادلة (4.12)؛ أي على النقاط (زلا :::) 
المجاورة جميعها لخلية حدودية» نحصل على نظام خطي )1 1)(m¬— 1) x (n 1)(m-‏ -م) 
بمجاهيل هي تقريبات زاللا ل (ز¥ ,د)ها على النقاط الداخلية لخلية . يعبر عن النظام الخطي 
المتضمن لهذه المجاهيل من أجل حساب المصفوفات بفاعلية أكثر إذا ما أعيدت تسمية النقاط 
الداخلية للخلية. وهناك نظام محبّذ لتسمية هذه النقاط. 
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شكل 5.12 


شكل 6.12 


مثال 1 





(انظر 2101.م ,1 ۲ يتلخص بوضع 

(زy P1 = )xi,‏ و wı = wi,‏ 
حيث (1 - ۸)(ز -1 -م) +1 = 1 لكل 1 -م ,...,1,2 = 1و1 ~=" ,...,1,2 = j‏ 
إن هذا يعطي تسمية لنقاط الخلايا بالتتابع من اليسار إلى اليمين ومن الأعلى إلى الأسفل. 
وعلى سبيل المثال إذا كان 4 = ۸ و 5 = ” فإن التسمية الجديدة تنتج تقسيمًا تظهر نقاطه فى 
شكل 6.12). إن تسمية النقاط بهذه الطريقة يضمن أن النظام اللازم لتحديد ا هو مصفوفة 
مطوقة ذات طوق عرضه 1 - 2۸ على الأكثر. 





افترض مسألة توزيع الحرارة في الحالة المستقرة في صفيحة معدنية مربعة دقيقة ذات أبعاد 
" 0.5 فى 73 0.5. تثبت درجة حرارة حدين متجاورين عند 0:0» وتزداد الحرارة على الحدين 
الآخرين خطيًا عند إحدى الزوايا من 0:0 إلى 100:0 حيث يلتقي الضلعان. 
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شكل 7.12 





إذا وضعنا الضلعين اللذين فى الحالة الحدودية صفر على الإحداثى × والإحداثى « أمكن 
التعبير عن المسألة با معادلة i‏ 2 
0 > (ر ,»)جد +( 55x,‏ 

0x2 2ر‎ 


لكل ( )*١‏ فى المجموعة 0.5 > ر > 0 ,0.5 > × > 0 | (ر,×)] = ۸ وفى الحالات 
الحدودية 
«200 = (ر,ك0.5)» y) = 0, u(x, 0) = 0, u(x, 0.5) = 200x,‏ ,1(0 


إذا كان 4 = م = م فإن المسألة تخضع للتقسيم المعطى في شكل (7.12)» وتكون معادلة الفرق 
(4.12) كما يأتى: 


i-1, ¬ W-1 - Wi +1 = 0‏ ¬ زب إبزللة - زس4 لكل 2,3 ,1 = 1و 1,2,3 = ز 


u(x, 0.5) = 200+ 


1(0, (ر ,0.5)» 0 = زر‎ = 200y 


وبالتعبير عن هذا بدلالة التسمية الجديدة لنقاط التقسيم (,4)۶ = زس يتضمن أن المعادلات على 


4 للا + وروللا = ورلا - I 4w — w2‏ 
4 = ورلا - إللا - وw‏ - 2س4 FH‏ 

FB 4w — w2 — وبلا‎ = W4, 3 + رونلا‎ 
Fy? ورلا - 4س4‎ - w1 - ورلا‎ = 02 

Ps: 4ws — we — هين‎ — w2 - وين‎ = 0 

42 = وللا - وس - وس - 6س4 Fe:‏ 

Pi: 4w7 — wg — w4 = Wo,1 + W1,0 
Pş : ورلا - رزلا - وس - وس4‎ = 20 

Pst 4wg - wg — WG = W3,0 + 4,1 


حيث نحصل على الأطراف اليمنى للمعادلات من الحالات الحدودية. 
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جدول 1.12 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 





Wi 


18.75 
37.0 
56.25 
12.50 
25.00 
37.0 

6.25 
12.50 
18.75 


وفى الحقيقة» تتضمن الحالات الحدودية ما يأتى : 
,0 = وروللا = 0,2 = رونلا = 3,0 = 2,0 = 1,0 


0 = 2 بهللا = ورس ,25 = ,ږس = وس و 75 = ورهللا = ووس 


إن النظام الخطي المرتبط بهذه المسألة يكون على الصيغة 


w1 25‏ 8 0© 60 60 80 كك 0 1ك 4 
w2 50‏ 6 0 € 0-1-0 4 لكت 
OE 0 0 5 7 150‏ 10 4 01 
0 4 0 0 ك 0 إ4 0© © ل 
OE AY, O0 215 0 ws | - 0‏ رات 0 
ws 50‏ اك :0 0 4 4 0 1ك © 0 
O0 © 6 4 21 8 w1 0‏ 0 0 
ws 0‏ لت O #F‏ 1ت :10 © O‏ 0 
25 وw‏ 4 O O C&C Om OE‏ 0 
إن قيم وس ٠, 2 E‏ التى قد وجدت بتطبيق طريقة جاوس - سيدل على هذه المصفوفة معطاة 
فى جدول (12.1). 
إن هذه الإجابات صحيحة؛ لأن الحلّ الحقيقى (4002 = ( ×)4 يحقق 
a“ 4 E 5‏ 
كبرق كبرق 
ولذلك فإن خطأ القطع يكون صفرًا عند كل خطوة. 30 


إن المسألة التي افرضناها في المثال (1) فيها الحجم نفسه لكل خلية» وهو 0.125 على كل 
إحداثي: وتتطلب حل نظام خطي 9 ×9 فقط. إن هذا يبسّط الوضع» ولا يحتاج إلى المسائل 
الحسابية التي تظهر عندما يكون النظام أكبر. تستخدم الخوارزمية (1.12) طريقة جاوس-سيدل 
ede1-ussهG‏ بتكرار لحل النظام الخطي الناتج» كما أنها تسمح بحجوم خلايا غير متساوية 
على الإحداثيات. 
الفرق المنتهي في معادلة بواسون Poisson Equation Finite - Difference‏ 
تقريب حل معادلة بواسون 
02u 2u‏ 

24 > بر 5 8 5 6-5 .ماكر Ya‏ 32 + (7 32 
تحت الشروط الحدودية 
(( ,دام = (ر ,×)» إذا كان م = × أوم د ع و4 > ر دع 
و (ر,×)ع = (ر ,×)» إذا كان » = ر أو 4 - روط > + > ه 
المدخلات: نقاط النهاية 4 ,© ,2 ,© أعداد صحيحة 3 < 3,۸ < :”7 حد الخطأ المسموح به 701 
أكبر عدد من التكرارات .١‏ 
المخرجات: التقريبات ن" للقيم (ز۷ ,)4 لكل 1 - ۸ ,...,1 = ولكل1 -7 ,...,1 = ز 
أو رسالة تفيد بأنه قد تم تجاوز العدد الأكبر من التكرارات. 
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الا ا 
ضع a)/ n‏ -ط) = h‏ 
k= )4- c/m‏ 
لكل 1 - ۸ ,...,1 = ضع ۸¡ Xi = a+‏ 
(تحدد الخطوتان 2 و 3 نقاط الشبكة). 
قة loca‏ = ز ضع )ز c+‏ "37 
... ,1 دنء لكل 1 - 1م ,...,1 = j‏ ضع 0= i,j‏ 


۸1 =۸ /)2 ضع‎ 
LL = 2)1 +2( 


.20-7 ما دام ۸ > 1 فنقذ الخطوات‎ 
(تنفذ الخطوات 20-7 تكرارات جاوس - سيدل).‎ 
z = (— RP f (x1, Ym-1) + ,4)ع‎ Ym-1) + A8 (x1, d) + W1, m-2 ضع‎ 

+ W2 m-1)/4 
NORM = |z — wı m-ı| 

m-1 = >‏ إللا 
لكل 2- 2,...,۸ = ا ضع 
z = ) - h? f (xi, Ym-1) + Ag (xi, 4( + Wi-1.m-1‏ 
F+Uir1.m-1 + AWim-2)/L‏ 

NORM = |win-ı — 2| فضع‎ |Wi,m-ı - z| > NORM إذا كان‎ 


Wi,m-| = 2 ضع‎ 

= (—h? f (Xxn-1, Ym-1) + ,)م‎ Yn-1) + Ag (xq-1, 4) ضع‎ 

+ وسور ديوزلا‎ + AWa-1,m-2)/| 

إذا كان NORM‏ < |ج - رو درس| قضع |2 — حر ررس| = NORM‏ 


إذا كان 2701/4 < |ج - ز,رس| فضع |> - زس | = NORM‏ ضع ج = زو ئلا 


= 2,..., 2 لكل‎ 
z = (—h? f (xi, yj) + wi, F Awir + Wir, + AW j-1)/% ضع‎ 
wi, = ضع‎ NORM = |w;j,j — <| فضع‎ |wi,j - z| > NORM إذا كان‎ 


1 


ضع w-2‏ + ( رر ,)چ + ( ر۷ x,‏ 27م -) دج 
AWn-1,i-1)/|‏ عل Awn-1,j+1‏ + 
إذا كان 8701914 > |ج - ,۷۸-1 | فضع |> — NORM - |wn-1,j‏ ضع 2 = W-1,‏ 


z = (—h? f (x1, Y1) + g(a, yı) + يذ‎ (x1, ¢) + ضع غ/ )2,1 + جر رسانة‎ 
ضع 2 = إ,رس‎ NORM ع‎ |wı,ı - >| قضع‎ |1 - z| > NORM إذا كان‎ 
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^ 


,...ءم2 = ١‏ ضع 


€ 
z = (—h? f (xi, Y1) + Ag(xi, e) + ب ررس‎ + Awi2 + wi+1,1) /K 
NORM = |wi,ı — 2| فضع‎ |wi,ı - z| > NORM إذا كان‎ 


ضع ج = إ Ww‏ 
i1 2‏ 


z = (Ff (xn-1, Y1) + gb. Y1) + Ag -1, ©) ضع‎ 
+wn-2,1 + AWn-1,2)/4 
NORM ع‎ |wn-1.1 - z| |ج - 1-« ۷| فضع‎ > NORM إذا كان‎ 


Wa-1,] > 2> ضع‎ 


TTT ا‎ 


EF‏ اللخرجات ( تم تجاوز أكبر عدد من التكرارات) (لم تنجح العملية) توقف. 





= 

على الرغم من أن عملية التكرار لجاوس - سيدل متضمنة في الخوارزمية 1.12) للتبسيط» 

فإن من المهم استخدام طريقة مباشرة مثل طريقة جاوس للحذف عندما يكون النظام صغيرًا 

أي من الرتبة 100 أو أقل؛ لأن موجبية التحديد تضمن الاستقرار بالنسبة إلى أخطاء التدوير. 

وعلى نحو خاص» فإن تعميم خوارزمية كراوت للتحليل (7.6) (انظر [221.م,۷1]) كافية لحل 
هذا النظام؛ لأن المصفوفة تكون بصيغة قطاعات متماثلة ثلاثية القطر 





ah 0 
2 EG 

00 Cet 
Osean 0 ايان ا‎ 


حيث كل قطاع بحجم (1 —- x (n‏ )1 -م). 
أما في الأنظمة الكبيرة فيجب استخدام طريقة التكرار وبالتحديد طريقة 50۸ المعروضة 
فى الخوارزمية (37). إن اختيار م الأعظمية فى هذه الحالة يأتى من تحلل 4 إلى مصفوفتها 
القطرية 7 والمصفوفتين المثلثية العلوية 7] والمثلثية السفلية 1. 
A= D-L-U CS‏ 
وهي مصفوفة طريقة جاكوبي B= D(L+ U)‏ 


وعندئذ يكون نصف القطر ا50661:8 للمصفوفة 8 (انظر [۷3۲1]) هو 


eel]‏ ا 
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مثال 2 


جدول 2.12 


ومن ثم فإن قيمة » التي ستستخدم هي 
4 2 


2 1 8(12ام] ل ا/ل 1 
[os (3) + cos 5)]‏ -4/ +2 
من الممكن أن ندخل طريقة القطاع في الخوارزمية لنحصل على تقارب أسرع في عملية 50۴. 
لعرض هذه الطريقة ؛ انظر (22111.هم ,۷4۲1). 
افترض معادلة بواسون 
2u EI‏ 
Dy N aE, 0> 2: 0> >‏ 5 +( 


مع الحالات الحدودية 
1 > بر ك0 ,2° = (ز,2)ء ,0 = y)‏ ,4(0 


2 > ع >0 u(x,0) = x, u(x,1) = ex,‏ 
سنستخدم الخوارزمية (1.12) لنجد تقريب الحل الصحيح5 = ” ,6= ولمع = u(x, y)‏ 
إن معيار التوقف فى طريقة جاوس - سيدل في الخطوة 17 تتطلب 
10-0 > 0 رن =0 
لكل:5 ...1 5+ ولكل 4 1 2 . 
ولذلك فقد حصلنا على حل معادلة الفرق بدقة» وتوقفت العملية عند 61 = 1. وقد غرضت 


۳ 


النتائج والقيم الصحيحة فى جدول (2.12). ل 
yj) — wf (x, Yj) wy Yj xi 7‏ ,مم 
x 10-4 0.4013 0.40756 0.2000 033537 1T1‏ 1.30 
x 10-4 0.4977 0.49748 0.4000 033 2 3‏ 2.08 
x 10-4 0.60737 0.60760 0.6000 0.3333 3 1‏ 2.23 
x 10-4 0.74185 0.4201 0.8000 0.3333 4 1‏ 1.60 
x 10-4 0.8147 0.81452 0.2000 0.6667 1 2‏ 2.55 
x 10-4 0.99455 0.99496 0.4000 0.6667 2 2‏ 4.08 
x 10-4 1.217 1.2152 0.6000 0.6667 3 2‏ 4.37 
x 10-4 1.4837 1.4840 0.8000 0.6667 4 2‏ 3.15 
x 10-4 1.214 1.2218 0.2000 1.0000 1 3‏ 3.64 
x 10-4 1.4918 1.4924 0.4000 1.0000 2 3‏ 5.80 
x 10-4 1.8221 1.827 0.6000 1.0000 3 3‏ 6.24 
x 10-4 2.25 2.20 0.8000 1.0000 4 3‏ 4.51 
x 10 2,255 2.20 0.8000 1.0000 4 3‏ 4.51 
x 10-4 1.6285 1.6290 0.2000 1.3333 1 4‏ 4.27 
x 10-4 1.9891 1.9898 0.4000 13333 2 4‏ 6.79 
x 10-4 2.42595 2.4302 0.6000 13333 3° 4‏ 7.35 
x 10-4 2.964 2.9679 0.8000 1.3333 4 4‏ 5.40 
x 10-4 20357 20360 0.2000 1.6667 1 5‏ 3.71 
x 10-4 2.4864 2.4870 0.4000 1.6667 2 5‏ 5.84 
x 10-4 3039 3035 0.6000 1.6667 3 5‏ 6.41 
x 10-4 3.7092 3.097 0.8000 1.6667 4 5‏ 4.89 


697 
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مجموعة التمارين 1.12 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم طريقة الفرق المحدود لتقريب حل المسألة E‏ 

00 0> > 1, >بر>0‎ 2 
ROE وف‎ a e 02 10 

2 >2 >0 ,127 -ر) = (ر,u)1‏ ,ر = (رu4)0,y‏ 

استخدم 4 = ۸ =*» وقارن النتائج بالحل الفعلي 2 - ×) = .4)x, y(‏ 


2. استخدم طريقة الفرق المحدود لتقريب حل المسألة 


@ „u 2u 
س + سے‎ =0, [EIT 0-1 
3:2 د رق‎ 7 
u(x, 0) = 2lInx, u(x, 1) = In(x? + 1), 1> <> 2 


u(1, y) = In(y”+ 1), 4(2, y) = ةراما‎ + 4, Osys1 
.4)», «( = |١)” + 27 ستخدم 4 = «» = ۸» وقارن النتائج بالحل الفعلي‎ 
أوجد تقريب حلول المعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية الآتية باستخدام الخوارزمية‎ .3 
E OSE OEE 0 
>ى 0 > ترق + تق‎ 1 3 
u(x, 0( = 0,  »)عر1(‎ = x, 01 


»)0, (ر‎ = 0, u(l,y) = y, Osys1 


ستخدم 2 = ۸ = ۸» وقارن النتائج بالحل الفعلى ر× = (ر .4)x,‏ 





Fu‏ ايرتق 
r, 0 Zz‏ 0 ,((ر - = سے + سے 
و << a EE (cos (x + y) + cos(x — y))‏ 
u(0, y) = cosy, u(r, y) - - cosy, Osys‏ 
دع >0 0 22 «u(x, 0( 2 cosx, u(x,‏ 
استخدم 0 = # ۰ X×/5‏ = 2# وقارن النتائج بالحل الفعلى بردم نددمء = (ر ,د)». 
2 22 
E 04 Oe OS‏ 
HO) = 1 uye, Osys1‏ 
u(x,0) =1, u(x,1) = e", E‏ 
استخدم 0.2 = 4 و 0.1 = )» وقارن النتائج بالحل الفعلي 9© = («,×)». 
ر u x‏ 0 
ق بج ا ود 
JERE EOI‏ 7 0 32 
u(x, 2) = xIn(4x?), 1-2‏ رماع = )1 u(x,‏ 


4(1, y) = yiny, 1(2, y) = 2yIn(2y), Sy S2 
„u(x, y) = دين وقارن النتائج بالحل الفعلى مارم‎ k= 01 استخدم‎ 
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4. كرّر التمرين (3)2 باستخدام الاستكمال الخارجي بأخذ 0.2 = مش ۸/2 = ۸ و ۸0/4 ديق 
5 أنشئ خوارزمية شبيهة بالخوارزمية (1.12) إلا أن الطلوب هو استخدام طريقة 8 مع © 
الأعظمية بدلا من طريقة جاوس - سيدل لحل ل الخطي. 
6. كرّر التمرين (3) باستخدام الخوارزمية التي أنشئت ت في التمرين (5). 
7. كابل ثنائي المحور مصنوع من موصل داخلي مساحة مقطعه العرضي 0.1: أنشئ مريع 
وموصل خارجي بمساحة 5 إنش مريع. إن الطاقة الكامنة على نقطة في المقطع العرضي للكابل 
توصف بمعادلة لابلاس. 
افترض أن الموصل الداخلي: يقي على ااقولت:: والموصل الخارجي بقي على 110 فولت. أوجد 
الطاقة الكامنة بين الموصلين باستخدام تقسيم طول المسافة الأفقية للخلية 0.1 = ۸ إنشاء وطول 
المسافة العمودية 0.11 = 4+ على النطقة 
}0.5 ع D={(x,y) [05 x,y‏ 

أوجد تقريب حل معادلة لابلاس على كل نقطة في التقسيم؛ واستخدم مجموعتي الحالات 
الحدودية لاشتقاق نظام خطي ليتم حله بطريقة جاوس - سيدل. 
8. صفيحة مستطيلة من الفضة بطول «ه 6 وعرض ۳ 5. 
نتجت حرارة متجانسة على كل نقطة بمعدل (8: “من )بل 1.5 = و. افترض أن × تمثل المسافة 
على حافة طول الصفيحة الذي هو 6٠۳‏ و « تمثل المسافة على حافة عرض الصفيحة الذي هو 
3 
افترض أن الحرارة » على الأطراف قد بقيت على درجات الحرارة الآتية : 

u(x, 0) = قاع‎ x), ux, 5) = 0, 0> ع‎ > 6 

5 عدر >0 ,0 y)=‏ ,6« ,بر - قإئر = u0, y)‏ 
حيث يقع المركز على نقطة الصفيحة بالإحداثيات (0.0) وتقع حافتا المستطيل على الإحداثي x‏ 
والإحداثي «. إن الحرارة في حالة الاستقرار (( ,×)» = » تحقق معادلة بواسون 

4 


3 u 8 
gr + ا کد او مرق‎ EE SS 0435 


حيث × ثابت توصيل الحرارة؛ ويساوي زو ۰ عع ٥۳١‏ )/لده 1.04. 
أوجد تقريب الحرارة (ر ,<): باستخدام الخوارزمية (1.12) بأخذ 4 -م و .k=‏ 
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إن المعادلة التفاضلية الجزئية المكافئة التي ندرسها هي معادلة الحرارة أو الانتشار على الصيغة 
2 
0<x<l, t>0 6.12)‏ 2 =( 2 
ar @,2‏ 
تحت الشروط 
ft>0‏ ,9 د ,)هن د ل ,4(0 و u(x, O0 = f(x), Osxs‏ 

وإن الطريقة التي نستخدمها لإيجاد تقريب لحل هزه المسألة تحتوي الفروق المحدودة» وهي مماثلة 
للطريقة المستخدمة في الفصل (12 0 
أولاً: نختار عددًا صحيحًا 0 < # ونعرّف 1/7 = 28 وبعدئذ نختار حجم الخطوة الزمنية ۸. 
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إن نقاط تقسيم هذه الحالة هي (ز1,:×) حيث 1۸ = بد لكل " ,...,0,1 = i‏ و مز = ز٤‏ لكل 
E O hs‏ 
نحصل على طريقة الفرق باستخدام سلسلة تايلور في ٤‏ لتكوين مقسوم الفرق. 
2 2 

)7.12( ری ی 2 _ ا 50 ت ے ررر ی ک2 
لقيم ما (j, fj+1)‏ © ز» وسلسلة تايلور في × لتكون مقسوم الفرق 

0 _ U(xi +h, زر‎ = 2u(xi, tj) + u(x: — h, tj) h? 3*u 
gg IS N) )8.12( 
ع‎ € )Xi-1, X1+1( حيث‎ 
تتضمن المعادلة التفاضلية الجزئية المكافثة 6.12) أن نقاط التقسيم الداخلية (ر؛ ,::) لكل‎ 


1د ا ا 
ينا ر 


10 )4 28 2 لدان 
=O (i, j) =‏ زرا باك 
dt 3 022 23‏ 


ولذلك تصبح طريقة الفرق باستخدام مقسومي الفرق (7.12) و (8.12) على الصيغة 
Wij + Wi-1,j‏ — ز,اجاللا Wij _ q2‏ = از ,فللا 


1 2 =0 )9.12( 


حيث ززالا تقرّب (زا ,:×)1. 


إن خطأ القطع المحلي لعادلة الفرق هو 


k u h? “u 
ij = 5 جسم صب ثيه - )4 ,)جر‎ 1 ( (10.12) 
حل المعادلة (9.10) لإيجاد ربز :س يعطى‎ 
20k 3 
Wi,j+1 = (£) ij + o حر‎ (Wir1,j + Wi-1,j) (11.12) 


لكل 5-1 ,...,1,2 =1 و... ,1,2 = ل 
بما أن الحالة الابتدائية f)×(‏ = (0,×)» لكل 1 > × > 0 تتضمن أن (:×) f‏ = ١:س‏ لكل 
" ,...,1 ,0 = : فإنه يمكن استخدام هذه القيم في المعادلة (11.12) لإيجاد قيمة 1 :س 
لكل 1-” ,...,2 ,1 -:. أما الحالات الإضافية 0 = 0,/7)« و 0 = (1,7): فتتضمن 
أن 0 = ١‏ وس = ١مس‏ لذلك يكون من الممكن إيجاد المدخلات جميعها التى على الصيغة 
1 إذا أعدنا تطبيق الطريقة حال معرفة التقريبات :للا جميعها فإنه يمكن إيجاد قيم 


W3...‏ ,101,2 بطريقة مماثلة. إن الطبيعة الصريحة لطريقة الفرق تتضمن إمكانية كتابة المصفوفة 
(1 -”) × (1 -:7) المقترنة بهذا النظام على الصيغة ثلاثية الأقطار 

)1-20( 2 0 OEE 0 

A EE 





حيث (02)/12 = ۸. 
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جدول 3.12 


0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 


مثال 1 


u(x;, 0.5) 


0 

0.002221 
0.00422728 
0.00581836 
0.00683989 
0.00719188 
0.00683989 
0.00581836 
0.00422728 
0.00222241 
0 


إذا افترضنا 
(f(x), f(x2),..., f(xm-1)' 3‏ = كاين 
و “(نوضة, ...روط ررسة) = س لكل ....,2 ,1 = ز 
فإن الحل التقريبى يُعطى بالصيغة 
و هيمح :لاهو لكل ...به ,1 دار 
ولذلك يمكن الحصول على س من " ۷W‏ بعملية ضرب مصفوفة بسيطة. 
إن هذا يعرف بطريقة الفرق الأمامى .Forward - Difference method‏ إذا كان ل المعادلة 
التفاضلية الجزئية يملك أربع مشتقات جزثية متصلة فى ×» ومشتقتين فى ؛ فإن المعادلة (10.12) 
تتضمن الطريقة من الرتبة (۸ +/)0. 
افترض معادلة الحرارة 
du 0u‏ 
ORS OS‏ .20 انيج - 30 
فى الحالات الحدودية 
u(0,t) = u(1,t) = 0, 0<t‏ 
والحالات الابتدائية 
u(x, 0) = sin(r x), 0> x<1‏ 
إن حل هذه المسألة هو 


u(x,t) = e" 


2 
x)‏ )مله 
سيقرّب الحل عند 0.5 = ؛ باستخدام طريقة الفرق الأمامي» أولا بأخذ 0.1 = ا» 0.0005 = » 


و 0.05 = ۸ ثم بأخذ 0.1 = 2# 0.01 = 4 و1 = ۸. 


" .8.12 لقد عُرضت النتائج في جدول‎ 
ركنا‎ Wi, 1000 
|u(x;, 0.5) — wi sol k= 0.01 |u(xi, 0.5) — wi, ı00ol k = 0.0005 
0 0 
8.199 x 107 8.19876 x 10" 6.411 x 10-5 0.00228652 
1.557 x 10° - 1.55719 x 10° 1.219 x 10-4 0.00434922 
2.138 x 10° 2.13833 x 10° 1.678 x 10-4 0.00598619 
2.506 x 10° - 2.50642 × 10° 1.973 x 10-4 0.00703719 
2.627 x 10° 2.62685 x 10° O75 10° 0.00739934 
2.490 x 10° - 2.49015 × 10° 1.973 x 10-4 0.00703719 
2112107 2.11200 x 10° 1.678 x 10-4 0.00598619 
1.531 x 10° - 1.53086 x 10° 1.219 x 10-4 0.00434922 
8.036 x 107 8.03604 x 107 6.511 × 10-5 0.00228652 
0 0 


يتوقع أن يكون خطأ القطع في ا مثال (1) من الرتبة (۸ + 0)۸. على الرغم من الحصول على 
هذا بأخذ 0.1 = ۸ و 0.0005 = 24 فإنه بالتأكيد غير ذلك بأخذ 0.1 = ۸ و 0.01 = ». ولكى 
نبين هذه الصعوبة؛ يجب دراسة الاستقرار فى طريقة الفرق الأمامى. 
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إذا حضل خطأ “ل 9م ,... ,9م ,) = ١م‏ في تمثيل البيانات الابتدائية 
w® = (f(x), f(x2),..., f(xm-1))°‏ 
(أو في أي خطوة» علمًا بأن اختيار الخطوة الابتدائية هو للملاءمة)» فإن خطأ 4۵۳ يتنامى 


فى w؛‏ لأن 
ك w= A) + e) = Aw + A0‏ 


تتواصل هذه العملية في الخطوة #» ويكون الخطأ في "»؛ لأن ٠‏ مساو ل .4"٠‏ ومن ثم 
تكون الطريقة مستقرة بالضبط عندما لا تكبر هذه الأخطاء فى حال ازدياد #. ولكن يكون هذا 
صحيحًا إذا وفقط إذا كان لأي خطأ ابتدائى )ع نحصل على | |٠۳‏ > | 4”©9 | « جميعها. 
إذن يجب أن نحصل على 1 > ||”4||» وهو شرط يتطلب أن 1 > "”((0)4) = (”0)4م بحسب 
النظرية (15.7). ومن ثم تكون طريقة الفرق الأمامي مستقرة فقط إذا كان 1 > (0)4. ومن الممكن 
برهنة أن القيم الذاتية للمصفوفة 4 هي 

١1 5 2 

5 ir 

(n 5))‏ 1-4 = نط لكل 1 ¬" ,...,1,2 =1 
(انظر تمرين 13). ومن ثم يختزل شرط الاستقرار إلى تحديد ما إذا كان 
التى تبسّط إلى 


5 2 
م(A)=‎ max | -4( (in رح‎ 
1sism-1 2m 


7 2 5 
٥ > ۸)۸ (5 (( 4‏ لکل 1 حضو نو PS‏ 
بما أن الاستقرار يتطلب تحقق هذه المتراجحة عندما 0 +¬ #» أو على نحو مكافئ عندما 


i e 7) 2 
يه‎ sın TD 


يعنى أن الاستقرار سيحدث فقط إذا كان + > ۸ > 0. 
بما أن (۸/۸7)”» = ۸ فإن هذه المتراجحة تتطلب اختيار ۸ و # بحيث 


1 





5 


مه + 7# 35» فإن کون 


اتان 
h2‏ 


02 5 


بر زوم 


فى المثال (1) كان لدينا 1 = »» ولذلك فإن هذا الشرط يتحقق عندما 0.1 = ۸ و 0.0005 = م» 


ولكن عندما زيدت k‏ لتصبح 1 دون أي زيادة فی «h‏ أصبحت النسبة 
1 0.01 


OD 1< 2‏ 
وظهرت مشكلات الاستقرار. 


بالتوافق مع مصطلحات الباب الخامس» نقول إن طريقة الفرق الأمامي مستقرة بشروط» ونلاحظ 
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شكل 8.12 


أن الطريقة تتقارب إلى حل المعادلة (6.12) بمعدل تقارب (72 + 0)۸ على شرط أن 
ا 
12 


« 5 


سإ 


وتتحقق شروط الاتصال اللازمة على الحل. 
( يمكن الرجوع إلى [8502-505م,16] للحصول على برهان مفصل)؛ للحصول على طريقة تكون 
مستقرة دون شروط (ءاطهاء نااال006000141008))؛ نعد طرائق الفرق الضمني التي تنتج من مقسوم 
الفرق الخلفى للمشتقة (ر1 ,::د)(3::/34) على الصيغة 
j)‏ د + ارا EEE) A BD)‏ = زر ر 2 
حيث زلا فى (ز1,1-ر٤).‏ 
إن 'تغويض. هة العادلة مع معادلة (8.12) ل »07/0 في المعادلة التفاضلية الجزئية يعطي 
2u(xi, tj) + U(Xi-1, j)‏ — (را ې _ U(Xi, tj) - U(Xi, j-1)‏ 

k h? 

k 0u 


h? “u 
= ~3 ga i j) = Ê لق‎ 


لبعض (1+نة,1-ت) € 5 
إن طريقة الفرق ¬ الخلفى (1500© Backward - Difference‏ التى تنتج هى 


WS ناطوالا‎ WG = 2wij + Wi-1,j 
k h? 
لكل 1= 2ر1 83 وراک زر‎ 
تحتوي طريقة الفرق - الخلفى فى كل خطوة نمطية على النقاط الشبكية‎ 
(xir, 1j) (Ren DY SES (للايقتاء‎ 
.8.12 وتتعامل مع تقريبات على النقاط المشار إليها بعلامة × في شكل‎ 


=0 (12.12) 


ع 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
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شكل 9.12 


وبما أن الحالات الحدودية والابتدائية المرتبطة بهذه المسألة تعطى معلومات على النقاط 
الشبكية المشار إليها بدائرة» فإن الشكل يظهر عدم إمكانية استخدام أي عملية صريحة لحل 
المعادلة (12.12). 
تذكر أنه فى طريقة الفرق - الأمامى قد استخدمت تقريبات على النقاط 
(RED CRD (xire‏ و(ره (Rel‏ 
ومن ثم كانت هناك طريقة صريحة متاحة لإيجاد التقريبات بناءً على الحالات الحدودية 
والابتدائية. (انظر شكل 9.12) 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 





وإذا افترضنا مرّة أخرى أن ۸ تعبر عن (2)4//2» فإن طريقة الفرق الخلفي تصبح 
22)wij — Awi+1,j = AWi-1,j = Wi, j-1‏ + 1( 
لكل 1 -" ,...,1,2 =1 و...,1,2 = زز 
وبمعرفتنا بأن (;×) ۶ = مس لكل 1 m¬-‏ ,... ,1,2 = 1و 0= رون = ز wn‏ لكل 
,..., = ز فإن طريقة الفرق هذه تملك التمثيل بالمصفوفات 





(1 F2) =A, O: 0 
ب‎ 0 : W1, W1,j-1 
ا ب‎ w2, w2,j-1 
0 0 : 5 : (13.12) 
E 5 6 
OSS 0 a 123 e ا‎ 


أو ناس = (نلييرم لکل . ...,2 ,1 = :. ومن ثم يجب علينا الآن حل نظام خطي للحصول 
على اس من (-س. بما أن 0 < ۸ فإن المصفوفة حتمًا ثلاثية الأقطار. ويمكننا استخدام أي من 
خوارزمية كراوت للتحليل (7.6) أو خوارزمية (37) 50۴ لحل هذا النظام. وتحل الخوارزمية 
2.12 المعادلة (13.12) باستخدام تحليل كراوت الذي هو مقبول» إلا إذا كانت :7 كبيرة في هذه 


الخوارزمية » ونفترض لأغراض التوقف وجود حد على 1. 
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معادلة الفرق الإرجاعي  Heat Equation Backward - Difference‏ 
لإيجاد تقريب لحل المعادلة التفاضلية الجزئية المكافئة 92 
UREN USRET‏ اک 007 

xX 
تحت الحالات الحدودية‎ 
«(0,t) = u«(l,t) = 0, O0O<t<T 
والحالات الابتدائية‎ 
u(x,0) = f(x, Osxsl 
. < 3, N < 1 المدخلات: نقطة النهاية /» أكبر وقت 7» ثابت »» أعداد صحيحة‎ 
j = 1,..., N المخرجات: تقريبات زس إلى (ز1,:×)» لكل 1 - م ,...,1 = 1 و‎ 


) القيم الابتدائية‎ ( .W; = /)18( أضع‎ = ٠ 
.)7.6 تنفذ الخطوات 11-3 نظامًا خطيا ثلاثي الأقطار باستخدام الخوارزمية‎ ( 


لكل 2 ¬ ۳ ,2 = أضع 1 بن( +21 +1 = 8 
Nl‏ - = 


ضع ۸ز = ع. ( ز1 الحالية) 
zı = wı/lı‏ 


M0 ¬ 2‏ = أ ضع 4+1 ¬ زج = 


SEES 
x = ¡۸ لكل 1 ¬" ,...,1 = أضع‎ 
) لاحظ ززل ح بس‎ ( )X, W:( المخرجات‎ 





طريقة الفرق الإرجاعى الخوارزمية (2.12) بأخذ 0.1 = ۸ و 0.01 = ۾ لتقريب حل 


معادلة الحرارة 
e, n - g0 = 0, Orel, 02#‏ 2 


706 


Numerical Solutions to Partial Differential Equations الباب 12 8 الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية‎ 


جدول 4.12 


تحت المحددات 

ODS LOSSY OC DSi, OSE 
التي افترضت في المثال (1). لكي نعرض الاستقرار غير المشروط لطريقة الفرق الإرجاعي؛ نقارن‎ 
ثانية 0 اللا ب (0.5 ,:3) حيث 10 ,...,1 ,0 = :. إن النتائج المعروضة في جدول ا‎ 
القيمتان ۸ و ۸ المساويتان لتلك في د الخامس والسادس في جدول (3.12)» التي تشر‎ 


استقرار هذه الطريقة. 

[Wi so - «(x;, 0.5)| u(x, 0.5) Wi, s0 Xi 
0 0 0.0 

6.756 x 10-4“ 0.0022221 0.00289802 0.1 
1.285 x 1073 0.00422728 0.00551236 0.2 
1.769 x 1073 0.00581836 0.00758711 0.3 
2.079 x 1073 0.00683989 0.00891918 0.4 
2.186 x 1073 0.00719188 0.00937818 0.5 
2.079 x 1073 0.00683989 0.00891918 0.6 
1.769 x 1073 0.00581836 0.00758711 0.7 
1.285 x 1073 0.00422728 0.00551236 0.8 
6.756 x 10-4 0.0022221 0.00289802 0.9 
0 0 1.0 


إن السبب وراء عدم خضوع طريقة الفرق الإرجاعي للمشكلات الاستقرار التي تواجهها طريقة 
الفرق الأمامي يمكن أن يتضح عن طريق تحليل القيم الذاتية للمصفوفة 4. إن القيم الذاتية لطريقة 
الفرق الإرجاعي «انظر التمرين 14) هي 


7 7 
171 5 
|( مه ]نهب - ہم نكل أحس ,2-12 


وبما أن 0 < ۸ فإن 1 < i‏ الكل 1 = DS‏ كير إن هذا يتضمن أن 4-1 موجودة؛ 
لأن الصفر ليس قيمة ذاتية للمصفوفة 4. وينتج الخطأ ۳ في البيانات الابتدائيّة خطأ مقداره 
9ع”(4-1م) عند الخطوة 4-1. بما أن كل قيمة ذاتية aS‏ ا الذاتية 
المقابلة لها فى 24 فإن نصف القطر الطيفى للمصفوفة 4-1١‏ محدود الأعلى بالعدد ٠1‏ والطريقة 
مستقرة مع الاستقلال عن اختيار (۸7/))ء = . وبلغة الباب الخامس نسمي طريقة الفرق 
الإرجاعي باسم الطريقة المستقرة بلا شروط .Unconditionally stable method)‏ إن خطأ ذلا القع 
المحلي لهذه الطريقة هو من الرتبة (۸7 +))0 على أن حل المعادلة التفاضلية يحقق شروط 
الاشتقاق العادية. وفى هذه الحالة تتقارب الطريقة إلى حل المعادلة التفاضلية الجزئية بمعدل 
التقارب نفسه. (انظر [508.م,۸١).‏ 0 
إن ضعف طريقة الغرق الإرجاعي ينتج عن حقيقة أن خطا القطع المحلي فيه جزء من رتبة 
(0)۸» متطلبًا أن تكون الفترات الزمنية أصغر كثيرًا من الفترات المكانية. ومن الواضح أن يكون 
من المهم وجود طريقة فيها خطأ القطع جلى من الرتبة (72 + 0)/2. 
إن الخطوة الأول في هذا الاتجاه هي أن نستخدم معادلة فروق ذات خطأ (0)۸2 في )1 2 u‏ 
بدلا من تلك التي استخدمناها سابقًا والتي كان خطؤها (0)۸. ويمكن عمل هذا باستخدام سلسلة 
تايلور في 1 للدالة(م »)x,‏ عند النقطة (ز1,:×)) ومن ثم إيجاد القيم عند (1+ز1 ,) و (1درة,2) 


2 المعادلات التفاضلية الجزتية المكافقنة 


ريتشاردسون 
Richardson‏ 1.6 - الذي مر معنا أن 
انمه مقترن بالاستكمال الخارجى- 
قد ساهم في عمل مهم في تقريب 
المعادلات التفاضلية الجزنية 


يعد عمله بوصفه عالا 
فى الفيزياء الرياضية فى الحرب 
العالية الثانية آئجر كرائك 
Crank 1916(‏ قلأول) أبحاثا فى 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية 
الجزنية. وخصوصا في سائل توصيل 
الحرارة. 

إن طريقة كرانك - نيكلسون مبنية 
على مشترك مع نيكولسون 
Phyllis Nicolson (1968-1917)‏ 
وهو عالم فيزياء في جامعة نيدز 
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لإيجاد معادلة الفرق المركزي 
Lj+1) = (Xi, j-1) kK gu‏ ,)ها 


(زما ,)اج 2 27 


e (=‏ ک2 

حيث (1+ ز٤‏ ,1 ز٤)‏ € زغا. 

إن طريقة الفرق التي تنتج من تعويض هذا وفرق المقسوم العادي للمشتقة (32::/32:2): أي معادلة 

(8.12) في المعادلة التفاضلية تسمى طريقة ريتشاردسون: وتعطي الصيغة 

9 اخ تبي‎ - 2j + W-1 
2k 1 


إن خطأ القطع المحلي لهذه الطريقة يكون من رتبة (۸ + 0)۸. ولكن من المؤسف له أن 
يقة تخضع لشكلات استقرار خطيرة. لانظر التمرينين 1و 12). 

ا طريقة أكثر فائدة ألا وهي التي اشتّقت شتقت عن طريق إيجاد الوسط الحسابي لطريقة الفرق 

الأمامي في ۲ عند الخطوة ز» أي 


تاللا WI _ q2 I+. = Wy F‏ = اجرراللا 
k h?‏ 


Wij < اللا‎ 


=0 (14.12) 


0= 
التي لها خطأ قطع محلي هي ف 
u‏ 
(Xi, 4j) + O(R)‏ يس > = TF‏ 
وطريقة الفرق الإرجاعي في ؛ عند الخطوة (1 + زاء أي 


Wij < Wij E J+ > 2w + Wi 


=0 


k 7‏ 
التي فيها خطأ القطع المحلي هو 3 
(0)2 + ررم e,‏ 37 = وم 
إذا افترضنا 
E 94 e‏ 
i j)‏ ورج" ل gg oj)‏ 


فإن طريقة الفرق المعدّل 


F Wij Û _ 0‏ لبر ننة2 > ربز الجزللة 5 Wij = Wij 2 Wi+1.j = 2Wij F Wij‏ 
h2 h2‏ 2 3 
لها خطأ قطع محلي من الرتبة (۸ + )0: على شرط تحقق شروط قابلية الاشتقاق العادية. 
يعرف هذا بطريقة كرائك - نيكلسون (0هطاع5 ممؤامعفلة - 02۸k‏ وتمثل بصيغة المصفوفات 
15.12( اتاروم = خللههوم لكل ...,2 ,1 ,0 = زر 
حيث 


i 
= (W1. js ...زوللا‎ Wm-|,j) 
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والمصفوفتان ۸ و 8 معطاتان كالآتي: 


A= 





للك لد 





a 
بما أن 4 مصفوفة موجبة التحديد» سائدة قطريًا حتمًا وثلاثية الأقطار فإنها غير منفردة.‎ 
ويمكن استخدام إما خوارزمية كراوت للتحليل (7.6) وإما الخوارزمية (3.7) 50۴ للحصول على‎ 
من (ثايب لكل . ...,2 0,1 = ل‎ WwW 
إن الخوارزمية (3.12) تدمج تحليل كراوت في طريقة كرانك - نيكلسون. وكما في الخوارزمية‎ 
يجب تعيين طول محدود لفترة الزمن لكى تحدد طريقة التوقف.‎ »)2.12( 
0)/2 + /,2( للتحقق من أن طريقة كرانك - نيكلسون مستقرة بلا شروط وتملك تقاريًا من الرتبة‎ 
.[IK,pp.508 - 5121 يمكن الرجوع إلى‎ 
Crank - Nicolson كرانك - نيكلسون‎ 
تقريب حل المعادلة التفاضلية الجزئية المكافئة‎ 
وجا اود سيوك و ويه‎ a FERT 
dt dx . 
الخاضعة للأحوال الحدودية‎ 


u(l,t) = 0, 0> +> 7'‏ = )0,1(« 
والشروط الابتدائية 


u(x,0) = f(x), Osxsl 
," < 3, N < 1 المدخلات: نقطة النهاية 1› أكبر وقت 7ء ثابت »» أعداد صحيحة‎ 
المخرجات: تقريبات زاللا ل (زة ,ند)»: لكل 1 - م ,...,1 =1¡ ولا ,...,1 دل‎ 
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0 


4 gg 








لكل 1 = ....,1 = i‏ ضع )1۸( f‏ = إس. ( القيم الابتدائية ) 
( تنفذ الخطوات 3 - 11 نظامًا خطيًا ثلاثي الأقطار باستخدام الخوارزمية (7.6).) 


لكل 2 - 8 ,...,2 = 1 ضع ۸-1/2 + 2 +1 = زا 
u: = - \/( 21)‏ 


ln = 1+ ۸ + Xt -2/ 2 ها قع‎ | 


لكل ١‏ ,...,1 = از نفذ الخطوات 7 - 11. 


ضع مز = . ( الحالية [) 


2 
z= - Dw + [| / 


لكل 1 - ۳" ,...,2 > ذخ 
يوت 3 
/ |[ + للا + اجاللا) 3 + wi‏ — 0 داج 


TT CE 
Wi = لكل 1 ,...,2 - يمر = أ ضع 1+1 ¬ رج‎ | 6 | 


الخرجات (۲) ر لاحظ زا = ) 
گل 1 =۴ ,...,1 = أضع ۸¡ = Xx‏ 
الخرجات (:۷ )X,‏ ( لاحظ زإللا = زس ) 


| 12 | توقف. ( الطريقة مكتملة). 
لا 


ستستخدم طريقة كرانك - نيكلسون لإيجاد تقريب لحل المسألة في المثالين 1) و (2) المتمثلة 


بالمعادلة 
du 0u‏ 
0<x<1 0>+‏ ,0= )3,1 - %0 رو 
الخاضعة للشروط 
u(0,t) = u(1,1) = 0, 0> #‏ 
3 


u(x, 0) = sin(rx), O0<x <1 


لقد استخدمت الاختيارات 1 = ۸ ,0.01 = ۸ ,50 = N‏ ,0.1 = ۸ ,10 = ” فى الخوارزمية 
(3.12) كما كان في المثالين السابقين. ١‏ 

تشير النتائج في ول 5.12) إلى تفوق طريقة كرانك - نيكلسون من حيث الدقة على طريقة 
الفرق الإرجاعى» التى كانت الأفضل من بين الطريقتين السابقتين. . 
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|wi,so — 4(x;, 0.5)| u4(x;, 0.5) Wi, 50 x 52 جدول‎ 

0 0 0.0 
8.271 × 10-5 0.002221 0.00230512 0.1 
SBR IO 0.00422728 0.00438461 0.2 
2.165 x 10-4 0.00581836 0.00603489 0.3 
2.546 x 10-4 0.00683989 0.00709444 0.4 
2.677 x 10-4 0.00719188 0.00745954 0.5 
2.546 x 10-4 0.00683989 0.00709444 0.6 
2.165 x 10-4 0.00581836 0.00603489 0.7 
1.573 x 10-4 0.00422728 0.00438461 0.8 
SARIS 0.00222241 0.00230512 0.9 

0 0 1.0 

EXERCISE SET 2.12 مجموعة التمارين‎ 


1. أوجد تقريب حل المعادلة التفاضلية الجزثية باستخدام طريقة الفرق الإرجاعي 


:> 2,0 > عر >0 ,0= سعد د 
u(0,1)=u(2,1) =0, 0 > u(x, 0( = sin Tx, 022 €2‏ 
استخدم 0.1 = 7 ,4 = « ,2 = ۷ ثم قارن نتائجك بالحل الفعلي 2)x‏ سف “لماحم = )1 „u(x,‏ 
2. أوجد تقريب حل المعادلة التفاضلية الجزئية الآتية باستخدام طريقة الفرق الإرجاعي 


- -—— =0, 0<x>1, 0>1 


u«(0,) =u(1,1) =0, 0<1, u(x,0) = 2sin2rx, 0 <x <1‏ 
استخدم 2 = N‏ ,0.1 = 7 ,3 = ” ثم قارن نتائجك بالحل الفعلي .1u(x, 1) =e ^14 sin(7/2)x‏ 
3. كزر التمرين (1) باستخدام خوارزمية كرانك - نيكلسون. 

4. كرر التمرين (2) باستخدام خوارزمية كرانك - نيكلسون. 

5. استخدم طريقة الفرق الأمامي لإيجاد تقريب حل المعادلة التفاضلية الجزثية المكافئة 

الآتية : 


du u 5 
E gE 0, 0 ع يدع‎ 2: OF أ‎ 

102-22: = 0, Ot 

u(x, 0) = sin 2rx, 0<x <2‏ 
استخدم 0.4 = ۸ ,0.1 = »» ثم قارن نتائجك عند 0.5 = : بالحل الفعلي × 2 وني -ى = (1 تان 
du _ 3u‏ 
02 0 
(GO =H, OG‏ 


حبق 2« ع تاج ع عد عد له SU,‏ 


uO =x, Ox <F 
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استخدم 0 - «k= 0.05ch‏ ثم قارن نتائجك عند 0.5 = + بالحل الفعلى sinx‏ 2ه = „u(x, t)‏ 
6. استخدم طريقة الفرق الأمامى لإيجاد تقريب لحل المعادلات التفاضلية الجزئية المكافئة 
الآتية : 


du 4 0u ٤ 
a E O 0<x <4, 0<t 3 


0:74 =O, 02+ 
u(x, 0) = sin(rx/4)(1 + 2cos(rx/4)), 0 > ع‎ > 4 
ثم قارن نتائجك عند 0.4 = + بالحل الفعلى‎ «h= 0.2k= 0 4 استخدم‎ 
u(x,t) = e” sin(rx/2) + فانم‎ sin(r x /4) 
2 _ 1 
تبر 2ج ع‎ 
RKO) 2 )1,2(-20, 0< 


پر 0<x<1,0<t‏ .0ع 


u(x, 0) = cosrr (x — }), 0 <x <1‏ 
استخدم 0.04 = 4 . 0.1 = ۸ ثم قارن نتائجك عند 0.4 = : بالحل الفعلي 
„u(x, 1) = e”' cosT(x — })‏ 
7. كرّر التمرين (5) باستخدام خوارزمية الفرق الإرجاعي. 
8. كزر التمرين (6) باستخدام خوارزمية الفرق الإرجاعي. 
9. كرّر التمرين (5) باستخدام خوارزمية كرانك - نيكلسون. 
0. كرّر التمرين (6) باستخدام خوارزمية كرانك - نيكلسون. 
1. كرّر التمرين (5) باستخدام طريقة ريتشاردسون. 
2. كرّر التمرين (6) باستخدام طريقة ريتشاردسون. 
3. برهن أن القيم المميّزة للمصفوفة 4 الناتجة عن الطريقة الثلاثية الأقطار ذات الرتبة (1 -:7) 
فى (1 -”) المعطاة بالصيغة 
j=i+lgij=i-1 3 ۴‏ 
رنه = ¢ 1-2%, j=i‏ 
0, غير ذلك 
2 : 
هي القيم المميزة ( )42+ 1= ر لكل 1 - ,...,1,2 -: » وأن المتجهات الذاتية 
المقابلة لها لا حيث (7/7ز)هذه = 0 
4. برهن أن مصفوفة 4 الطريقة ثلاثية الأقطار ذات الرتبة (1 -:”) في (1 - :”) المعطاة بالصيغة 
(-, 11ز أو1+j=i‏ 
HOR‏ 124 
0, غير ذلك 
حيث 0 <2؛ تكون موجبة التحديد وسائدة قطريًا وذات قيم مميّزة 


= dij 


2 . 
۹ ا EE i‏ 5 
)و 4+ 1= :“ا لكل 1 -” ,...,2 ,1 = 1» وان المتجهات القطرية المقابلة هي "انا حيث 


sin(ijr/ m)‏ = اكير 
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5. عدّل الخوارزميتين (2.12) و (3.12) لتحتوي المعادلة التفاضلية الجزئية المكافثة 
du @u‏ 
BFT gg FS CR RE 024‏ 
OHS OS, Vas‏ 
u(x,0)= f(x), Osx sl‏ 
6. استخدم نتائج التمرين (15) لتقرّب حل المعادلة 


du 00 
4 الس‎ 0 


2 86 
u«(0,)=u(1,) =0, 0>‏ 
u(x, 0) = sin rx + x(1 — x)‏ 
بأخذ 0.1 = ۸ و 0.01 = ». قارن إجابتك عند 0.25 = ١‏ بالحل الفعلى 
u(x,t) = e” sin rx + x)1 - ×(‏ 
7. غير الخوارزميتين (2.12) و (3.12) لكى تستوعبا المعادلة التفاضلية الجزئية 
du 20u‏ 
اساقك 2077 سند 
dt 0x2‏ 
u(0,1) = (0), u(l,t) = Y(t), 0<t‏ 
u(x,0) = f(x), Osx sl‏ 
حيث (4)0 = (0) ۶ و (0)¥ = () f‏ 
8. إن الحرارة 7,*)» فى قضيب طويل دقيق ذي مقطع عرضي ثابت ومصنوع من مادة ذات 
توصيل حراري منتظم تتبع معادلة الحرارة أحادية البعد. 
إذا ما تولدت الحرارة فى المادة» على سبيل المثال عن طريق مقاومة تيار كهربائى أو تفاعل ذري 
تصبح معادلة الحرارة 2 
1 لحرار اع Tegel‏ لع EE‏ 
dt‏ 6م 0322 
حيث 1 الطول» ٠‏ الكثافة» © الحرارة النوعية» و× ثابت الانتشار الحراري للقضيب. يمثّل 
الذالة ١)»,‏ = ” الحرارة الناتجة لكل وحدة حجم. افترض أن 
٠ deg‘ s, p = 10.6 g/cm, C = 0.056 cal/g‘ deg‏ معللةء 1.04 = 1.5cm, K‏ =1 


=0, 0<x <l 0<t 


و١‏ تمعللق 5.0 = r(x, t, u)‏ 
إذا أبقى طرفا القضيب عند 0:0 فإن 
u(0,1) = u(l,1) = 0, t> 0‏ 
افترض توزيع الحرارة الابتدائي على الصيغة 
دع <0 ,كلم = )0 u(x,‏ 
استخدم نتائج التمرين (15) لتعطي تقريب توزيع الحرارة بأخذ 0.15 = ۸ و 0.0225 - . 
9. يحلل ساقار وبين [55] ٠٣ر۴‏ 59987200 العلاقات بين الشدة والمقاومة وخصائص المادة 
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لأسطوانة معرّضة للحرارة والتبريد بالتناوب» وافرض المعادلة 
EE I, ER Ga‏ 
az rar akar 2S"‏ 


حيث :)7 = 7 هى درجة الحرارة» + المسافة نصف القطرية من مركز الأسطوانة» ؛ الزمن 
و × معامل الانتشار. ‏ 
أ. أوجد تقريبات القيمة (10 ”)7 لأسطوانة نصف قطرها الخارجى 1» إذا أعطيت الشروط 
الابتدائية والحدودية: , 

T(1,1) = 100+ 40, T(},t)=t, 0> +> 0 

T(r, 0) = 200(r - 0.5, 0.5 <r <1‏ 
استخدم تعديلاً لطريقة الفرق الإرجاعى بأخذ 0.1 = ۸» 0.5 = ۸» 0.1 = مه - م. 
ب. استخدم توزيع الحرارة في الفقرة (أ) لحساب الشدّ 1 عن طريق تقريب التكامل 
are, t)r dr‏ | 0 


حيث 10.7 = و10 =. 


استخدم طريقة شبه المنحرف بأخذ .5 = ". 





2 المعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية 
Hyperbolic Partial Differ-ential Equations‏ 


نفترض فى هذا الفصل الحل العددي لعادلة الموجة (١٠ناةسهه‏ ©0) التى هى مثال على 
المعادلة التفاضلية الجزئية الناقصية. تعطى معادلة الموجة بالمعادلة التفاضلية ٠‏ 
١ 02120 )16.12‏ 
تحت الشروط 

u)0,1( = u)1,1( = 0‏ لكل ,0 < ۲ 
f(x)‏ = )%0 ومع = 2 لكل 1> × >0 
حيث » ثابت. 
اختر عددًا صحيخًا 0 < ” وقفزة زمنية حجمها 0 < ». بأخذ «1/7 = ۸» تعرف نقاط الشبكة 
(ر ,:3) بما يلى: 
xi = ih‏ وغل = tj‏ 

لگ O,‏ حار I SO‏ 
إن معادلة الموجة عند أي نقطة داخل الشبكة (:؛ ,:3) تصبح 


02 


02 
جو‎ i> 1) A) =0. (17.12) 


يمكن الحصول على طريقة الفرق باستخدام مقسوم الفرق المركزي للمشتقات الجزئية الثانية 
المعطاة بالصيغة 
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02 U(Xi+1, 1j) — ,بد م2‎ tj) + U(xi-1, 1j) 22 u 

(0:1) هيع 1 2 پا ص ج ص ص = (1 م 
حيث )1+1 (j-1‏ ع زها و 5 
i+1,1j) - 2 5 E h*3‏ 8 
00 قاقد _ U(Xi+1, 1j) — 2Ui, fj) + U(Xi-1, fj)‏ 017 علقم 
3x2 h2 12 4‏ 


5: € )x:-1, ×+1( حيث‎ 
تعويض هذه القيم فى المعادلة (17.12) يعطى‎ 
U(Xi, 1j+1) = 2U(Xi, 1j) + U(Xi, j-1) aa irs 1j) - 2u(xi, 1j) + U(Xi-1,1j) 


k2 h? 


1| 2,20 
= جرع‎ Xir lj) ~e h فرج‎ 50: ( 
إن إهمال حد الخطأ‎ 
1 04 04 
i= [Ee j) - رت‎ 0| 


يؤدي إلى معادلة الفرق 
2Wij Wij _ 0‏ > از لجزللا 5 از ,زللة Wi,j+1 > 2Wi,j F‏ 
k2 h2 1‏ 
إذا كان ۸/۸» = ۸ أمكننا كتابة معادلة الفرق بالصيغة 
Wi, j-1 — 32 wi+1,j + 22 Wij - 2 Wi-1,j =0‏ حك Wi,j+1 = 2Wi,j‏ 
وبحل 1+ التقريب من الخطوة الزمنية الأكثر تقدمًا» نحصل على 
)18.12( از i‏ = (ز W-1‏ + ز جزللة) ۸ + ر :س( - 2)1 = رجز زس 
تتحقق هذه المعادلة لكل 1 -" ,...,1,2 = أو...,1,2 = ل 


إن الشروط الحدودية تعطى 


Mg == (19.12)‏ تقل Fe I‏ 
ويتضمن الشرط الابتدائى 
W:0 = /)00( (20.12)‏ لكل 1 -" ,...,1,2 =1 
وبكتابة مجموعة المعادلات بصيغة المصفوفات نحصل على 
0 0 2م 21-22 
از اللا I E E W1,‏ 2 لجز للا 
1-ز,ولل1 زوللا 0 12-8 ا 0 Ma ١‏ 
Wm-1,j Wm-1,j-1‏ 0 للم 5 Wm-1,j+1‏ 
(2)1-22 22 0::. 0 
(21.12) 


إن المعادلتين (18.12) و 19.12) تتضمنان أن الخطوة الزمنية عدد (1 + 7) تتطلب قيمًا من 
الخطوتين الزمنيتين عدد ر وعدد (1 -2). (انظر شكل 10.12) 
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شكل 10.12 


o 
o 
o 
o 
o 
0 
o 
o 


1 
Xi Xi 





إن هذا ينتج مشكلة ابتداء بسيطة؛ لأن القيم من أجل 0 = ز معطاة فى المعادلة (20.12)» أما 
القيم من أجل 1 = ز التي نحتاج إليها في المعادلة (18.12) لنحسب 2:ا يجب الحصول عليها 


من شرط السرعة الابتدائى. 2 
(x, 0( = g(x), SS51‏ 


إن إحدى الطرائق تكون بالتعويض عن 3/37 بالتقريب من الفرق الأمامي 


du _ UCXis tı) = (xi, 0) _ سق ع‎ 
ر‎ 0) =2 me) و‎ 
)0, /( لبعض :// في‎ 
خُلَّ المقدار (11,:×) يعطى‎ 
(xı, 14) = (xı, 0) +k “0) + 8 2 2١ 
= ,بان‎ 0) + kg(xı) + 5 2 ar 2 


ونتيجة لذلك 
wi,o + kg (Xi) (23.12)‏ دنس لكل 1 = ۸ ,...,1 =4 
على كل حال» إن هذا يعطي تقريبًا ذا خطأ من الرتبة 0)10 فقط. 
ومن الممكن إيجاد تقر يب أفضل 0 
افترض المعادلة 
0 قر (x,‏ 0 

9 63 2 5 7 
لبعض نلا في u4(xi, fı)‏ التي تأتي من مد (4 ,:<)» (1 ,0) بكثيرة حدود ماكلورين الثاني في 1 
إذا كان ”1 موجودًا فإن 


u(x, fı) = u(x;, 0) + (e, 0 ا‎ 


3u 29 df 2 "م‎ 
012 (xi, 0) = a 3 (x, 0) = a 2 (xi) = a” f" (xi) 


715 
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ALGORI 
ارزمية‎ 
4.12 





5 K3 33u 
u(Xi, tı) = u(xi, 0) + kg (xi) + 2 (xi) + — € بج‎ 
0)۸7( منتجة ة التقريب ذا الخطأ‎ 


a2k 
wiı = wio + kg (xi) + عر كك‎ (x) 


(xi, i) 8 


إذا كان [1 ,4]0© © / ولم يكن (:د)”/ متاحّاء فيمكننا استخدام معادلة الفرق في المعادلة (9.4) 
لكايه 3 
)م _ fx)‏ + ا = J (xir)‏ لز 
لبعض ,2 في (1 +× ,1-ن). 
إن هذا يتضمن 
(x) + f (xi-1)] + O(K + Kk?)‏ 27 - - 
بافتراض (۸/»)) = ۸ يكون لدينا 


U(Xi, t1) = U(Xi, 0) + e + Ue - 2f (8) + f e-0 + OF +h? #@) 


U(Xi, f1) = U(Xi, O EEG 77 


= )1- ةد‎ f(x) + سم + ل‎ + kg(x:) + O(K + hk?) 

وهكذا يمكن استخدام معادلة الفرق 
kg(x;) (24.12)‏ + )1 2 7ه “+ )۸30 -1) = لزن 
لإيجاد ررس لكل 1 - م ,...,1,2 = :. 
تستخدم الخوارزمية 4.12) المعادلة (24.12) لتقريب 1:» على الرغم من أنه يمكن استخدام 
المعادلة (23.12) أيضًا. ومن المفترض وجود حد أعلى لقيمة ۲ التي يجب استخدامها في طريقة 
التوقف» وأن 7/17 = »» حيث N‏ معطاة أيضا. 
الفرق المنتهي في معادلة الموجة Wave Equation Finite - Difference‏ 
لإيجاد تقريب لحل معادلة الموجة 

E 2, = 0, 0<x<l, 0<1<T 
تحت الشروط الحدودية‎ 


9 


u(0,1) = u(l,t) = 0, 0> 2> 7“ 


الشروط الابتدائية 
والشرو u(x, 0( = f(x), Osxsl‏ 


2 0) = g(x), Osxsl 
.۳ < 2, ۸ < 2 المدخلات: نقطة النهاية 8» أقصى زمن 7» ثابت » » أعداد صحيحة‎ 
ل.‎ = 0,..., N المخرجات: تقريبات ررس ل (ز1 ,:×)» لكل " ,...,0 =1 و‎ 
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6.12 جدول‎ 
200 Xi 

0.000000000 0.0 
0.309016944 0.1 
0.587785253 0.2 
0.8090169944 0.3 
0.9510565163 0.4 
1.000000000 0.5 
0.9510565163 0.6 
0.8090169944 0.7 
0.587785253 0.8 
0.309016944 0.9 
0.000000000 1.0 





Wn,o = f(D 
(t=kg = (الابتداء ل0‎ : = lm = 1 لکل‎ 


ضع f (ih)‏ = وس 


2 


59 2 : 1 
رزس‎ = (1 = 2f (ih) + f (CG + DM) + f(G - DMD] + kg (ih) 


لكل اوا ک5 ضع x= ih‏ 


(xX, ,ا‎ Wij) فرجات‎ 


افترض المسألة الناقصية 

2 2 
بلك‎ 5 40 0, 0<x<1 0> + 
0x2 


تحت الشروط الحدودية 
a10) = 0‏ -(8)0,2 0 
والشروط الابتدائية 
9 
u(x,0) = sin(r x), 0> x<1‏ 3 .1 > >0 ,0= 0 
من السهل التحقق من أن حل هذه المسألة هو 
u(x,t) = sinTîx cos 2t‏ 
لقد استخدمت خوارزمية الفرق المحدود 412) بأخذ1 = 7 ,10 = ”و20 = N‏ الذي يتضمن 
أن 0.05 = 4 ,0.1 = ۸ و1 = ۸. ويعطي جدول 6.12) نتائج التقريب ۸ لكل 10 ,...,1 ,0 = 1 
إن القيم الظاهرة فى الجدول صحيحة بالنسبة إلى عدد الخانات المعطاة. - 
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إن نتائج المثال كانت صحيحة جدَّاء بل : بل أكثر من ذلك فقد كانت صحيحة أكثر مما يوحي به 
خطأ القطع من الرتبة (۸ + 0)۸. إن سبب هذا هو كون الحل الفعلي للمعادلة قابلاً للاشتقاق 
إلى ما لانهاية. عندما تكون الحال كذلك فإن استخدام سلسلة تايلور يعطي 


U(Xi+ 1, 1j) - 24), 1j) + u(Xi-1, 1j) 


h2 
2 h2 a“ 4 364 
:اجيج‎ t5) 4 2 EF ag rE 6 3+ لاست‎ HE | 
3 
U(Xi, (رجرة‎ = 2u(xi, fj) + U(Xi, j-1) 
k2 
k2 a*u يرك كيز‎ 
ل‎ 8 2 3, < E EET e) 3 | 
وبما أن (4,*)" يحقق المعادلة التفاضلية الجزئية فإن‎ 
U(Xi, fj+1) = 2U(Xi, tj) + U(Xi, لحر‎ q2 irl 1j) = Ci, 1j) F U(X 1) 
a لي حب تيا ا د جرخي سس ربوس‎ E الوح‎ 
1 ر‎ 
=4 7 3F اسلف‎ 7007 h2 E; 0) 
48 2,49 
چ ع‎ k5 0ه‎ a“h )ز1 1 ميج‎ 4.۰ 25:12) 


على كل حال» فاشتقاق معادلة الموجة يعطى 


“u 2T gO 02 0u 
e ت ع اسفن ا‎ 
gi SR a | E رضم ب‎ 
ال‎ 04 
= رفن - .ميتم | بترتو‎ 4 
ون نحه‎ = (a?k2/ 6 =1, ونری أنه بسباب‎ 
1 g9 2,20 22 
2 ٤ ga i 1j) - oh? يح‎ (xi, j) | = u kK? — 12,1) =0 
وباستمرار هذه الطريقة» فإن الحدود 0 في الطرف الأيمن من المعادلة (25.12) هي أصفار‎ 
ويتضمن ذلك أن خطأ القطع المحلي يساوي صفرًا.‎ 
إن الأخطاء الوحيدة في المثال (1) هي تلك الحاصلة في التقريب , :مه والتدوير.‎ 
وكما الحال في طريقة الفرق الأمامي لمعادلة الحرارة» فإن لطريقة الفرق ا الصريح‎ 
۸ = »4// > 1 لعادلة الموجة مشكلات في الاستقرار. وفي الحقيقة من الضروري أن تكون‎ 
لكي تكون هذه الطريقة مستقرة‎ 
«انظر [489.م,16]) إن الطريقة الصريحة المعطاة فى الخوارزمية (4.12)» بأخذ 1 > ۸ متقاربة‎ 
بمعدل (۸ + 0)۸ إذا كانت م و م قابلتين للاشتقاق على نحو كافب. وللتحقق من هذا؛ انظر‎ 
1,ا!. وعلى الرغم من أننا لا نبحث في هذه الطرائق» فهناك طرائق ضمنية مستقرة دون‎ 
شروط. إن البحث فى هذه الطرائق يمكن الحصول عليه فى 211 . [199م,صقع.؛ أو [8رم5].‎ 
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مجموعة التمارين 3.12 


EXERCISE SET 


1. أوجد تقريب حل معادلة الموجة 


02 02 
4 5-0 فا‎ UGE 


ضرة 82 
u(0,t) = u(1,t) = 0, 0> +‏ 
1 >ع >0 u(x, 0) = sin rx,‏ 
RET Osxs1‏ 
ar‏ 
باستخدام خوارزمية الفرق المحدود (4.12) بأخذ 4 = ”,2 4 = ۸ و 1.0 -7. قارن نتائجك عند 
0 -غ پالخل الفعلى „U(x, f) = cos rt Sin rx‏ 
2 أوجد تقريب حل معادلة الموجة 
0# تله OU‏ 2 و 
ONO. =0, 02#‏ 
u(x,0) =0, 0<x > 5‏ 


2 = sii 4:22, 0 > > 5 


باستخدام خوارزمية الفرق المحدود بأخذ 4 = 7 ,4 = ”و 0.5 = 7. قارن نتائجك عند 0.5 = 1 
بالحل الفعلى × 1۸47ء ؛هذة = (1 ,عن 
3. أوجد تقريب حل معادلة الموجة 


ORR EROS‏ د 


0u @u 
02 ترق‎ 
عيوجت لاد‎ ISO, st 


u(x,0) ع‎ sinx, 0 > + sr 


2“ a0) =0, Ox<xsr 
باستخدام خوارزمية الفرق المحدود بأخذ (10/× = ۸ و 0.05 = )› (20/× = ۸ و 0.1 - غ)‎ 
وأخيرًا بأخذ (20/× = ۸ و 0.05 = »). قارن نتائجك عند 0.5 = : بالحل الفعلى‎ 
u(x,t) = cost sinx 
كزر التمرين (4) باستخدام التقريب‎ .4 
i= 1,..., «- 1 درس لكل‎ vio + (عسعوة‎ 
.)4.12( فى الخطوة 4 من الخوارزمية‎ 
أوجد تقريب حل معادلة الموجة‎ .5 
2 2 
aR Hege 1:0 فاع‎ 
* ` فيرع‎ 
ONS O= VF 


u(x, 0) = sin 2rx, 0<x <1 


a) = 2 sinîrx#, 0> >ع‎ 1 
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باستخدام الخوارزمية (4.12) بأخذ 0.1 = ۸. 0.1  -‏ قارن نتائجك عند 0.3 = ؛ بالحل الفعلي 
u(x,t) = sin 27rx(cos 27rt + sin 27rt)‏ 


02 02 
4 3 05 ا‎ LEER 


3,2 رة‎ 
u(0,t) = u(1,1) = 0, 0> # 


3 0< 


1 
u(x, 0) = 5 : 


1 
1 2 


3- 
5 
0j =0, Osxs1‏ 
dr 5‏ 
باستخدام الخوارزمية (4.12)» وأخذ 0.1 -/ و .0.1 = ۸. 
7. يتحكم ضغط الهواء ( ,»)م في أنبوب آلة بمعادلة الموجة 
8p‏ 1 م 


3 7 3,27 ذا‎ 
x c 


حيث 1 طول الأنبوب وه ثابت فيزيائي. فإذا كان الأنبوب مفتوخًا فإن الشروط الحدودية 
p(0,1) = po E‏ ومم = p(l,1)‏ 
وإذا كان الأنبوب مغلقًا عند النهاية حيث 1 = × تكون الشروط الحدودية 
p(0,1) = po‏ و 0 = )1 Pq,‏ 

افترض أن 1 = 1,1 -» والشروط الابتدائية هى 

COS 27‏ وم = (0 تنام و1 >2 >0 ,0()=0 Pe,‏ 
أ. قرب ضغط أنبوب مفتوح مع القيم 0.9 = وم عند 4 = × و1 - ؛ باستخدام الخوارزمية (4.12) 
وh=k=0.1.‏ 
ب. عدّل الخوارزمية (4.12) لسألة الأنبوب المغلق» حيث 0.9 = مم» وقرّب (0.5 ,0.5) 
و(0.5,1)م مستخدمًا 0.1 = ۸ = ۸. 
8. في خط انتقال الكهرباء ذي الطول ١‏ الذي يحمل تيارًا متناويًا ذا تكرار عالٍ (يسمى خطًا 
غير خاسر “10881888)» يوصف الجهد ۷ والتيار ب¡ 


av av 
Erz 37" 0O<x<l, 0<t 
02i 02i 
a 7 C5’ 02 2 10> 6 


حيث ا التوصيل لكل وحدة طول» © السعة لكل وحدة طول. 
افترض أن الخط 2008 والثابتين © و 1 معطيان ب 

L = 0.3 henries/ft و‎ © = 0.1 farads/ft 
وافترض أيضًا أن الجهد والتيار يحققان‎ 
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4.12 


بدأت العناصر المنتهية في 
الخمسينيات من القرن العشرين بصناعة 
الطيران. وإن استخدام هذه التقئيات جا 
وفقا لبحث [76017)] نكر في عام 1956 
ولقد تطنب التطبيق الواسع لهذه 
الطرائق مصادر حاسوبية كبيرة لم تكن 
مثاحة حتى أوائل السبعينيات من 
القرن العشرين 


: >9 ,0 -(200,4)/ا = (؛,0)ما 


V(x, 0( = — 3 
(x, 0) = 110sin ZZ, 0 < x < 0 


E 0< x < 0 
ar 
i(0, 1) = (200,1) = 0, 0> م‎ 
i(x, 0) = 5.Scos j, 0 < x > 0 
25007 0 < x > 0 
dt 


قرّب الجهد والتيار عند 02 = ؛ و 0.5 = ؛ باستخدام الخوارزمية (4.12) وأخذ 10 =۸ و 0.1 -غ. 


An Introduction to the Finite - Element Method 


إن طريقة العنصر المنتهى تشبه طريقة رايليه - ريتز (8142 - موأهالاه8) لتقريب حل القيمة 
الحدودية ذات النقطتين. التى تقدمت فى الفصل (5.11. 
لقد طوّرت في الأصل لاستخدامها في الهندسة المدنية. ولكنها تستخدم الآن لتقريب حل 
المعادلات التفاضلية الجزئية التى تظهر فى حقول الرياضيات جميعها. 
إن إحدى مزايا طريقة العنصر المنتهي على طرائق الغرق النتهي هي سهولة التعامل مع الشروط 
الحدودية للمسألة. والكثير من المسائل الفيزياتية تخضع لشروط حدودية فيها مشتقات وحدود 
أشكالها غير منتظمة. 
يصعب التعامل مع الشروط الحدودية من هذا النوع باستخدام طرائق الفرق المحدود؛ لأن كل 
شرط حدودي متعامل مع المشتقة يتطلب إيجاد تقريب له بطريقة مقسوم الغرق على نقاط التقسيم 
والشكل غير المنتظم للحدود يجعل وضع نقاط التقسيم ( في الشبكة) صعيبًا. 
إن طريقة العنصر المحدود تحتوي الشروط الحدودية بوصفها تكاملات في دوا يلزم إيجاد 

قيمها الصغرى» ومن ثم فإن عملية الإنشاء مستقلة عن الشروط الحدودية للمسألة. 
نفترض فى نقاشنا المعادلة التفاضلية الجزئية 
Qu a du»‏ ۾ 

3, (pe. )و‎ 3 E 0 ا‎ + r(x, y)u(x, y) = f(x, y) (26.12) 


حيث 2 > (ر ,×) حيث 7 هی المنطقة المستوية ذات الحدود 5. 
نفترض شروط حدودية ذات الصيغة 
)27.12( (ر ,×)ع = (ر,×)u‏ 
على جزء اك من الحدود» وعلى الجزء الباقي من الحدود دك يكون من اللازم للحل (« ,<)» أن 
يحقق 
)» ,)مع = y)‏ ,)مازلا yJcos@ + g(x,‏ 0 د q(x,‏ + © ومع زلا p(x, «e,‏ 


(28.12) 
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شكل 11.12 





حيث 0 و 02 زاويتان في اتجاه العمود الخارجي (اnorma )0utward‏ على الحدود عند النقطة 
(« ,*). انظر شكل 11.12( 





إن مسائل فيزيائية في حقول ميكانيكا الأجسام الصلبة والمرونة قد ارتبطت بمعادلات تفاضلية 
مماثلة للمعادلة (26.12). ويجعل الحل النمطى لمسألة من هذا النوع الصيغة الدالية محتوية على 
تكاملات أصغر ما يمكن وعلى عائلة من الدّوال المحدّدة بهذه المسألة. 
افترض أن “/,” ,ب ,م جميعها متصلة على م ,5 لا © ري لها مشتقات جزئية ابتدائية متصلة» 9 
متصلة على د&» وأن 81 و 82 متصلتان على «5. وبالإضافة إلى ذلك افترض أن 

g1ı)x,y)> 03 p(x, y) > 0, q(x, y) > 0,r(x, y) > 0‏ 
إن حل المعادلة (26.12) عندئذ يجعل العامل الدّالى الآتى أصغر ما يمكن. 


سق 3 
ree] + 10| axa‏ )3( 00+ ا (» »م و {w=‏ 


+ | 500 yw + eı, u?) ds (29.12) 
رک‎ 2 


على الدّوال جميعها س القابلة للاشتقاق الثاني المتصل التي تحقق (27.12) على &. 

إن طريقة العنصر المحدود تقرّب الحل عن طريق إيجاد القيمة الصغرى للعامل الذّالي / على 
عائلة دوال أصغرء كما فعلت طريقة رايليه -ريتز 812-طعك1نره بالضبط لمسألة القيمة الحدودية 
التى افترضت فى الفصل (5.11). 

إن الخطوة الأولى هي تقسيم المنطقة إلى عدد محدود من الأجزاء أو العناصر ذات شكل منتظم 
إما إلى مستطيلات وإما إلى مثلثات. «انظر شكل 12.12) 

وعمومًا تكون مجموعة ة الذوال المستخدمة عبارة عن مجموعة كثيرات حدود في × وا منقطعة 
وذات ریا ذا ة ثابتة» ويتطلب التقريب أن ربط كثيرات الحدود معًا ربطًا يجعل الدّالة الناتجة 
متصلة ذات مشتقة أولى أو ثانية قابلة للتكامل أو متصلة على المنطقة كلها. 
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شكل 12.12 


الدذوال من النوع الخطي في × و ا 
Q(x, y) = a+ bx + cy‏ 
شائعة الاستخدام بعناصر مثلثية» أما كثيرات الحدود من النوع الخطي الثنائي في × و ا 
dxy‏ + ب + =a + bx‏ (ز ,)ف 
فتُستخدم مع عناصر مستطيلة. 
ولغرض المناقشة ؛ افترض أن المنطقة 2 قسمت إلى عناصر مثلثية. نعبّر عن مجموعة المثلثات 
بالرمز 2› وتسم رؤوس المثلثات رؤوسًا (60068). 
تبحث الطريقة في إيجاد تقريب على الصيغة , 
(x, ») ١‏ 3 = )۷ ,)0 
21 
حيث «1:42,....9© كثيرات حدود مستقلة خطيًا وخطية على القطع » وتستخدم لتضمن 
Ym‏ ,۰۰ 1/2 بلول[ أن الشرط الحدودي (2 ,)يم = (ر ,)0 متحقق على 5» وتستخدم الثوابت 
الباقية ۲1١ ۲2: ٠٠٠:۷١‏ لكى تجعل العامل الذالى [:144 ,/1]5 أصغر ما يمكن. 
من المعادلة (29.12) کون الغافل الذالي علۍ الصيغة 


Ilo] =1 4| 
i=1 


| 3 دم ,0+ »م 9 » [re‏ ٍ ا 


7 2 7 
dy dx‏ [ عمج دهم + | .4ہ 2 سسب 


=1 i=1 


2 
0 1 09 
(030.12) كه PA‏ ( ,2816 + (2 ,ع بر (7 يم - ا ]+ 


1-1 
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ولكى يظهر الأصغر» مفترضين 1 بمنزلة دالة ل ۲1:72:٠٠٠٠۲۸‏ يكون من الضروري حصول 
١‏ 01 5 
0= ل E SE‏ 
3y‏ لكل 


)30.12( ويعطى اشتقاق المعادلة‎ 
د‎ [r (, r EC » e, 8 


0 اسار ر دل q(x,‏ + 


عه | » 0 زه( (x, y) + f(x,‏ رهن ا - 


1-1 
+] [= عاد‎ Oj) + eC.) DD n(x. ê, (| 4s 
2 i=1 


وبذلك فإن 5 
ie, »(‏ ر ر رر ,۹+ (ر .رر ,م ور مم ,]| *-ه 


= r(x D(x Dj ضع‎ | axay + e 
2 
+ / ,ع7‎ DOC Daxdy = | ga, كر زد‎ 5 

D 8 


لكل ۸ ,...,2 ,1 = ز. ويمكن كتابة مجموعة المعادلات هذه على شكل نظام خطى ط =۸ 
حيث '(,, ...,ل/) دع وحيث (زيه) = 4 و '(م8 ,...,81) = طا تعرف ب ب 
6112 (ر ا ار ,+ e e‏ د 2[ 7 5 


— r(x, Y)Qi(x, ز©(2‎ )3 0 dx ,ع<) :©( ,81% 1 + بوك‎ Y)Qj(x, yJ) dS 
2 


لكل ۳ ۰ mm gi=1,2,..‏ 2.۰ = ل» و 
YO, y) dS — 3 QikY (32.12)‏ ,)يق + y) dx dy‏ ,ه) زف(« f(x,‏ قر ]-- 


k=n+1 


لكل ۸ ,...,1 دق 
إن الاختيار الخاص لقاعدة الدّوال مهم؛ لأن الاختيار المناسب غالبًا ما يجعل المصفوفة 4 موجبة 


التحديد وطوقية. 

بالنسبة إلى المسألة ذات الرتبة الثانية (26.12)؛ نفترض أن 2مضلع بحيث 2 = 2» وأن ى 
مجموعة من الخطوط المستقيمة المتجاورة. 

لنبدأ العملية ؛ نقسم المنطقة 7 إلى مجموعة من المثلثات ,7 ,...,12 ,371» بحيث تكون رؤوس 
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مثال 1 


شكل 13.12 


المثلث الثلاثة قد عبّر عنها بالرموز 
( ۷ 'ر٭) = ر۷ لكل 1,2,3 = ز. 
ولكي نبسّط الرموز؛ نكتب 0 بالصيغة (زل ,ز×) = ز۷ عندما يكون عملنا مع المثلث الثابت :1. 
نربط مع كل رأس ز۷ كثيرة حدود خطية 
وه + درط + ره = (ر حارلا = (ررع)(إلا حيث (رر,بيد) !ل( - ا 
إن هذا ينتج أنظمة خطية على الصيغة 


El 


حيث يكون العنصر 1 في الصف ذي العدد ل في المتجه على اليمين (هنا 2 = ز). 


1, إذا کان م = زر 
0, إذا کان ۸ + أي 


لیکن ,2 ,...,1 عناوين للرؤوس في 5 دا 2. 

من أجل كل رأس غ؛ نريط دالةٌ 4# بحيث يكون خطيًا على كل مثلث» ويملك القيمة 1 عند 
+2 وصفرًا على كل من الرأسين الآخرين 
إن هذا الاختيار يجعل 46 متطابقا مع ۸ على المثلث :7 عندما يكون الرأس +2 الرأس المعبّر 
عنه بالرمز و 


افترض أن مسألة العنصر المحدود تحتوي على مثلثين 71 و 72 كما في شكل (18.12). 
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شكل 14.12 


إن الدّالة الخطية (ر ,)7/1 التى تأخذ القيمة 1 على النقطة (1,1) والقيمة صفرًا على النقطة 
(0,0) والنقطة (1,2-) تحقق 1 

1 = لم + )لامب a"‏ 

0 = وال + )لام + a‏ 


a" + p))0( + رمال“‎ = 0 3 


ولذلك يكون + = إ ,3 = "لإ ,0 = "زه ورج + مج = (ر N)»,‏ 
وبطريقة مماثلة» فإن الدّالة الخطية (ر ,»)2 التي تأخذ القيمة 1 عند (1,1) والقيمة صفرًا عند 


كل من (0,0) و (1,0) تحقق 
1 = (1) 2 + )تان + تع 


a + p3 )0( + c7 )0( = 0 


a” + )نام‎ + )0( = 0 


لذلك يكون 1 = ,0 = تامو = قم 
ونتيجة لذلك يكون ر = (ر ,)2/3 

لاحظ أنه عند الحد المشترك بين 7 و :1 يكون (ر N)»,‏ = (ر N)»,‏ لأن × = ر. - 
افترض أن الشكل 14.12) يمثّل الجزء الأعلى الأيسر للمنطقة المعطاة فى شكل (12.12). سنولد 
المدخلات فى المصفوفة 4 التى تقابل النقاط المبيّنة فى الشكل. وللتبسيط؛ نفترض أن 21 ليست 
من أحد النقاط على و .5 ١ ٠‏ 
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إن العلاقة بين النقاط ورؤوس المثلثات لهذه المنطقة هى 
2 1 2 2 
VA, Ba VO‏ = لازن B= Va VA, Bq VP, Ea‏ 
بما أن :© و #3 ليسا صفرين على 1, د7 فإن المدخلات ارده = 1,3» ستحسب من 


%3 1م84 2 ه84 
ay‏ | ملقم ER: 0y 0y‏ م ]حت 


39% r 04%1 043 
5 م‎ ax êx o - r04 | dd) 


%1 43 %1 و34‎ 
RE Qx دن‎ 8 Qy Qy سه | ماقم‎ 


: 31 على المثلث‎ 
0 (D يكون 00 ىر‎ 7 
ع زر ,6 ره‎ N; (x,y) ع‎ ay +b; x +c; Y 


y) = NP (x, y) = af + bx + cy‏ ,)وق 


ولذلك يكون ل (ر ,×) جميعها 
فاع ےا ا افق بوت قفاو ا ے8 
Qy Qx 5 Qy 3 Qx 2‏ 
وبا لمثل يكون على :1 


p(x, y) = N(x, y) = تلم‎ + b2 x + برت‎ 


p3), y( = NG (= 0 + برقل + لام‎ 


لذلك يكون ل( ,×) جميعها 
2ر %3 هم %1 2 1 هك _ 363 
= س کے — ت 


rd 0‏ × و 3 رهق 


وهكذا فإن 


- = p4 1 pax dy + efe" || qdxdy 
Tı 7 


- ff, ref +f + را‎ (e + bx + gy) ax dy 
Tı 


+ نام‎ 7 pdx نول‎ + e280 i qdxdy 
1 1 
- || 202 Bet ce «() Be (ك -ل (رقي‎ 
72 


إن التكاملات الثنائية جميعها على 2 تختزل إلى تكاملات ثنائية على مثلثات. 
إن الطريقة العادية تتألف من حساب التكاملات الممكنة جميعها على المثلثات» ومن ثم 
تجميعهم تراكميًا ززه فى المدخلة 4. 
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وبالمثل تُحسّب التكاملات الثنائية ذات الصيغة 
axay‏ )» 00 
على مثلثات» ثم يؤخذ تراكمها في المدخلة الصحيحة :6 التابعة للمتجه ا. 
على سبيل المثال» لتحديد قيمة :8؛ نحتاج إلى 
f (x, ¥)%1(x, y) dx dy = -// f (x, [a + bx + cy] dx dy‏ ]| - 
Tı‏ م 


dxdy‏ [ر e‏ + رماو 7 ]جر f (x,‏ زرا 
بما أن 21 رأس لكل من 11 7 فإن 8١‏ ع ات الذي يساهم به %1 محددًا على 1» والباقي 
ما يساهم به #1 محددًا على 72. بالإضافة إلى ذلك فإن النقاط الواقعة على 52 تملك تكاملات 
خطية مضافة إلى مدخلاتها في 4 و 5. 
تنفذ الخوارزمية (5.12) طريقة العنصر المحدود على المعادلة التفاضلية الناقصية من الرتبة 
الثانية. 
تضع الخوارزمية قيم المصفوفة ۸ جميعها والمتجه ط أصفارًا عند الابتداء» وبعد إجراء التكاملات 
جميعها على المثلثات جميعهاء وتجمع الخوارزمية هذه القيم للمدخلات المناسبة في 4 و ا. 
العنصر المنتهي fINITE - eLEMENT‏ 
لإيجاد تقريب لحل المعادلة التفاضلية الجزثية 
2 ع (a «3) +r(x,y)u= f(x,y), (x,y)‏ + اد (ptr,‏ 2 
تحت الشروط الحدودية 
(ر ,)ع = (ر,×)u‏ لکل رک € (ر,٭) و دک € 0 
(2 ,)2ع = y)4(x, y)‏ ,2) رع + 02 y) cos‏ ر3 p(x, a y)cos0 + q(x,‏ 
حيث 58 لا رى هو حد 2» 01 و 02 من الزوايا المتجهة للعمود على الحد. 
الخطوة 0: قسّم المنطقة 2 إلى مثلثات »1 ...21 
بحيث 1# ...71 مثلثات ليس لها أضلاع على ,5 أو ي5. 
(لاحظ 0 = £ تعنى أنه لا يوجد أي مثلثات داخل 2.) 
...+3 مثلثات لها ضلع واحد على الأقل على 5. 
...+3 هى المثلثات المتبقية. 
( لاحظ أن × = 14 تعني أن المثلثات جميعها لها أضلاع على 52). 
عبّر عن النقاط الثلاثة للمثلث :1 بالرموز 


1 i () „() () (i) 
)ر‎ 3 2 , 27 0 8 , 22 ) 


ضع عناوين للرؤوس وكلر ...روط حيث «ت,... E,‏ تقع في د5 ذا ۵ و ,1۰۰۰+« تقع على 5. 
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( لاحظ أن ” = ۸ تعني أن 5 لا يوجد فيها رؤوس). 

سدم د يط ل ل 
قا بورلا ك التقاط ر8 لکل ...1 حاف 

( لاحظ أن كل ما هو مطلوب هو إيجاد طريقة ربط رأس (« ,×) برأس ((ر۷ ,رد) = رك ) 


المخرجات: ثوابت 6 , لاش لإه روز .. .روة لكل 1,2,3 = ر و 8 ,...,1 = 


للدثار - ر _ 

Ai 

ر 59 ار ر 
Ai‏ 


1 


(i) (i) (i) (i) 
HY - 3 y 
2 2 اط‎ 5 


Ai A 


1 
(i) 0ے‎ (MD, 0 
Nj (x,y) = a; +b; x+ Cj yJ ف‎ 


(يمكن إيجاد قيم التكاملات في الخطوتين 4 و 5 باستخدام التكامل العددي). 

لكل 3 ,1,2 = ز 

لكل أ ,...,1 = K‏ ر احسب التكاملات الثنائية جميعها على المثلثات). 

2 = DD Jir p(x, y) dx dy + e fr 4), (لا‎ 4x dy ضع‎ 


- ff rx, YN, (Nf? (x, y) dx dy 
Hf = IÊ f(x, y( N(x, ضع «4 تدك (ر‎ 





5 لكل لال ,...,1 + × = : ( احسب تكاملات الخط جميعها). 
كل 1,2,3 دار 
لكل ان ,....1 = 
ضع 45( ع رديه "لالد J fs‏ 





نم مسا 3 


TT. E‏ و 
ضع 45( ,*) f we.‏ = ;1 
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لكل 3 ,2 ,1 = ۸ نفذ الخطوات 8 ” 12. 


إذا كان 1 < #: فعندئذ لكل 1 - م ,...,1 = ا نقذ الخطوتين 10 و 11. 


آوچ ۶ جیه ( ر ,0 ( Bim‏ 


إذا كان ۸ > / » فعندئذ 
7 >1 
لذا ضع )2 + ,له = ,ريه 


„0 
al = Ct + > 5 


وإلا فضع ز رز - Bı = Bı‏ 
) 
وإلا إذا كان 7 > ۲ فعندئذ ضع 1/2/7 - , 


إذا كان > 1 فضع ج + ره = ررك 


fı = Bı + HÛ 


لكل ۸ ,...,1 + £ = ا نقذ الخطوات 14 - 19. 
( تج تجميع التكاملات الخ الخطية في النظام الخطي) 


إذا كان 1 j < 1... = ETT‏ 
نقذ الخطوتين 17 و 18. 


إذا كان 7 > / فعندئذ: 


ar = رربت‎ + Jj لذا ضع‎ < n 


هه 
o‏ 


@) 
arı = Or + JK j 


وما عدا ذلك فضعر ۷:3٣‏ - ب8 = رق 
وما عدا ذلك 
إذا كان :7 > 1 فعندئذ ضع J)‏ — ,8 = رق 


إذا كان 71 > | فعندئذ ضع[ + | = ıı‏ 
)2( 


Bı = Bı +I, 
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حل النظام الخطي طا = ۸ حيث ((,6) = ط,(ر») = ۸ و (,) دع 
له > / > 1و» > + > 1 جميعًا. 


E‏ ) ر( لكل 72 ,...,1 = ۸ ضع N‏ = يه على ;7 إذا كان 
لوه CE = (x;‏ 


عندئذ (( ,)70 < = ( ,)0 يعطي تقريب الدّالة ( ,)1 على دک لا 5 لا 2 
لكل 24 ,...,1 =1 
وكل1,23:5 د ره الخرجات . ( اك ,"اط ,4( 


توقف. ( تمت العملية). 





مثال 2 درجة الحرارة» (( ,)2# فى منطقة ثنائية الأبعاد 8 تحقق معادلة لابلاس 
1 22 2 
y( =0‏ 27 +( 32 على D‏ 
افترض المنطقة الظاهرة فى شكل 15.12 بالشروط الحدودية المعطاة ب 
4 = (ر u)×,‏ لكل 6 € (ز,ع) و )x,y( € L7‏ 
x‏ = (ر e‏ 2 لكل مط € (ر ,×) و £4 € )x,(‏ 
du‏ 
کر چک ,y) EL‏ 
وک لكل و[ € (ر ,) 
E‏ 
2 
حيث تعبر 3/37 عن المشتقة المتجهة فى اتجاه العمود على المنطقة 2 فى النقطة (« ,×). 


= (ر ی لکل 61 ليها ويلع لد 
n‏ 


شكل 15.12 


(0.2, 0.2) (0.4, 0.2) 


(0.5, 0.1( 
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شكل 16.12 


تیدا ولا بتقسيم 2 إلى مثلثات معنونة بالطريقة المقترحة في الخطوة 0 في الخوارزمية. 
فى هذا المثال و1 لاما = رك و ءا لاو لاوا ل 12ل ,1 = رى. وتظهر تسمية المثلثات في 
شكل (16.12)۔ 





الشرط الحدودي 4 = (( ,×)» على 16 و 17 يتضمّن أن 4 = بر عندما 7,...,11 ,6 = 1. 
لتحديد قيم / من أجل 5 ,...,2 ,1 = !؛ طبّق خطوات الخوارزمية المتبقية وولّد المصفوفة 


0 0 1= 0 25 
0 05 71 15 0 
0 0 # وت 1 
5= 25 0 0:5 0 
1 


0 0 0 =5 


6.0666 
0.0633 
b= | 8.0000 
6.0566 
2.0316 


ويكون څل المعادلة 0 = ع4 هو 


4.0383 

4.0782 
= | 1 
4 4.0496 
5 4.0565 


RI 
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جدول 7.12 


الذي يعطى التقريب الآتى لحل معادلة لابلاس والشروط الحدودية على المثلثات ذات 
العلاقة : : ١‏ 
Tı: Q(x, y) = 4.0383(1 - 5x + 5y) + 4.0291)-2 + 10x) + 4)2 - 5× - 5‏ 
(5 - ×5 + 1-)4 + (+10 - 4.0291)4 + (بر5 + ×5 + 2-)4.0782 = (2 Q(x,‏ :12 
T13: ©), (( = 4)-1 + 5y ( + 4)2 - 5× - 5y ( + 4.0383)5(‏ 
10y(‏ -4.0291)2 + (ر5 + ×5 + 2-)4.0782 + T4: Q(x, y) = 4.0383)1 - 5× + 5y(‏ 
T5: 8), y) = 4.0782)2 - 5x + 5y) + 4.0496)-4 + 10«( + 4)3 - 5× - 5((‏ 
¢(x,y) = 4.0496)6 - 10x) + 4.0565)-6 + 10x + 10y( + 4)1- 10y(‏ :16 
5y (‏ -4)1 + (عر4.0383)5 + (ر5 + ر5-)4 = (( Q(x,‏ :17 
(ز5 - 4.0383(5y( + 4)1 - 5×) + 4)5x‏ ع y)‏ ,)م Te:‏ 
( ر5 - ×5 + 1-)4 + (ير5 - ×5 - 4)2 + ¢)x, y( = 4.0291)10y(‏ :79 
( ر5 - ×5 + 2-)4 + ( ر5 - ×5 - 4)3 + y( = 4.0496)10y(‏ ,)4 :710 
إن الحل الفعلى لمسألة القيمة الحدودية هو 4 + × = (ل ,:3)», 


يبين جدول (7.12) مقارنة بين قيمة » وقيمة © على رك لكل 5 ,...,1 = 1. 3 
u(x, 2) %(x,») 2 x‏ ا( y) - «(x,‏ ,)ها 

0.0017 4.04 4.0383 0.2 0.2 

0.0018 4.08 4.0782 0.2 0.4 

0.0009 4.03 4.0291 0.1 0.3 

0.0004 4.05 4.0496 0.1 0.5 

0.0035 4.06 4.0565 0.1 0.6 


وميا يكون خطأ المسائل الناقصية من الرتبة الثانية من النوع (26.12) ذات دوال المعاملات 
الممهدة من الرتبة (0)۸» بحيث / هو أكبر قطر للعناصر المثلثية. ومن المتوقع أيضًا أن دوال 
القاعدة التي تكون ثنائية خطية ومقتطعة على العناصر المستطيلة ستعطي نتائج (0)۸»حيث ۸ 
أطول طول قطر في العناصر المستطيلة. ويمكن استخدام عائلات أخرى من الدوال بوصفها قواعد 
تعطي نتائج (0)84» ولكن الإنشاء أكثر تعقيدًا. 

إن نظريات طرائق العنصر المحدود التي يمكن أن تعطي أخطاءً ذات كفاءة ضعبة ة الصياغة 
والتطبيق؛ لأن دقة التقريب تعتمد على خواص اتصال الحل وانتظام الحدود. 
ويمكن أيضا تطبيق طريقة العنصر المحدود على المعادلات التفاضلية الجزئية المكافئة والناقصية» 
ولكن عملية إيجاد القيم الصغرى أكثر صعوبة. 

إن أحد مصادر المسح الجيد حول مزايا طريقة العنصر المحدود وتقنياتهاء المطبّقة على 
مسائل فيزيائية متعددة هو البحث [۴]. وللحصول على مناقشة أشمل؛ يمكنك الرجوع إلى [5۴] 
[ZM]‏ أو .[AB]‏ 
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مجموعة التمارين 4.12 EXERCISE SET‏ 
1. استخدم الخوارزمية (5.12) لتقريب حل المعادلة التفاضلية الجزئية الآتية (انظر الشكل) , 


0 201 8 ر‎ 
3 (0 يرق‎ »«( 3 3 (0 By ل‎ =H, ) لصاح‎ ED 
RO US =2, ع0‎ 205, BON ,0ت‎ 0537-1 


8 3 7 
کر‎ y)cos@, + 2, y) cos 0 = #6 -×( وك € (1,*) لكل‎ 
ax ay 2 


3 





افترض 2 = »M‏ 7 له النقاط (1 ,0) ,(0.75 ,0.25) ,(0.5 ,0)» و 722 له النقاط (0.5 ,0.5) ,(0.5 ,0) 
(0.75 ,0.25). : 
2 كرّر التمرين (1)؛ باستخدام المثلثات الآتية بوصفها بديلا: 
Tı : (0, 0.75(, ) 0, 1(,) 0.25, 0.75(‏ 
(0.5 ,0.5 ) ,(0.75 ,0.25 ) ,(0.5 ,0.25( : 15 
Ts : (0, 0.5(, ) 0, 0.75(, ) 0.25, 0.75(‏ 
)0.75 ,0.25 ) ,(0.5 ,0.25 ( ,)0.5 ,0( : :3 
3. أوجد تقريب حل المعادلة التفاضلية الجزئية 
a E) SPE Sh e yy û 0.4‏ د 
.0 > ,ع > بلحو لاقت ماله 7 = EPH 7 8 3 .53711 “u(x, y)‏ 
الخاضعة لشرط دريشليه الحدودي 0 = (ر ,×)» 
باستخدام خوارزمية العنصر المحدود (5.12)» والعناصر المعطاة في الشكل المرافق. 
قارن الحل التقريبي بالحل الفعلي 


E. PL 
u(x, y) = sin x sin 9 
على النقاط الداخلية وعلى النقاط‎ 


(0.125, 0.125), (0.125, 0.25), (0.25, 0.125), (0.25, 0.25) 


0.4 N 
0.3 
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4. كرّر التمرين (8) للدالّة 
cos‏ ند وم 2572 = ) 
21 2 =(ر,x) f‏ 
باستخدام شرط نيومان الحدودي 
0 نر ,2 
إن الحل الفعلى لهذه المسألة هو 


2, 65ت (تز‎ 3 cos 
u(x, y) = د الل‎ 
3 2 2 0 


5. صفيحة فضة على شكل شبه منحرف (انظر الشكل المرفق)» وقد تولّدت حرارة بانتظام على 
كل نقطة فيها بمعدل (5 ٠‏ ثم )للهه 1.5 = و, 
إن الحرارة ذات الحالة المستقرة (« ,×)» على هذه الصفيحة تحقق معادلة بواسون 


u -4 


0u 
(x,y) + رق‎ = 1 


@x2 





2 3 

حيث + معامل التوصيل الحراري هو (؛ ٠‏ قعل ٠‏ تى )/لدء 1.04 
افترض أن الحرارة ثبتت عند ©:15 على د1 وأن خسارة الحرارة على الأضلاع المائلة 1 و د1 
بحسب الشرط الحدودي 4 = «30/3» وأنه لا يوجد خسارة فى الحرارة على 14؛ أي أن 0 = «ق/»ة. 
أوجد التقريب لدرجة حرارة الصفيحة على النقاط (1,0,)4,0) و (3/2/ ,ة) باستخدام الخوارزمية 


(5.12). 
EE‏ 2 مسح الطرائق والبرمجيات Survey Of Methods and Sofware‏ 
افترضنا في هذا الباب طرائق لتقريب حلول معادلات تفاضلية جزثية. لقد ركنا اهتمامنا 


على معادلة بواسون بوصفها مثالا لغادلة تفاضلية جزئية ناقصية» ومعادلة الحرارة أو الانتشار 
بوصفها مثالاً لعادلة تفاضلية جزئية مكافثة» ومعادلة الموجة بوصفها مثالا لمعادلة تفاضلية 
جزئية ناقصية. لقد نُوقش تقريب هذه المسائل باستخدام الفرق المنتهي. 

إن معادلة بواسون على مستطيل تطلبت حل نظام خطي كبير» وينصح لحله باستخدام تقنيات 
إعادة (تکراں) مثل طريقة 501. 

لقد عرضت أربع طرائق من نوع الفرق المحدود لحل معادلة الحرارة. إن طرائق الفرق الأمامي 
وطرائق ريتشاردسون فيها مشكلات الثبات» ولذلك مت طريقة الفرق الإرجاعي وطرائق 
كرانك - نيكلسون. وعلى الرغم من وجوب حل نظام خطي ثلاثي الأقطار عند كل خطوة زمنية 
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في هذه الطرائق الضمنية: إلا أنها أكثر استقرارًا من الطرائق المباشرة مثل طريقة الفرق الأمامي 
وطريقة ريتشاردسون. إن طريقة الغرق المحدود لعادلة الموجة مباشرة: وتعرض مشكلات فى 
الاستقرار لاختيار بعض القيم النفصلة للزمن والفضاء. 1 

عرضنا في آخر فصل في الباب تقديمًا لطريقة العنصر المحدود لمعادلة تفاضلية جزثية 
ناقصية من نوع 06أ20[9- 61 على مجال مضلع. وعلى الرغم من أن طرائقنا تكفي للمسائل 
والأمثلة في هذا الكتاب؛ إلا أن هناك حاجة إلى تعميمات وتطويرات أقوى من هذه التقنيات 


تلزم للأغراض التجارية. نفترض برمجيتين من مكتبة ا18015. ت تستخدم البرمجية MOLCH‏ لحل 
المعادلة التفاضلية الجزئية 

du Bet du @u 

ar (f * ax’ ax 


تحت الشروط الحدودية 
a(x, Dux, t) + B(x, a. SE‏ 
وإن الطريقة مبنية على تحديد مشترك لنقاط جاوس على إحداثي × لكل قيمة للزمن › وتستخدم 
شرائح هرمايت التكعيبية بوصفها قاعدة دوال. 
تم البرمجية 555213 لحل معادلة بواسون على مستطيل. . وتبنی طريقة الحل على اختيار 
فروق محدودة من الدرجة الثانية أو الرابعة على شبكة متجانسة. 
يوجد في مكتبة 86لا عدد من البرمجيات للمعادلات التفاضلية الجزئية. تستخدم البرمجية 
4۴ لحل معادلة لابلاس على أي منطقة فى المستوى ر×. 
تستخدم البرمجية 1203847 لحل معادلة تفاضلية ناقصية واحدة بطريقة الخطوط. 
توجد حقائب متخصصة مثل N.48S1۸4١‏ مركبة من تعليمات لطريقة العنصر المحدود. 
وهذه الحقائب مرغوبة وشائعة في التطبيقات الهندسية. وإن حقيبة 7515117861 في مكتبة نتلب 
تستخدم لحل المعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية القابلة للفصل. 
يصعب كتابة التعليمات العامة للمعادلات التفاضلية الجزئية؛ بسبب مسألة تحديد المجالات 
غير تلك الشائعة في الأشكال الهندسية. وإن البحث العلمى فى حقل حلول المعادلات التفاضلية 
نشط جدًا حاليًا. 
ولقد قدمنا عينة صغيرة من الطرائق اللستخدمة لتقريب حلول السائل التي تحتو 
معادلات تفاضلية جزئية. وتحتوي ا مراجع على معلومات إضافية متعلقة بالموضوع العا 4 
Lapidus and Pinder [LP], Twizel [Tw]‏ والكتاب الحديث لوا Holton and Mayers [MM] ail‏ 
ويمكن الحصول على معلومات البرامج من .Bank [Ba] Boisvert [R8]‏ 
ومن الكتب التى تركز على طرائق 0 المحدود <Strikwerda [Strik], Thomas [Th]‏ 
و „Shashkov and Steinber [ShS]‏ إن Fix [SF]‏ و Zienkiewicz and Mor- gan [ZM]‏ 
مصادر جيدة للمعلومات حول طريقة العنصر المحدود. ولقد عُولجت المعادلات التى تعتمد على 
الزمن فق Schiesser [Schi]‏ و Gustafsson, Kreiss, and Oliger [(GKO]‏ . 
أما Birkhoff and Lynch [BL]‏ و ]۸٥[‏ ©1530 فقد عالجت حل المسائل الناقصية. 
وإن طرائق التقسيم المتعدد تستخدم تقريبات التقسيم الخشن وطرائق الإعادة للحصول 
على تقسيمات أسهل. تحوي قائمة المراجع الخاصة بهذه الطرائق كتب [82188] تهعلرظ 
McCormick [Mc]‏ و „Bramble [Bram]‏ 
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إجابات تمارين مختارة 
Answers For Selected Exercises‏ 


مجموعة التمارين 1.1 (صفحة 14) 


1. لكل فقرة» [ط ,]© ٤‏ ۶ على الفترة المعطاة. وبما أن )١(‏ و (0) ۶ بإشارة مختلفة» فإن نظرية القيمة الوسيطية تؤدي إلى وجود 
عدد © مع 0 = لال 
3.كل فقرة [5 ,]© © ٠۶‏ موجود على (ط ,ه) و 0 = (5)/ = (ه)۴. إن نظرية رول 8011 تؤدي إلى وجود عدد © في (6,5) مع 
0 = 0)سر. أما الفقرة (8)» يمكننا استخدام [1,0-] = [ط ,ه] أو [2 ,0] = [ط ,ها. 
5. عند 0 > ۸ + ×2 > (×) ,0 > ×» على أن ۸ - > *. وبالمثل» عند 0 < ۸ + +2 < (#اير ,0 < × على أن )1 - < ×. 
ومن خلال النظرية (13.1) يوجد عدد © مع 0 = (ء)۴. إذا كان 0 = 0)/ و 0 = (©)/ عند © # © فإنه من خلال النظرية (7.1) 
يوجد العدد م ما بين © و "© مع 0 = (م)"/. على أي حال» 0 <2 +322 = (×)'۶ لقيم × جميعها. 
7 أ. 0 = P(x)‏ ب. 0.125 = (0.5)ر۾ الخطأ الحقيقى = 0.125 

ج. )1 -ع)3 + )1 - P(x) = 1+ 3(x‏ د. 0.125 - = (۸2)0.5 الخطأ الحقيقي = 0.125 - 


2e (si 7‏ - 
9. ہما أن د 2ء +۳2 - ويم و × +1 = سايم 


لعددٍ ما ب بين × و 0» يكون لدينا الآتي: 


أ. 0.0932 > |(0.5)يم - (0.5)/| و 1.5 = (0.5)يم ب. 1.252 > |)x)رP‏ - عام | 5 
ج. 1.5 = J} f(x) dx‏ د. 0.313 < fj P(x) dx| = fj |R2(x)| dx‏ عه f(x)‏ ول | 
والخطأ الحقيقى = 0.122. 


P(x) = (x - 1)7 - (x - ER |‏ 
أ . 0.34654 = (0.5)/ ,0.312500 = (0.5)» حد الخطأ هو 0.2916 والخطأ الحقيقى هو 0.034074 
ب. ]1.5 ,0.5[ f(x) - Pı(x)| > 0.2916 on‏ |« 
ج: 0.088020 = P(x) dx = 0.083, f(x - 1) Inxdx‏ وول 
د. حد الخطأ هو 0.0583 والخطأ الحقيقى هو 10-3 × 4.687 
13, تر P(x) = x+‏ 
أ. 0.012405 > |f(x) - P4(x)|‏ ب. 0.086755 = JC P(x) dx = 0.0864, |“ xe“ dx‏ ج. 10-4 x‏ 8.27 
د . 1.124076 = )0.2( ,1.12 = P4(0.2)‏ الخطأ الحقيقى هو 10-3 × 4.076 
15. بما أن radians‏ 77/30 = 43« فاستخدم 2-114 مد ذلك فإن 


77 )2- £)" _ (0.053) 
r (7 )|< (RED ° rE DI 





وعند 10-6 > |(۸,)77/30|» يكون كافيًا أخذ 3 = «. وعند 7 مراتب 0.7431448 = 0542ء 
و 0.7431446 = (5,)75/30 = (۶)420» وبذلك فإن الخطأ الحقيقى هو 10-7 ×2. 


747 
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(x - 1)° . 7‏ -12 -ع)ل + )1 -عا)ة + (3)ها = P(x)‏ ب. 0.02663366 = P;(0)|‏ - (0)/ | = إض)يم - |f(x)‏ رعمووتقس 
ج. 422+ In(2)‏ = )رق د. 0.09453489 = |(1)يظ - maxos,sı | f(x) = Ps(x)| = | f(1)‏ 
ه. (5,)0 يقرب (۶)0 تقريبًا أفضل من تقريب (1)ر إلى (1)/ 

19 و ا 20 2 اب 


21 إن حد أعظم بخطا هو 00028. 
3. بما أن 6+ = (۸)1 عند قيمة معينة ج فى (2)0,1 يكون لدينا (1 -6) > |؟» - 1ل = |(8:)1 - 8| 
5 . أ. لیکن 0د أي عدد في لظ ,ها. ومع 0 5 معطاة» دع دع =6. إذا كان 8 > |مد - ×| و 5 > × > ۾ فإن 
ع > |f(x) - f(xo)| > L|x = xo|‏ 
ب. إن استخدام نظرية القيمة الوسيطية يعطينا 
F(E)llx2 = xl‏ |= لامر - [f(x‏ 
لقيمة ما ي بين × و :*؛ ولذلك فإن 
xı|‏ يداع > |f(x2) - f(x0)|‏ 


ج. مثال على ذلك هو × = (×) على [0,1]. 


7. أ. بما أن1 متصل عند 7 وأن 0 # (م)ثر» يوجد 0 < 6 مع 

ا > ررم - وما 
عند 6 > |م - :| وم > × > ه. نقيد 6 بحيث تكون [6 + م,6 - م] مجموعة جزئية من [5,ه]. 
ولذلك مع [6 + مرة - م] € ٠×‏ يكون لدينا [ط ,»] ٤‏ ×. لذلك فإن 


ا ا و ا ا2ا 


TEE > س + زمار > رار‎ < f(x) = fp) > 


إذا كانت 0 < (مام فإن o‏ < ۳ القلكا ‏ رم۶ وعليه م < القلكا ‏ رار حور 


إذا كانت 9 > امال فإن (0ا/ < الماما و >o‏ 12 ۔ لكك - ررم - الملا f0) > f(p)+‏ 


فى أي من الحالات» 0 ¥ (#)ثر عند [ة + مرة - م] ع ×. 


ب. بما أن / متصل عند ۲ و 0 = (م)رء يوجد 0 < ق مع ۸ > |(م)/ - ()/| 
عند 5 > |م - ×| ۾ a<x<b‏ 
نقيد 6 بحيث تكون [6 + م ,6 - م] مجموعة جزئية من [5,ها. 
ولذلك مع [6 + مءة - م] € ×» يكون لدينا 
IfOI=| f(0 = f(p)| < k‏ 
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مجموعة التمارين 2.1 (صفحة 26) 


1 
الخطأ المطلق الخطأ النسبى 
أ 0.001264 10-4 x‏ 4.025 
ب 106 × 7.346 10-6 × 2.338 
ج 104 x 10-4 2.818x‏ 1.037 
x 10-4 2.136 x 10-4‏ 1.510 
ف 101 x 1073 2.647 x‏ 1.202 
x 10-2 1.454 x 10 3‏ 1.050 
x 1072 420 3‏ 1.042 
ح 10 x 1073 3.343 x‏ 9.213 
3 أكبر الفترات هى أ (150.15 ,149.85( ب. (900.9 ,899.1( ج.(1501.5 ,1498.5( .)90.09 ,89.91( 
5. 
التقريب الخطأ المطلق الخطأ النسبى 
x 10-4 0.079 134 1‏ 5.90 
ب 133 0.499 107 x‏ 3.77 
ج 2.00 0.327 0.195 
د 1.67 0.003 10-3 x‏ 1.79 
ه 1.80 0.154 0.0786 
و 15.1- 0.0546 1073 x‏ 3.60 
ز 0.286 10-4 x‏ 2.86 1073 
ح 0.00 0.0215 1.00 
N4‏ 
التقريب الخطأ المطلق الخطأ النسبي 
x 1073 0.921 133: 1‏ 6.88 
ب 132 0.501 1073 x‏ 3.78 
ج 1.00 0.673 0.402 
د 1.67 0.003 1073 x‏ 1.79 
ه 355 1.60 0.817 
و 15.2- 0.0454 0.00299 
ز 0.284 0.00171 0.00600 
0 0.02150 1 
9. 


التقريب الخطأ المطلق الخطأ النسبي 


1.268 x 10-3 3.983 x 107 3.14557613 < أ‎ 
9.032 x 10-6 2.838 × 10-5 3.14162103 ١س‎ 


. C0862 - sih و‎ RRR ._ = sinx — xcOoSXx ._ - 2cosx + xsinx 1 
lig mm وآ د ووز - وآ[‎ 2, 14 
x+0 دعر‎ sSinx يدهو 15 مجحو‎ 8 sinx 1-0 cosx 


نيا 1.941 = 


( 2ے دعن 2ے -1)ع 
aC‏ (9 2 کی 


د. الخطأ النسبي للفقرة (ب) هو 0.029 وللفقرة (ج) هو 0.00050. 
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03 

x1‏ الخطأ المطلق الخطأ النسبى و الخطأ المطلق الخطأ النسبى 
أ 92.26 0.01542 10-4 x 1074 6.273x 1077 0.005419 1.672 x‏ 1.157 
ب 0.005421 10-6 x 1075 4.580 x 10-3 - 6 2.333 x 10-4 1.264 x‏ 4.965 
x 1075 7.566x 105 0.001149 6.257 x 10-4 6.875 x 1073 10.98 2‏ 6.584 
د x 10-4 6.875 x 1073 - 10.98 6.584 10-5 7.566 x 1035  -0.001149‏ 6.257 


5. الأعداد من الماكنة معادلة إلى 

أ. 3224 ب.3224- .1.32421875 د. 1.3242187500000002220446049250313080847263336181640625 
7. المعادلة الأولى تعطى 0.00658 -» والمعادلة الثانية تعطى 0.0100- والقيمة الصحيحة بثلاث مراتب هى 0.0116-. 

9 . الحلول التقريبية للأنظمة هى أ. 1.635 - = ر ,2.451 8 ب. 82.00 = ر ,507.7 = × 1 

01 في الصيغة التشابكية يكون لدينا 1.99 - 12.26 + 6 (3.11 - f(x) = ) 1.014 - 4.62)e“‏ 


ب. 6.79 - 
ج“ 707- 
2773م ب. 35 = م 
عو بي BEN SEDGE‏ ل ل a‏ ج. 181707 = m‏ 
!م k!(m‏ !0 حسم kJ‏ 3 
m-k-1‏ 0 7-1 4 د 
\kI(k-1 1‏ 
د. 10-4 × 7.541 الخطأ النسبي ;1960 الخطأ الحقيقي ;2,597,000 
7 3 ب. 124.03 ج. 124.03- د. 12403- ه . 0.0065 و. 0.0065 ز. 0.0065- 2 ح. 0.0065- 


مجموعة التمارين 3.1 (صفحة 36) 

1.أ. المجموعان التقريبيان هما 1.53 و 1.54 على التوالي. القيمة الحقيقية هي 1.549. يظهر خطأ تدوير معنوي مبكرًا مع 
الطريقة الأولى. 1 ١‏ 

3. أ. 2000 عنصر ب. 20,000,000,000 عنصر 

5. 3 عناصر 

7. معدلات التقارب هى 

أ. )0(۸ ب.(0)۸ .0(1 د.)(0 

3. أ. إذا كانت × > (”1/5)/اه - ,ره| فإن (۸)1/7۸۹ > (”«/1) > إه - بها لأن م > و > 0. ولذلك فإن 


»ل > (”1/5)/اه - ,ها و e‏ < ,تولمه) مع معدل تقارب (0)1/۸7. 


فس 
1/n* 1/n3 1/n? 1/n n‏ 
5 0.2 0.04 0.008 0.0016 
10 0.1 0.01 0.001 0201 
x 1077 8x 10-6 0.0004 0.02 50‏ 1.6 
100 0.01 10 1076 ® 


001/04 هى معدل تقارب الأكثر تسارعًا. 
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65. افترض آنه عندما ا۶ا صغيرة ہما یکقی» يكون لدينا ثابتان موجبان © وا مستقلان غن + بحيث 
Kılxl“‏ > اجا فعضل او IBC = Lal > Kolxl®‏ 
دع x(a,8) c = max(|cı|, le2l, 1( K = max(K,, K2)‏ م =6 
أ. لدينا 


(x) - Lı) + c2(F>(x) - L2)|‏ ك) ها = املك - cıLı‏ - (م)س| 
leılKılx|“ + lel Kall‏ > 
|x|۴1‏ + “اع ]كله > 
cKlxl ]1 + |x|]‏ > 
”اداع > 
عندما || صغيرة بما يكفى وثابت ما 5. ولذلك فإن 0)x'(‏ + ملك + ران = (٭)۴ 
باد لذي ١‏ 


امآ — F2(c2x) — Lı‏ + (دره) ك5 | = |G(x) - Lı — L2|‏ 
Kıleıx|“ + Ka|cax|%‏ < 
Kê [lx|“ + |x|]‏ > 
Kê lx [1 + |x|]‏ > 
”اداع > 
عندما |*| صغيرة بما يكفى وثابت ما ۸. ولذلك فإن (0)27 + ما + رط = (٭)6 
117 75 2*2 
ب. !102 × 0.3542248538 
ج. حُسبت النتيجة في الفقرة (أ) باستخدام خوارزمية العدد الصحيح الدقيق» وحسبت النتيجة في الفقرة (ب) باستخدام 
خوارزمية التدوير لعشر مراتب. 
د. تتطلب النتيجة فى الفقرة (أ) عبور حلقة 98 مرة. 
ه. النتيجة نفسهااكما هى فى الفقرة (أ). 


مجموعة التمارين 1.2 (صفحة 51) 


P3= 0.625 .1‏ 
3. طريقة التنصيف «مناءء:وز8 تعطى 
أ 0.5859 = p7‏ .3.002 = وم .3.419 p=‏ 


5 طريقة التنصيف «مناء8156 تعطى 
أ. 0.641182 = برم 
ب. 0.257530 = ورم 
ج. للفترة [2- ,3 -]» يكون لدينا 2.191307 - = رم وللفترة [0 ,1 -]» لدينا 0.798164 - = برص 
د. للفترة [0.3 ,0.2]» يكون لدينا 0.297528 = +د5» وللفترة [1.3 ,1.2]» لدينا 1.256622 = ورم 
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ب. 1.00762177 = ررم 

1 ب. 2- ar‏ د.1 

3. الجذر الثالث ل 25 هو 2.92401 ,,م, تقريباء باستخدام [2.3]. 

5. الحد هو 14 < ۸ و 1.32477 = 2,4. 

7. بما أن 0 = 1/۸ مدصنا = (-وم - «5) ممصا الفرق بين الحدود يؤول إلى الصفر. على أي حال» فإن ۲١‏ هو الحد ۸ من 
السلسلة الهارمونية غير المتقاربة» ولذلك * = «مصرمسيسنا, 

9 . عمق الماء هو أ؟ 0.838. 

مجموعة التمارين 2.2 (صفحة 61) 

1.لقيمة × قيد الافتراض» يكون لدينا 





5 ا _ 
أ. 0 = مام ه ?×2 - × +3 = ۹× ه 222(1/4 - × +3) = × ب. 0 = f)×(‏ جه شير -3 +× = 22 بت 1 )= 
3x + 2x? + 3 1/2‏ 
ج 0 = مار ه 3 + × = (2 + )ر که ج -ء د. 0 = f)‏ که 3 + 2 + 3 = +× ثيه + كه مه - TT‏ 5 
E E‏ 


3. الترتيب بحسب سرعة التقارب تنازليًا هو (د)» (ب) و (أ). لا تتقارب المتتالية في (ج). 
5 مع “3 + 3+2) = (×)ع و1 = ممء فإن 1.9433 = مم دقيقة إلى حد 0.01. 8 
7. بما أن 5م 1 = (×)'ع متصلة و “م موجودة على [27 ,0]. بالإضافة إلى ذلك» فإن 0 = (×)'م فقط عندما ^ = ×» ولذلك فإن 
4+ = ())م > (ما)م > = (20)م = (0)ع و 1 > |(«)'ع| عند 27 > × > 0. 
وتؤدي النظرية 2.2) إلى وجود نقطة ثابتة وحيدة ‏ في [25 ,0] مع ۾ =« و 7 >-00: يكون لدينا ‡ + 7 = رم 
تؤدي النتيجة (2.4) إلى أن 
وتؤدي النتيجة (2.4) إلى أن 7 e‏ 
pls TIP - pol = 306‏ مها 
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وعند الحد الذي هو أقل من 0.1» نحتاج إلى 4 < «. على أي حال فإن 3.626996 = دم دقيقة لغاية 0.01. 

9. عند 1.0 = مم و (2 + ×)0.5 = (×)ع» يكون لدينا 1.73205 = ہم = ۷/3 

1ا مع [0,1] و 0 ۰۵ يكون لدينا 0.251531 = وم ب. مع [3.0 ,2.5] و 2.5 = ۲۵» يكون لدینا 2.690650 = برص 
ج. مع [025,1] و 0.25 = ۵» يكون لدينا 0.909999 = 4ر د. مع [0.7 ,0.3] و 0.3 = ۰۵ يكون لدينا 0.469625 = ودم 
ه. مع [0.6 ,0:3] و 0.3 = دصء يكون لدينا 0.448059 = ويم و. مع [1 ,0] و 0 ۳۵» يكون لدينا 0.704812 = وم 

3.عند (*3 )/(«ومه10 -2+2) = (×)ع» يكون لدينا الآتي : 3 - - وورج 3 - = وم ;3.16193 = وم جد3 = ور 

عند (0.12 -)5مع0:ة = (×)چ» يكون لدينا الآتي: 2 - = po - - 1 p11‏ ;1.96882 = ررم 1 = وم 

15 مع 2 + (5 -) منوعمة ل = (×)عچ يكون لدينا 1.683855 = وم 

7. أحد الأمثلة هو 1 /2x-‏ = («)م على [1 ا 

1. استبدل العبارة الثانية من البرهان بالآتى: “بما أن 8 تحقق شرط لابلاس 5681]2م1ا على [4,5] مع ثابت لابلاس 1 > 1 

يكون لدينا عند كل ۸ |م - ,مالظ > |(م)م - (١-.م)ع‏ |= إم - ,م| باقي البرهان هو نفسه مع استبدال + ب 1. 

3 مع “201.0625 - 501.0625 = )ع و 5.0 = ومء فإن6.0028 = وم تكون ضمن 5 0.01 من الوقت الحقيقى. 

مجموعة التمارين 2.3 (صفحة 71) 

1 2.60714 ديم 

3. أ. 2.45454 ب . 2.44444 ج الفقرة (ب) أفضل. 

5. أ. عند 2 -20 » يكون لدينا 2.69065 = وم ب. عند 3 - > 220 يكون لدينا 2.87939 - = دم 
2 عند 0 = ۲۵ » يكون لدينا 0.73909 -+م د. عند 0 = ۰۵ يكون لدينا 0.96434 = دم 

7. باستخدام 70 و 7١‏ بوصفهما نقاط النهاية للفترات: يكون لدينا 


أ. 2.69065 = ررم ب. 2.87939 - = بر €‘ 0.73909 = وم د. 0.96433 = وم 
9. باستخدام 0 واه بوصفهما نقاط النهاية للفترات» يكون لدينا 
|. 2.69060 = ورم ب. 2.87938 - = مور ج 0.73908 = بور د. 0.96433 = وم 


1 طريقة نيوتن مع 1.5 = مم تعطي 1.51213455 = رم. 
طريقة القاطع مع 1 = Po‏ و2 = م تعطي 5 مح „ı0‏ 
طريقة الموقع الفاشل مع 1 ٠إ‏ و 2 - :2 تعطي 1.51212954 = رم. 
ب. طريقة نيوتن مع 0.5 = مم تعطي 7 = وو 
طريقة القاطع مع 0 = وم و1 درم تعطي 7 = وو 
طريقة الموقع الفاشل مع 0 < 20 و 1 = رم تعطي 0.976772976 = . 
3. عند 1 = مومء يكون لدينا 0.589755 = وم. للنقطة الإحداثيات (0.347811 ,0.589755). 
5. معادلة خط المماس هي (-,م - *)ل-,م)”/ = (:-,م)/ -«. لتكملة هذه المسألة؛ ضع 0 = ر وحل ,م = ×. 
7. أ. عند 1 - - مم و 0 = رمء يكون لدينا 0.04065850 - = برمء وعند 0 = وم و 1 = رمء يكون لدينا 0.9623984 = وم. 
ب. عند 1 - = مم و 0 = رمء يكون لدينا 0.04065929 - = وم» وعند 0 = وم و 1 = رمء يكون لدينا 0.04065929 - = يرم. 
ج. عند 0.5 - = ممء يكون لدينا 0.04065929 - = ومء وعند 0.5 = ومء يكون لدينا 0.9623989 = روم. 


9. تتضمن هذه المعادلة طرح ما يقارب الأعداد نفسها في كل من البسط والمقام إذا ما كان 70-1 و 20-2 تقريبين متساويين. 
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1 أ 4.30624527 - = ررم ,10 - = Po‏ ب. 4.30624527 - = وم ,5 - = و . 0.824498585 = Po = - 3, ps‏ 
ر 0.824498585 - = يم ,1 - = P0‏ ه. 0 = ۶۵ لا يمكن حساب :2 عندما 0 = (00"/ 2 و. 0.824498585 = يم ,1 = مت 
ز. 0.824498585 - = Po = 5, ps = 4.30624527 . po = 3, ps‏ ط, 4.30624527 = ررم ,10 = po‏ 


3,عند In(x? + 1) - e* cos x‏ = (3)/ يكون لدينا الجذور الآتية : 
أ. عند 0.5 - = 20» يكون لدينا 0.4341431 - = . 
ب. عند 0.5 = «مء يكون لدينا 0.4506567 = دم, عند 1.5 = وص يكون لدينا 1.7447381 = يم 
عند 2.5 = 20 يكون لدينا 2.2383198 = وم, عند 3.5 = مص يكون لدينا 3.7090412 = 4 
ج التقريب الابتدائى 0.5 - 7 معقول ا 
د. عند 24.5 = و يكون لدينا 24.4998870 = يم, 
5. العددان هما 6.512849 و 13.487151 تقریبًا. 
7. كان بإمكان المقترض دفع 8.10% على الأكثر. 
9. أ. حل ورن7*56)2-(1ب*38)3) وحل 0ر7*50)250-(30)3*2+1) وكلاهما لا يحقق القيمة. 
ب. الرسم البياني (ط X=.‏ (%*7*5۸)2-(1+*3۸)3) يعطي عمومًا معلومات غير مفيدة. ومع ذلك فإن 10.5 =ه و 11.5 =ط 
في أمر الرسم البياني يثبت أن ل (*)/ جذرًا قريبًا من 11 = ×. 


ج. مع 11 = ومء فإن 11.0094386442681716 = وم دقيق إلى حد 10-16. In3/7)‏ 


P ^ 125/27‏ 
1. لدينا 0.75658125 - = ,265816 = ,۶ و 0.045017502 = . إن حجم السكان لعام 1980 هو 222,248,320 = (۳)30» ولعام 
0 هو 252,967,030 = (2)60. 


33. باستخدام 0.5 = وم و 0.9 = رم٠‏ فإن طريقة القاطع تعطى 0.842 = وص, 
مجموعة التمارين 2.4 (صفحة 82) 
1. أ. عند 0.5 = مم» يكون لدينا 0.567135 = درم 

ب. عند 1.5 - = ومء يكون لدينا 1.414325 - = ددم 

ج. عند 0.5 = ومء يكون لدينا 0.641166 = ددم 

د. عند 0.5- = وص يكون لدينا 0.1824 - = P23‏ 
3. أ. عند 0.5 = ممء يكون لدينا 0.567143 = وص 

ب. عند 1.5 - = ومء يكون لدينا 1.414158 - = يم 

ج عند 0.5 = ومرء يكون لدينا 0.641274 = دم 

د. عند 0.5 - = مص يكون لدينا 0.183319 - = وم 
5. طريقة نيوتن مع 5 - = وم تعطى 0.169607 - = درمء وطريقة نيوتن المعدلة فى المعادلة (11.2) مع 0.5 - و 
تعطى 0.169607 - = ررض 


17 عند 0 < )» فإن 1 =( 
وبذلك فإن التقارب خطي. 

ب.. يجب أن يكون لدينا +109 < 
9. أمثلة اعتيادية هى أ 10-3 ديرم 


1. هذا يأتى من حقيقة كون 


lim =‏ = 
هدم ل سدم إ0 رم| e‏ 








1 
lim |Pn+ı ~ O| I _ im ( 
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3. إذا كان 0.75 = *إم - مم|/ام -ربمم| و 0.5 - ام -مم| فإن ”إم - مم|0.79-172) = إم - ,م| ويتطلب الحصول على 


105 كام - مما کون 3 < ۸. 
مجموعة التمارين 2.5 (صفحة 86) 
1. النتائج مبينة في الجدول الآتي : 


0 2 م‎ 3 
0.31385 0.548101 0.907859 0.258684 Po 
0.36087 0.547915 0.909568 0.257613 Pı 
0.737653 0.54847 0.909917 0.257536 f 
0.738469 0.547823 0.909989 0.257531 725 
0.738798 0.547814 0.910004 0.257530 f4 
0.738958 0.547810 0.910007 0.25750 Ps 


3 0.826427 = زم 
p= 15 5‏ 


7 عند 1 + ال = (×)ع و 1 - وصء يكون لدينا 1.32472 = وم, 
9. عند (2 + *)0.5 = («)ع و 0.5 = ومء يكون لدينا 1.73205 = وم, 


1 أ. عند 3/(”× + © -2) = (*)8 و0 = مم» يكون لدينا 0.257530 = دم. 
ب. عند (دومء + «هزو)0.5 = (×)ع و 0 = مومء يكون لدينا 0.704812 = يم. 
ج. مع 0.25 = وم فإن 0.910007572 = يم. 
د. مع 0.3 = وم فإن 0.469621923 = 4. 

3. إن طريقة 42 5'معكانه تعطى 





أ 0.0363 = يقر ب. 0.045 = وق 
5. لدینا 
p= pal _ (Pa =P _ 1‏ +محمييها _ اس = Pn‏ 
محوق ام - lp»‏ ام ¬ مما 
P2 | 1‏ ون im ZN‏ 
محوم | mo |p p| nme‏ 





7. أ. ملحوظة: أثبت أولاً أ 


1 
fyn+1 ٠. 
BED 





-=م -مم» حيث إن ٤‏ ما بين 0 و 1. 
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ا 


3 


Pn 


1 
2 

2.5 

2.6 
2.7083 
2.716 
2.71805 
229 
2.7182787 
2215 
2.7182818 


O 00 J AQ U ات س ذم يناي‎ 


Pn 


3 
25 

272 
2.85 
2.7183 
2.7182870 
2.83283 
2.7182818 
2.7182818 


مجموعة التمارين 6.2 (صفحة 96) 


1. أ. عند! = ۰۰ يكون لدينا 2.69065 = ديدم 
ب. عند 1 = 20» يكون لدينا 0.53209 = 55. عند 1 - = ۰۲۰ يكون لدينا 0.65270 - = دم, عند 3 - = 0م يكون لدينا 2.87939 - = دم, 
ج. عند 1 = ۳» يكون لدينا 1.32472 =25. 
د. عند 1 < ۰۵ يكون لدينا 1.12412= 54. عند 0 = وص يكون لدينا 0.87605 - = وم, 
ه. عند 0 = 20 يكون لدينا 0.47006 -= 26. عند1 - = 20» يكون لدينا 0.88533 - = 4. عند 3 - = وم يكون لدينا 2.64561 - = وم, 
و. عند 0 = مم2 يكون لدينا 1.49819 = مرم, 

3. يتضدّن الجدول الآتى التقريب الابتدائى والجذور: 


Pı Po 
0 -1 أ‎ 
1 0 
1 0 ب‎ 
2 1 
-3 -2 
1 0 
-1 -2 3 
1 0 
3 2 
0 -2 
1 ه‎ 
0 
و‎ 5 
1 0 و‎ 
-2 -1 
0 


P2‏ الجذور التقريبية 
1 731 - 0.34532 - = ور 
2 2.69065 = ور 
2 0.53209 = ور 
P9 = - 0.0 3‏ 

5- 9 -= ور 
2 72 = وم 
0 1 - 0.66236 - = بجر 
Ds = 1.12412 2‏ 
1.74096i 4‏ + 0.12403 - = ورم 
Ps = - 5 5‏ 
2 3 - = ور 

ps - 0.47006 -0.5‏ 
Ps = - 1 ¬3‏ 
2 9 = وم 
3- 6 - 0.51363 - = ورم 
1ب 7 -0.26454 = وم 


01 الجذور هى 1 - و8.847 ,1.244 » والنقاط الحرجة هى 0 و6. 
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الجذور المتقارنة المعقدة 
731 . + 0.34532 - 


- 0.66236 + 0.56228 


- 0.12403 - 1.746 


0.51363 + 1.09156 
0.26454 + 7 


ب. الجذور هى 2.432- ,2.332 ,1.521 ,20.5798 والنقاط الحرجة هى 1.5 - ,2.001 ,1. 
الطرائق جميعها أوجدت الحل 0.23235. 


. المادة الصغرى هي 573.64895 سم تقريبًا. 
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)115 مجموعة التمارين 3.1 (صفحة‎ 
() P(x) = - 0.29110731x + 1; P,(0.45) = 0.86900171; | cos0.45 - P,(0.45)| = 0.03144539; أ‎ 1 
(i) P(x) = - 0.43108687x - 0.03245519x + 1; P»(0.45) = 0.89810007; | cos 0.45 - P2(0.45)| = 0.0023470 
(D Pı(x) = 0.44151844x + 1; P,(0.45) = 1.1986833; | 1.45 - 5,)0.45(| = 0.00547616; ب.‎ 
(ii) P(x) = - 0.07022859612 + 0.483655598x + 1; P»(0.45) = 1.20342373; | (1.45 - P2(0.45)| - 3 
(i) Pı(x) = 0.78333938x; Pر(0.45)‎ = 0.35250272; | In 1.45 - P,(0.45)| = 0.01906083; 
(ii) P(x) = - 0.23389466x? + 0.92367618x; P2(0.45) = 0.36829061; | 1n 1.45 - 2,)0.45(| = 0.00327294 
(i) Pı(x) = 1.14022801x; 5,)0.45( = 0.0.51310260; | tan 0.45 - P,(0.45)| = 0.03004754; د.‎ 
(ii) P(x) = 0.86649261x? + 0.62033245x; P2(0.45) = 0.45461436; | tan 0.45 - P»(0.45)| = 0.02844071 





8 أ 0.00397 > |09 - 0.6()0.45 - 0()0.45 - 45 هبك | ;0.135 > |00 - 0()0.45 - 0.45( £ 
:75 > |(0.6 - 0)(0.45 - 0.45) هيك | 





ب. 0.001898 > |09 - 0.6()0.45 - 0()0.45 - 0.45( فيل 
ج. 0.010125 > |09 - 0.6()0.45 - 0()0.45 - 45 هبك | ;0.135 < |06 -0()0.45 - 0.45( فيك | 


د 0.151 > |(0.9 - 0.6()0.45 - 0()0.45 - 0.45( يك | ;0.06779 > | (0.6 - ك0()0.4 - كد.م) هيك | 





P,(8.4) XO, Xl... Xn n ..5‏ ير REST‏ ب (1/3-)رطم 
1 8.6 ,8.3 17.87833 1 5- ,0.5 - 0.21504167 
2 8.7 ,8.6 ,8.3 17.87716 2 0 ,0.25 - ,0.5 - 0.16988889 
3 8.1 ,8.7 ,8.6 ,8.3 17.87714 3 5- ,0.0 ,0.25- ,0.5- 0.17451852 
ORE SEE n‘‏ (2,)0.25 ع د P,(0.9) Ko ETE‏ 
1 0.3 ,0.2 7 - 1 1.0 ,0.8 0.44086280 
2 4 ,0.3 ,0.2 4 - 2 0.7 ,1.0 ,0.8 0.43841352 
3 1 ,0.4 ,0.3 ,0.2 0.13277477 - 3 6 ,0.7 ,1.0 ,0.8 0.44198500 
9 چ کے ی شش STA mg‏ 
E P,(8.4) E E n‏ يك ر P,(-1/3)‏ 
1 8.6 ,8.3 17.87833 1 5- ,0.5 - 0.21504167 
2 8.7 ,8.6 ,8.3 17.87716 2 0 ,0.25 - ,0.5 - 0.16988889 
3 8.7 ,8.6 ,8.3 ,8.1 17.87714 3 0.0 ,0.25 - ,0.5 - ,0.75 - 0.17451852 
P,(0.9) OEE 2 2,)0.25( O RUE 005‏ 
1 0.3 ,0.2 7 - 1 1.0 ,0.8 0.44086280 
2 4 ,0.3 ,0.2 1-04 2 1.0 ,0.8 ,0.7 0.43841352 
3 4 ,0.3 ,0.2 ,0.1 0.13277477- 3 1.0 ,0.8 ,0.7 ,0.6 0.44198500 
E 8‏ الخطأ الحقيقي حد الخطأ ب م الخطأ الحقيقى خد النخطاً 
x 10-2 4.0523 x 1072 1 0.00120 0.00118 1‏ 4.5153 
x 10-3 4.6296 x 10-3 3 1.452 x 1075 1.367 10-5 2‏ 4.6296 
 ” €‏ الخطأ الحقيقي حدالخطا ”م الخطأ الحقيقي حد الخطاً 
x 10-2 2.7296 x 10-3 1 6.0971 x 1073 5.9210 x 10-3 1‏ 1.4080 


9.2215 x 1073 5.1789 x 1073 2 1.8128 x 10-4 1.7455 x 10-4 
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أ. يكون لدينا 1.7083 = (1/2)يط × ۷3 
ب. يكون لدينا 1.690607 =  5,)3(‏ ۷3 
ج. الخطأ المطلق ف في الفقرة (أ) هو 0.0237 تقريبًا بّاء والخطأ المطلق ذ في الفقرة (ب) هو 0.0414 تقر يبّاء ولذلك فإن الفقرة (أ) أدق. 
y= 125 18‏ 
5 0.2826 - (1.09)/ الخطأ الحقيقي هو 5 ×4.3» وحد الخطأ هو 10 ×7.4. هذا الفرق ناتج من حقيقة كون البيانات 
معطاة فقط لأربع خانات عشرية»› وأنه قد استخدمت حسابات بأربع مراتب فقط. 
f(0.7) = 6.4 .17‏ ديم 
9, أ. 1 + 3.810500000 + »11.2388889 - = (x)ر۶»‏ وحد الخطأ 0.11371294 
بپ„ 0.63249693 - 0.8969979335x‏ + 0.13063441672 - = ()ر2, وحد الخطأ *-10 x‏ 9.45762 
ج 05 - 2.532453189 + 1.06259055 - 0.1970056667::3 = (×)2» وحد الخطأ 10-4 
د. 1 + 1.0065992 + 0.07932x° - 0.545506>x‏ -= (×)۲» وحد الخطأ 10-3 × 1.591376 
1. إن أكبر سعة خطوة محتملة هى 2 ولذلك فإن 0.04 تبدو اختيارًا معقولاً. 
.P01,23(2.5( = 2.875 3‏ 1 
5. الحدود العشرة الأولى من المتتالية هى: 1. 0.038462 2. 0.333671 3. 0.116605 4. 0.371760- 5. 0.0548919- 
6. 0.605935 7. 0.190249 8. 0.513353- 9. 0.0668173 10. 0.448335 
وبما أن 0.0545716 = (10/ +1)/» فإنه لا يبدو أن المتتالية تتقارب. 
7. غير الخوارزمية (1.3) كما يلى: 
المدخلات: الأعداد ,1.۰ 0 القيم »× ,01۰.۰ هي كما في العمود الأول 2.0 20٠١ 21.0٠۰٠,‏ من ©. 
الخرجات : الجدول © a e‏ تقر 0 5 دل 0-1-1-0 0 
الخطوة 1: عند ۸ ,...,2 ,1 = : عند أ ,...,1,2 = ضع رو 
9 أ. العينة 1: ؟×0.0000409458 + 5بد0.00367168 - 0.126902x*‏ + 3بج2.09464 - 16.1427:2 + P(x) = 6.67 - 42.6434x‏ 
العينة 2: 0.000008361607:6 + 5م:0.000752546 - P(x) = 6.67 - 5.67821x + 2.91281x - 0,4137993 + 0.0258413x*‏ 
ب. العينة 1: 85 242.71 والعينة 2: mg‏ 19.42 
1. بما أن 0 = و = (×)ع» لذا يوجد عدد ‏ بين × و0د» بحيث 0 = (0)/م. كذلك 0 = (8')<0, لذلك يوجد عدد ,© بين 0× 
وريٌّ»بحيث تستمر العملية من خلال الاستنتاج لإثبات وجود العدد ب بين 0< و ٤,‏ مع 0 = ( )0 .g"*‏ 
إن معادلة الخطأ لكثيرات حدود تايلور تظهر بعدئذ. 
x .1 3‏ = مايق 1.2 = B(x)‏ 
مجموعة التمارين 3.3 (صفحة 127) 


P(x) = 16.9441 + 3.1041(x - 8.1); P,(8.4) = 17.87533; P(x) = P(x) + 0.06(x - 8.1)(x - 8.3); 8.4)يم‎ = 17.87713 .Î .1 
P(x) = P»(x) + - 0.00208333(x - 8.1)(x - 8.3)(x - 8.6); P(8.4) = 17.87714 
P(x) = - 0.1769446 + 1.9069687(x - 0.6); 2,/)0.9( = 0.395146 ب.‎ 
P(x) = P(x) + 0.959224(x - 0.6)(x — 0.7); P2(0.9) = 0.4526995 
P(x) = P(x) - 1.785741(x — 0.6)(x - 0.7() ع‎ - 0.8); P(0.9) = 0.4419850 


3 في المعادلات الآتية لدينا (مد - s=)1/۸()x‏ أ. 0.006625 - = (1 -)رط ;0.04706255 - 0.718125 - = P()s)‏ 
0.1803056 = )} -)يص :2 /(1 - 0.312625s(s‏ + (و)رط = (و)يط 
5 - )4 -)رظ :6 /(2 - 0.09375s(s - 1)(s‏ + (ى)يط = P3(s)‏ 
ب. 0.1157302 - = (0.25)رظ ;0.33651295 + 0.62049958 - = (ى)رط 
0.1329522 - = (0.25)ي2 :2 /(1 - 0.04592527s(s‏ - (و)رط = )s(رP‏ 
P»(s) - 0.002838915)5 - 1)(s - 2)/ 6; 2,)0.25( = - 8‏ = ()رط 
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5. فى المعادلات الآتية لدينا («× - ×)/1) = ء. 
أ. 1/2 + P»(s) = P,(s) + 0.406375s(s‏ ;0.07958333 = )$ ح)رط Pı(s) = 1.101 + 0.7660625s; f(4) x‏ 
001745185 = )£ حيط P;(s) = P,(s) + 0.09375s(s + 1)(s + 2(/ 6: f(4) x‏ ;0.1698889 = )+ ح)يم f(4) x‏ 
ب. 1/2 + P(s) = P(s) - 0.04876419s(s‏ ;0.1143108 - = )1.5 -)رط P(s) = 0.2484244 + 0.2418235; f (0.25) x‏ 
8 - = )1.5 -)رظ Pj(s) = P»(s) - 0.00283891s(s + 1)(s + 2)/6; (0.25) x=‏ ;0.1325973 - = (1.5 -)يص f(0.25) x‏ 
7, أ )0.2 — P(x) = 5.3- 33(x + 0.1) + 129.83(x + 0.1)x - 556.6(x + 0.Dx(x‏ 


P(x) = P(x) + 2730.243387(x + 0.1)x(x — 0.2)(x - 0.3) ب,‎ 

f (0.43) = 1.53725 ب. 1.91555 > (0.65) ۶ ج‎ f )0.05( > 6 أ‎ .9 
P(-2) = 0)-2( -- 1, P(-1) = 0)- 1( = 3, P(0) = 2)0( = 1, P(1) = 2)1( - - 1, P(2) = 0)0- 3 أ.‎ .1 

ب. معادلة كثيرة الحدود ليست وحيدة. وإذا ما وْسّعت (×)۲ و (2)3 فإنهما وحيدتان. هناك كثيرة حدود استكمال واحدة 
فقط إذا كانت الرتبة تساوي أو أقل من 4 للبيانات المعطاة. على أي حال يمكن التعبير بطرائق مختلفة بالاعتماد على التطبيق. 
13 إن معامل ”× هی 3.5. 
5. يجب زيادة تقريب (0.3)/ بالمقدار 5.9375. 
f(xo) = 1, f[xıl= f(x) = 3, f[xo, xl = 5 7‏ - [محار 
9. بما أن (1× ¬ )لود - يديه + (مد - xı)‏ ,وحار + xo‏ = اء فإن 


لندمنا/ _ f[xol‏ - ايجار 3 
وهذا يبسط فى اتجاه [2× (x=) (= zx) . ۴ ]×xo, x1,‏ = 
1. ليكن )× = x(x — xı) ٠٠١ (x‏ ...وسار Sf‏ + ارسامر = P(x)‏ و ٠٠١ (x = x0‏ لد = flxol+ Xf, flxo,..., x(x‏ = مض 
إن كثيرة حدود (:) تستوفى (×) عند البؤر × »*:...١‏ وإن كثيرة حدود («)ظ تستوفى (×)۶ عند البؤر «× ....,0د,. 
وبما أن مجموعتى البؤر متماثلة» وكثيرة حدود الاستكمال وحيدة» يكون لدينا («)ث = (+)ت. إن معامل "د فى (#)م هى 
[, .....ونتال ومعامل "د فى (2)2 هی [ ...رسام ولذلك فإن [مد ...متا = لمك ...وساي , ١‏ 


مجموعة التمارين 3.3 (صفحة 135) 


1. المعامل لكثيرات الحدود في صيغة الفرق المنقسم معطاة في الجداول الآتية. على سبيل المثال إن كثيرة حدود الفقرة (أ) هي 
(8.6 -ع)8.3(2 - Hı(x) = 17.56492 + 3.116256(x - 8.3) + 0.05948(x - 8.3) - 0.00202222)x‏ 


ا ب ج 5 
17.56492 0.22363362 75 - 0.6204958 ¬ 
3.1166 2.169753 0.751 3.5350208 
0.05948 0.01558225 2.751 2.1989182 - 
2 5 - 1 7 - 
0 0.037205 
0 0.040475 
~m 7‏ 
0.0029629628 
3 . التقريب إلى حقيقة الخطأ 
f(x f )×(‏ 
1 8.4 17.877144 17.877146 107° 2:32 
ب 0.9 0.44392477 0.44359244 10-4 × 3.3323 
ج 4 0.1745185 0.17451852 10 x‏ 1.85 
x 10-5 - 19 -= 9 0.25 5‏ 5.42 
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5. ا يكون لدينا 0.33349 = (2)0.34 > 0.34 „sin‏ 

ب. تعطي المعادلة حد خطأ مقداره 10714 × 3.05 ولكن الخطأ الحقيقي هو 10-6 × 2.91. الفرق ناجم عن حقيقة كون البيانات 
معطاة فقط لخمس مراتب عشرية. 

ج. يكون لدينا 0.33350 = (87)0.34 > 0,34 هذه ومع أن حد الخطأ هو الآن 10-2 ×4 5» فإن دقة البيانات المعطاة تسيطر على 
الحسابات. وهذه النتيجة فى الحقيقة أقل دقة عند مقارنتها بالتقريب فى الفقرة (ب)؛ لأن 0.333487 = 0.34 هاد. 
7. بالنسبة إلى 3 (أ)» فلدينا حد خطأ مقداره “10 × 5.9. حد الخطأ ل 8 (ج) هو 0؛ لأن 0 = (×)"/ عند 3 < ۸. 
9. إن 1.169080403 = (11:)1.25 مع حد خطأ قدره 1075 24.81 وإن 1.169016064 = (۸115)1.25 مع حد خطأ قدره 10-4 × 4.43. 
1. أ. افترض أن (:)7 كثيرة حدود أخرى مع (*)/ = (تام و (5)”/ = ۲)۸۵ عند « ,...,0 - 24 وأن رتبة (2)2 تكون 
1 +20 على الأكثر. دع (*)م - («)ربرر = (). لذلك فإن (:)2 كثيرة حدود من الرتبة 1 +2۸ على الأكثر مع 0 = (:)2 
و0 = »)2 لكل ۸ ,...,0,1 -4. لذلك فإن « له أصفار بمضاعف 2 عند كل من »× و (<)20(,د - + )...0(2د - +«) = ()ه. لذلك 
يجب أن تكون ()2 من الرتبة 27 أو أكثر الذي سيكون متتاقضاء أو أن 0 > (×)0 التي تؤدي إلى أن 0 > (×)2. ومن ثم فإن 
„P(x) = Han+ı(x)‏ 

ب. لاحظ أولاً أن معادلة الخطأ تتحقق إذا كانت »× = × لأي اختيار ل 6. 

دع +× ¥ * عند ” ,...,0 -4؛ وعرف 


(1 — -)...2(ود‎ xn)? 
(=) 3)? 


g(t) = f(t) Han,1(t) — [f(x) - Han+ı(x)] 


لاحظ أن 0 = (د)ع عند م ,...,0 -غ» وأن 0 = لماع ولذلك فإن 8 له 2 + 2۸ من الأصفار المختلفة فى [4,5]. ومن خلال نظرية 
R٠‏ فإن '4 له 1+ 7 من الأصفار المختلفة « 5,...,5 التى هى بين الأعداد ,مد ,...,20, 

بالإضافة إلى ذلك» فإن 0 = (:3)'م عند ” - » ومن ثم فإن 8 له 2 + ۸ من الأصفار المختلفة «× ,...,0* ,م 6,...,6. وبما أن 
/4 تكون قابلة للاشتقاق 1+ 27 من المرات» فإن نظرية ءاه 4ءzنلةإءمء‏ تؤدي إلى أن العدد [ط ,»] © € موجود مع 0 = (ع) 3+2ام 


ولكن. 
١ (2n + 2)!‏ لابرط = Lf(x)‏ --52 
٧2+2 5 5‏ ے (20+2), 
2د = )x‏ ...02د gpa s10 (x‏ 8 ا 
و (2n + 2(!] f(x) - H2n+1(x)]‏ 


() ۴2۳+2 = زع 2+#اى 2 
f*2 )€( EES GEE‏ د ”ي =0 


إن معادلة الخطأ تعقب ذلك. 
مجموعة التمارين 4.3 (صفحة 153) 
1. × = (<)5 على [10,2]. 
3. إن معادلات الأخاديد التكعيبية الحرة الخاصة بها هى 
3د - )بك + 2(بر — x;) + cı(x‏ - 2)رظ + به = S(x) = S;(x)‏ 
لكل × فى [1:+: ,:3]» حيث إن المعاملات معطاة فى الجداول الآتية: 
b; di e‏ 2 4 
ا 0 17.564920 3.1341000 0.00000000 0.00000000 
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di 1] با.‎ 


0.22363362 0 


di € 


bi 
215 


bi 


1.03237500 -0.02475000 0 


0.33493750 1 


di 8 8 


- 0.62049958 0 
—- 0.28398668 1 
0.00660095 2 


x 


8.4 
0.9 
1 


2 
0.25 


2 


8.4 


أ 

ب 0.9 
a‏ 
د 0.25 


2.25150000 


bi 


3.4550863 
3.1833133 
2.6170743 


التقريب إلى 
f(x)‏ 
17.883 
0.4408628 
0.1774144 
0.115912 - 


التقريب إلى 
to f(x)‏ 


3.13410 
2172292 
1.574208 
2.908242 


Ci 


0.00000000 


Ci 


0.00000000 
4.87650000 


Ci 


0.00000000 
-0 
- 0 


حفيفه 
ار 
17.877146 
0.44359244 
0.17451852 
719 - 
قيقة 
كر 
3.128232 
2.204367 
1.668000 
2.07061 


6.50200000 
— 6.50200000 


di 


a53 
- 0.94633 
9.9420966 


الخطا 


1.1840 x 10-3 
2.7296 x 1073 
2.8959 x 10-3 
1.1807 x 10-3 
لخطأ‎ 


Error 


5.86829 x 1073 
0.03047 
0.093792 
1.18057 x 1073 


7. إن معادلات الأخاديد التكعيبية المتسلقة الخاصة بها هى 
x;)? + dı(x — x)‏ — )نه + bı(x - xı)‏ + به = («ارى = («)ى 


لكل × فى [١ء:×:×]»‏ حيث إن المعاملات معطاة فى الجداول الآتية: 


di i 3 


17.564920 0 


di 1 به‎ 
0.22363362 0 
di 1 ج‎ 


- 50 
0.3349370 1 


4 4 
— 0.620458 0 
—-- 68 1 
0.006600950 2 


bi 
3.116250 


bi 
2.16973 


4 


0.75100000 
2.18900000 


bi 


3.5385028 
3.140324 
2.666673 


Ci 


0.0600867 


Ci 


0.65914075 


Ci 


2.5010000 
3.25100 


Ci 


- 07 
—-—_- 0 
—_> 1 


di 
¬ 0.00202222 


di 
=` 925 


4 


1.0000000 
1.0000000 


di 


¬ 0.47413 
— 0.47458360 
- 0.44980146 
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b=-1,c=-3,d=1 41 
= f, D= f, b=- $, d=} 83 
أ. إن معادلة الأخدود ھی‎ .5 


S(x) = S;(x) = aj + b;(x - xj) + cı(x - xı) + d(x — xj) 
لکل + فى [+:× ,:×]» حيث إن المعاملات معطاة ا الجدول الآتى:‎ 


di 2 bi di Xx 
--7 00 ----3 1.0 0 
6.627417 — 4.970563 -20 0.7071068 0.25 
6.627 0.0 —_-= 1 0.0 05 
--7 4.970563 -0 — 0.7071068 075 


S(x)dx = 0.000000‏ ول 

ط. 0.0 = (5")0.5 3.24264 - = (0.5)'ى 

7. إن معادلة الأخدود ھی 3(عد - )رك + xı) + e)» - x)‏ - دارط + a,‏ = («)رى = («)ى 
لكل × في [+:× ,:]» حيث إن المعاملات معطاة في الجدول الآتي : 


dı 4 bi di Xi 
2.028118 - 21 0.0 1.0 0 
4.896310 -3 --8 0.7071068 0.25 
4.896310 0.0 - 7 0.0 كيه‎ 
2.028118 3.672233 - 2.88 — 0.7071068 0.75 


0 = ×4 ناد و » 3.13445 - = (5)0.5 و 0.0 = (5")0.5. 

9. لتكن × + × + ×ط + = («)/. من الواضح أن 7 تحقق الخواص (أ)» ()» (د)» (ه) للتعريف (10.3)» وأن ن و تستوفي 
نفسها لأي اختيار ل «× ....,20. ولا کان الجزء (iن)‏ من الخاصية (ه) في التعريف (10.3) متحققاء فإن “7 يجب أن تكون هي 
نفسها أخدودها التكميبي الي وعلى أي حال فإن 64 +2 = («)”/ يمكن أن تكون صفرًا فقط عندما 034 - = ×. 


ذل فمن غير الممكن ت تحقق الجزء () من الخاصية (ه) في التعريف «10.3) عند 30 و «×. ولذلك فلا يمكن أن تكون 1 أخدودًا 


21 إن تقريب خطية التجزئة ة إلى / معطاة من خلال 
(x +1 | _ F(x)‏ -')20, لکل × في [0.05 ,0] 
٦‏ | 2ھ 21 + e1(×‏ -20)402, لکل × في [1 ,0.05) 


0.1 0.1 
F(x) dx = 0.1107936 و‎ f (x) dx = 0.1107014 ولدينا‎ 
0 0 


١ 25‏ على [0.05 ,0]» يكون لدينا 1.401310+7 + 1.998302×7 + »1.999999 + 1.000000 = (2)ى 
وعلى [0.1 ,0.05)» يكون لدينا ?(0.05 - +«)1.548758 + 0.05(2 - 2.210340)x - 0.05( + 2.208498)x‏ + 1.105170 = (د)ى 


1.6 x 10-7 اك ج.‎ s(x) dx = 0.110701 اب.‎ 

د. على [0.05 ,0]» يكون لدينا 22.1218477 + 2.04811 +1 = (2)ى 
وعلى [0.1 ,0.05)» يكون لدينا 1.041139 = (5)0.02 .0.05(7 - )22.12184 - 0.05(2 - )3.318277 + (0.05 - £( 
2.214028 + 1.105171 = («)ى و 1.040811 = )5(0.02 


2x - x, Osxs1 .27 
SR) = 
END, TEs 2 
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9 الأخدود له المعادلة 


s)x) = s(x) = ع)رظ + به‎ - xı) + cı(x — xj)” + -عر)بك‎ x;) 


لكل × فى [1+:,:3]ا» حيث إن المعاملات معطاة فى الجدول الات 


Ci bi di Xi 

- 0.65292 75 0 0 
1.31858 76.9779 225 3 
0.396018 80.4071 383 5 
= 112 77.9978 623 8 


di 


0.219764 
- 41 
- 7 

0.0799115 
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يتنبا الأخدود بموقع :8 774.84 = (10): وسرعة 5/5 74.16 = (10)/ء. ولتعظيم السرعة ؛ نجد النقطة الحرجة الوحيدة »٠)١(‏ ونقارن 
قيم (:) عند هذه النقطة ونقاط النهاية. سنجد أن «لنصد 55.02 = ولا؟ 80.7 = (5.7448)": = (»)'ء×ةه» إن السرعة طانم 55 تم أولا 
تخطيها عند : 5.5 تقريبًا. 

1. إن معادلة الأخدود هي 


S(x) = S;(x) = -ع)رظ + به‎ x) + -ع)بك + زد دع)ن‎ x;) 


لكل في [1+:* ,:×]» حيث إن المعاملات معطاة في الجدول الآتي: 


العينة 1 

Ci 7 di xı 

0 - 0.4487 6.67 0 
1.1118 6.2237 17.3 6 
2.1401 2.1104 42.67 10 
0.38974 - 6 20-0 13 
0.22036 -21 30.0 17 
0.00386 - 0.05069 29:31 20 


3. الأخاديد الطبيعية الثلاثة لها معادلات بالصيغة 


S;(x) = به‎ + bj(x - x) + c;(x — x;)” + d(x 3د‎ 


di 


0.06176 
—-= 9 
0.28109 
- 111 
—_- 1 
0.00016 


Qi 


6.67 
16.11 
18.89 
15.00 
10.56 

9.44 


لكل × في +× ,::]» حيث إن قيم المعاملات معطاة في الجدول الآتي : 


13 الأخدو‎ 
di i bı a = f(x) Xi i 
- 0.086 0.0 0.786 3.0 1 0 
0.034 >-7 0.529 3.7 2 1 
0.34 0.052 - 6 3.9 5 2 
- 0.572 1.053 1.019 4.2 6 3 
0.156 0-4 1.408 5.7 37 4 
0.024 -7 0.547 6.6 8 5 
- 0.003 - 0.052 0.049 7.1 10 6 
0.007  -0.078 - 2 6.7 13 7 
45 17 8 


2 العينة‎ 
Ci b; 

0 1.6629 
- 7 1.3943 
-= 0 - 2 

0.09756 - 5 

0.12473 - 2 

0.02453 - 55 


dı 


- 0.29 
—_-= 1 
0.05916 
0.00226 
- 0.01113 
¬ 0.00102 
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2 الأخدود‎ 
di Ci 5 به‎ = f(x) Xi i 
- 0 0.0 1.106 4.5 17 0 
0.025 -2 0.289 7.0 20 1 
0.204 - 0.044 - 0.660 6.1 23 2 
- 0 0.567 - 7 5.6 24 3 
—- 0.089 - 0.124 0.306 5.8 25 4 
0.314 — 0.660 - 63 3582 27 5 
4.1 7 6 

3 الأخدود‎ 
di Ci bi ai = f(x) Xi i 
—- 0.910 0.0 0.749 4.1 2:1 0 
0.116 -9 0.503 4.3 28 1 
0.157 - 0.470 -7 4.1 29 2 
3.0 30 3 


مجموعة التمارين 3.5 (صفحة 163) 


x() =- 10° + 14? +t, y((=-2° +3° +t. 1 
x(1) = - 10,3 + 14.51? + 0.51, y(1) = - 31° + 4.5/2 + 0.51 ب.‎ 
x(1) -د‎ 10° + 14? +1, y(t) = — 4° + S5? +1 ج.‎ 
x(1) = - 10,3 + 131 + 2f, y(t) = 2f د.‎ 


x(t) = - 11.51 + 151 + 1.51 + 1 < y(t) = - 4.25 + 4.5 + 0.751 +1 3‏ 
ب 1+ 1.51 + 31 + 3,5,3 - = x() = - 6.251? + 10.51? + 0.75 + 1 «y(1)‏ 
ج. لكل :۲ بين (0 ,0) و (6 ,4)» يكون لدينا 
y(t) = - 13.5 + 18/2 + 5‏ ,1.50 + 7.5/7 + 5,3 - د x(t)‏ 
ولكل ۲ بين 6 ,4) و (1 ,6)» يكون لدينا 
6 +31 -6/2 - تبه = y(1)‏ ,4 +ئع5.] + 6 + 5.5 - = x(1)‏ 
د. لكل ۲ بين (0 ,0) و (2,1)» يكون لدينا 
y(t) = - 0,5,3 + 1.5‏ ,1.5 + 6,2 + 5.5 - د x(t)‏ 
لكل + بين (2,1) و (4,0)» يكون لدينا 
3+1 -- مر ,31+2 +37 + تبه - د x(t)‏ 
ولكل ۲ بين (4,0) و (1- ۰)6 يكون لدينا 
+3 - 5.25 + 3.253 -- )بر ,4 +31 - 13.5 + 8.5 - = x(1)‏ 


5. أ. باستخدام الفرق المنقسم تتابعيًا نحصل على الجدول الآتي : 


Uo 0 

3) — uo) uo 0 

Uo 02 1‏ - ولا 3u + 2uo‏ - ويا 

u3 — 3u + 311 — Uo 2u - 3u2 + Uo 3(4 - (ي»‎ 02 1 














إجابات تمارين مختارة Answers for Selected Exercises‏ 765 
ولذلك فإن 
)1 -12)6(ون — 341 + 342 — (u3‏ + 0(12ن2 + u(1) = uo + 3(1 — uo)t + (u3 — 3u‏ 
uo + 3(1 - uo)t + (6u + 3uo + 342) + (us — 3u + 341 — uo)‏ = 
وبا مثل فإن 
3v + 31 - (7‏ — ون) + ?)0س3 + 6u,‏ — 32( + #(ونة — 3(v1‏ + ونه = u(t)‏ 
ب. باستخدام المعادلة لكثيرات حدود برنستين «5:68م86 نحصل على 


تبون + )£ — 3421(1 + ?)£ u(t) = uo(1 — 03 + 3u(1—‏ 
uo + 3) - uo)t + (342 — 6u + 310)? + (u3 — 3u2 + 341 — uo)? E‏ = 
وبا مثل فإن 3 
vu) ح١ () ut“ (1 — (3-6 = uo + 3(v, — uo) + (32 — 6u + 30)17 + (us - 3u + 3v — o)‏ 
k=0‏ 
مجموعة التمارين 1.4 (صفحة 176) 
1. من معادلة الفرق التتابعى - (الأمامى- الإرجاعى) 1.4)» لدينا التقريبات الآتية : 
أ 0.7960 x 0.8520, (0.6) x 0.8520, (0.7) x‏ )0.5( ب 3.1520 = )0.4( ,3.1520 = )0.2('£ ,3.7070 x‏ )0.0( 
OTE 3‏ س ا 
5 الخطأ الحقيقي حد الخطاً € الخطأ الحقيقي حد الخطأ 
0.5 0.0255 0.0282 0.0 0.2930 0.3000 
0.6 0.0267 0.0282 0.2 0.2694 0.2779 
0.7 0.0312 0.0322 0.4 0.2602 0.2779 
5. عند نقاط الأطراف للجداول» نستخدم المعادلة (4.4). والتقريبات الأخرى ناتجة من المعادلة (5.4. 
أ„ 32.150850 x‏ (1.4)ثر ,27.107350 x 17.769705, f'(1.2) x 22.193635, f'(1.3) x‏ )1.1( 
ب. 3.163525 < (8.7)ثثر ,3.139975 f (8.1) x 3.092050, (8.3) < 3.116150, /”)8.5( x‏ 
ج. 9.786010 x 5.101375, f'(3.0) x 6.654785, /')3.1( x 8.216330, £'(3.2) x‏ (2.9)'/ 
د„ 0.5546700 - عد (2.3)”/ ,0.3298960 - x 0.13533150, (2.1) = - 0.09989550, (2.2) x‏ )2.0( 
AAT‏ الخطأ الحقيقي ١‏ حد الخطأ ا الخطأ الحقيقي حد الخظأً 
1.1 0.28032 0.35903 8.1 0.00018594 0.000020322 
12 0.147282 0.179517 8.3 0.00010551 0.000010161 
x 10-5 8.5 0.219262 0.179874 1.3‏ 9.116 0.000009677 
1.4 0.384 0.438524 8.7 0.00020197 0.000019355 
2 الخطأ الحقيقي حد الخطأ 2 الخطأ الحقيقي حد الخطأ 
2.9 0.011956 0.0180988 2.0 0.0025225 0.00410304 
3.0 0.0049251 0.00904938 2:1 0.00142882 0.00205152 
3.1 0.0004765 0.00493920 22 0.00204851 0.00260034 
52 0.0013745 0.00987840 2.3 0.00437954 0.00520068 
9. التقريبات والمعادلات المستخدمة هى 
أ. التقريب 3.899344 < (2.1)/ر من المعادلة (7.4) ب. التقريب 5.877358 - بد (3.0-)// من المعادلة (7.4) 
التقريب 2.876876 > (2.2)"/ من المعادلة (7.4) التقريب 5.468933 - > (2.8-)' من المعادلة (7.4) 
التقريب 2.249704 = (2.3)' من المعادلة (6.4) التقريب 5.059884 - > (2.6-)// من المعادلة (6.4) 
التقريب 1.837756 = (2.4)' من المعادلة (6.4) التقريب 4.650223 - < (2.4-)/۴ من المعادلة (6.4) 
التقريب 1.544210 = (2.5)' من المعادلة (7.4) التقريب 4.239911  -‏ (2.2-)' من المعادلة (7.4) 


التقريب 1.355496 > (2.6)' من المعادلة (7.4) التقريب 3.828853 - > (2.0-)// من المعادلة (7.4) 
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x Î1‏ الخطأ الحقيقي حد الخطأ 8 الخطأ الحقيقي حد الخطأ 
x 1077 1.55 × 10-5 -30 0.109271 0.0242312 2.1‏ 6.33 
x 1077 1.32 x 10-5 -28 0.0386885 0.0105138 22‏ 6.76 
x 10-7 7.95 x 10-7 -2.6 0.0182120 0.0029352 23‏ 1.05 
2.4 0.0013262 0.00644808 ود 1077 xX 1077 6.79 x‏ 1.13 
6.76x 1077 128» 10-5 -22 0.109271 0.0138323 2.5‏ 
x 1077 7.96 x 10-6 -20 0.0386885 0.0064225 2.6‏ 6.76 


8f(4) - /)5(1- 0.21062 3‏ + (2ثرة - (1)م]ط > 3 د حد خطأ وفق الصيغة 


ے ا ہے 
es 30 08‏ 
5. من معادلة الفرق التتابعي 2 (الأمامي- ا (1.4)» لدينا التقريبات الآتية: 
أ. 0.7960 x 0.852, (0.7) x‏ )0.6( ,0.852 عد )0.5( f‏ ا 3 f(0.2) x< 3.153, f'(0.4) xz‏ ,3.707 ع )0.0( 


7. عند نقاط النهاية للجداول» نستخدم المعادلة 7.4). والتقريبات الأخرى ناتجة من المعادلة (6.4). 
أ. 1.348 ع f'(2.1) x 3.884 f'(2.2) x 2.896 f(2.3) x 2.249 f(2.4) x 1.836 f(2.5) x 1.550 f(2.6)‏ 
ب. 4.208 -ع (2.2-) x - 5.883 f'(-2.8) x - 5.467 f'(-2.6) = - 5.059 f (2.4) = - 4.650 f‏ (3.0-)// 
5 =- > (2.0-)'/ 
9. التقريب هو 0 = (0.5)”/ .10-9 4.8-. حد الخطأ هو 0.35874. الطريقة دقيقة جدًا؛ لأن الذالة متماثلة حول 0.5 = ×. 
1 .0.1951027 -- )0.2( ب 1.541415 == )1.0( ج. 0.6824175 - = )0.6( 
3 0.4249840 - - )0.4( و 1.032772 -- )0.8( 
5. معادلات النقاط الثلاث تعطي النتائج في الجدول الآتي : 
الزمن 0 3 5 8 10 | 13 
السرعة 79 82.4 74.2 768 | 69.4 | 71.2 
7. التقريب يصبح صفرًا حتمًا؛ لأن البسط يصبح صفرًا. 
9. بما أن 711/3 > جم ضيه ()» يكون لدينا 0 = (۸)ء إذا وفقط إذا كانت ۷367۷ = ۸. كذلك فإن 0 > (8)© إذا كانت 
7 >« و 0 < (۸) إذا كانت ۷3677 < 2# ومن ثم فإن أدنى مطلق ل (۸)ء يظهر عند 158717 = ۸. 
مجموعة التمارين 2.4 (صفحة 184) 


0 


1. أ. 1.0000109 - (1)”/م ب., 2.0000000 - (0)”ر ‏ سر 2.2751459 -  /")1.05(‏ ر. 19.646799 - ع (2.3)'/ 
f(1) x 10011 3‏ ب. 1.999 ع (0)'ر ج. 2.283 = (1.05)/ د. 19.61 -ع (70)2.3 

sinx dx x 1.999999 5‏ ول 

9. لیکن 


h N2 ($) - N(R) h N (4) N(R 
Nı(h) = N» 6 و | ف‎ N»(h) = + سف‎ 


لذلك فإن (7:)7 تقريب )°(0 إلى .M‏ 

1. ليكن N»())‏ - (0/2) »(‡ + لاوا = (لاراة Na() = 2N (/2) - N(),‏ "لالز +1( = نالل 
أ. 2.704813829 = .N(0.04) = 2.665836331, N(0.02) = 2.691588029, N(0.01)‏ 
ب. 2.718039629 = (2/:)0.02 ,2.717339727 = (2/:)0.04 إن تقريب (0)۸° هو 2.718272931 = (2/:)0.04. 
ج. نعم؛ لكون الأخطاء تبدو متناسبة مع ,ز عند (()27» مع دير عند (/)رللء ومع تير عند (۸)۸. 








767 Answers for Selected Exercises إجابات تمارين مختارة‎ 






512 
»م | 22| 3.0614675 | 3.1214452 | 3.1365485 | 3.1403312 | 3.1412723 | 3.1415138 | 3.1415729 
| 4 | 3.3137085 | 3.1825979 | 3.1517249 | 3.144184 | 3.1422236 | 3.1417504 | 3.1416321 





5 قيم Pt‏ و Pk‏ معطاة معًا فى الجداول الآتية مع نتائج الاستكمال الخارجى: 
بالنسبة إلى »م : . 


271 

3.1391476 5 

3.1415904 3.1414377 2 

3.1415927 3.1415926 3.1415829 5 

3.1415927 3.1415927 3.1415927 3.1415921 72 


بالنسبة إلى ۶ 


4 
3.0849447 5 

3.1424910 3.1388943 9 

3.1415891 3.1416032 3.1414339 9 

3.1415927 31415926 3.1415928 3.1415829 4 


مجموعة التمارين 3.4 (صفحة 195) 
1. إن قاعدة ۵1 2٥ص۲۵‏ تعطى التقريبات الآتية: 


أ. 0.265625 ب. 0.2678571- ج. 0.17776434- د. 0.1839397 
ه. 0.8666667 - و. 0.1777643 - ز. 0.2180895 جح“ 4.143257 
3 الخطأ الحقيقي حد الخطأ 

0.125 0.071875 1 

9.718 x 10-4 7.943 × 104 ب‎ 

ج 0.0358147 0.0396972 

د 0.0233369 0.1666667 

وه 0.1325 0.5617284 

1.0707 x 10-3 9.443 x 10-4 و‎ 

د 0.0663431 0.0807455 

229887 1.534631 2 


5. إن قاعدة Simpson‏ تعطی التقريبات الآتية : 


|. 0.1940104 ب. 0.2670635 - >. 0.1922453 د. 0.16240168 
ه. 0.7391053- و. 0.1768216- ز. 0.1513826 جح“ 2.5336594 
7 الخطأ الحقيقي حد الخطأ 


2.6042 x 10-4 2.604 x 10-4 
9.92 x 1077 7.14 x 1077 
2.1705 1075 1.406 x 1075 
4.1667 x 10-4 1.7989 x 107 
0.063280 5.1361 x 107 
2.095 x 10-6 1.549 x 10-6 
4.1507 x 10-4 3.6381 x 10-4 
0.1302826 4.9322 x 1073 


cA < —‏ ]ا ميت هم 
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9. إن قاعدة :«ذهم28:4 تعطى التقريبات الآتية : 


|. 0.1582031 ب. 0.2666667- 2 0.1743309 د. 0.1516327 
ه. 0.6753247- و. 0.1768200- ز. 0.1180292 ج“ 1.8039148 


11. الخطأ الحقيقي حد الخطا 
أ 0.0355469 0.0625 

ب 10-4 × 3.961 10-4 x‏ 4.859 
ج 0.0179285 0.0198486 

0.083333 8.9701 x 1073 0 
0.2808642 0.0564448 ه‎ 

5.353 x 10-4 4.698 x 10-4 و‎ 
0.0403728 0.0337172 9 
1.1494136 0.7847138 € 

f(0 = 3 


5 إن رتبة الدقة هى 3. 

c= },cı = $, د يه‎ +7 

9. إن و = ×١‏ ,ج = »,4 = ٠ه‏ تعطي أعلى رتبة دقة 2. 

1. التقريبات الآتية ناتجة من تطبيق المعادلات من (23.4) لغاية (30.4) على التوالى : 
أ 0.1024598 ,0.1024598 ,0.1024663 ,0.1024695 ,0.1024598 ,0.1024598 ,0.1024598 ,0.1024404 
ب. 0.7853982 ,0.7853982 ,0.7853982 ,0.7853982 ,0.7853982 ,0.7853982 ,0.7853982 ,0.7853982 
ج. 1.477515 ,1.477512 ,1.470981 ,1.467719 ,1.477523 ,1.477529 ,1.477536 ,1.497171 
د. 2.116379 ,2.074893 ,1.767857 ,1.636364 ,2.385700 ,2.563393 ,2.740909 ,4.950000 
هھ 2.249001 ,2.233251 ,2.048634 ,1.965260 ,2.314751 ,2.359772 ,2.407901 ,3.293182 
°9 0.7593572 ,0.7611137 ,0.7834709 ,0.7937005 ,0.7306341 ,0.7126032 ,0.6958004 ,0.5000000 


3. الأخطاء فى التمرين (22) هى 10-6 ×1.6 » 107 ×5.3 » 10-7 ×6.7- » 10-7 ×7.2- و 10-6 × 1.3- على التوالى. 

5. إذا كانت 0 = :)2 لكل ۾ ...0,1 k=‏ و0 ¥ (1*"د)ض» فإنه مع '*"+ = (*)..,مء يكون لدينا كثيرة حدود من الرتبة 
1 + ۾ حيث إن 0 (د)ر.,م)5. افترض أن مه + ×ره +٠٠٠+‏ ”جره = (×)م أي كثيرة حدود من الرتبة أقل أو تساوي «. وبذلك 
فإن 0 = (1)همه + («)5 ره +...+ ("E)۸,ه‏ = (ع)م). وبالعكس» إذا كانت 0 = ((:)م)8 لكل كثيرات حدود من الرتبة أقل أو 
تساوي «» فإن ذلك يؤدي إلى أن 0 = E)×*(‏ لكل ۸ ,...,0,1 -4. افترض أن مه +۰۰۰+ ربو = (*)رب,م كثيرة حدود من 
الرتبة 1 +« بحيث إن 0 * ((2):+مص)2. وبما أن 0 # :+26 يكون لدينا 














كد ...حيط ب و کک عطي 
dn+1 dn+1 dn+1‏ 
ومن ثم فان 
n+1 dn 5 20‏ 
E(x™*') = E(pn,+ı(x)) - E E(1)‏ 
n+1 n+1 dn+1‏ 
1 
E(pn+ı(x)) ¥ 0‏ = 
ولذلك فإن المعادلة التربيعية لها رتبة دقة «. 5 


مجموعة التمارين 4.4 (صفحة 203) 

21 إن تقريبات قاعدة 620:021م1:2 عازوهمم00 المركبة هى : 
أ. 0.639900 ب. 31.3653 ج. 0.784241 ` د. 6.42872- 
ه. 13.5760 - و. 0.476977 ز. 0.605498 ح. 0.970926 
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3. إن تقريبات قاعدة «هومسز5 عازومم سه المركبة هى : 


أ. 0.6363098 ب. 2247713 ج. 0 د. 6.274868 - 
ھ. 14.18334 - و. 04777547 ز. 0.6043941 ح. 0.9610554 
5. إن تقريبات قاعدة النقطة الوسطية 6اهم2410 عازوهم00 المركبة هى : 
أ. 0.63306 ب. 11.1568 ج. 0.786700 د. 6.11274- 
ه. 14.9985- و. 0.478751 ز. 0.602961 ح. 0.947868 
7. أ. 3.15947567 ب. 3.10933713 ج. 3.00906003 
a= 1.5 9‏ 


11خ إن قاعدة 201021ءم1:2 عازوهمسه00 المركبة تتطلب 0.000922295 > ۸ و 2168 < ۸. 

ب. إن قاعدة Composite Simpson‏ المركبة تتطلب 8 > 7# و 54 > 0 

ج“ إن قاعدة النقطة الوسطية ؛مزهم8:0 عانوهمده0 المركبة تتطلب 0.00065216 > ۸ و 3066 < ۸. 
03 إن قاعدة [20103ءم1:2 عازوهدمم00 المركبة تتطلب 0.04382 > ۸ و 46 < .١‏ التقريب هو 0.405471. 

ب. إن قاعدة «هدمصز5 عانوهمم00 المركبة تتطلب 0.44267 > ۸ و 6 < ۸. التقريب هو 0.405466. 

ج إن قاعدة النقطة الوسطية "مم Mi»‏ 6:زوهم000 المركبة تتطلب 0.03098 > ۸ و 64 < «. التقريب هو 0.405460. 
5 بسبب كون النهايات من اليمين ومن اليسار عند 0.1 و 0.2 ل ؟ و '# و "1 هي نفسهاء فإن 

الدالات تكون متصلة على [0.3 ,0]. 


وعلى أي حال فإن é6, Û<x<01‏ 


F"(R= 12: 01< +22 
12 OREO 


غير متصلة عند 0.1 = ×. 
ب. لدينا 0.302506 مع حد خطأ قدره 10-4 1.9. 
ج. لدينا 0.302425» وإن قيمة التكامل الحقيقية هي نفسها. 


7 أ مع قاعدة Composite Trapezoidal‏ 0 يكون لدينا 
زتحط (رع) "رو 5 - د E(f) = 2 f") =- 5 f8)‏ 


حيث إن ۸ = ره - ربرهد = ر×۵ لكل ز. 5 أن ر×4(ر6)"/ ,5 هو مجموع 3 J} f"(x) dx = f'(b) - f'(a) J Riemann‏ 
يكون لدينا 1 1 
f(a]‏ - (5) 11ج -ع E(f)‏ 
ب. مع قاعدة النقطة الوسطية 6«زهم2:0 ع)زوهمم00 المركبة » يكون لدينا 
L2 n2 2‏ تير 
E(f)= 3 = 62 (2۸)‏ 
ولكن (/2)(ر؟) "1 ا هو مجموع ريمان Riemann‏ د ج FO e‏ 2 لذلك فإن 
E(f) * 2 (Db) - f'(a)]‏ 
9 إن التقدير باستخدام قاعدة 1021ه2ءم1:2 Composite‏ ال ركبة هو 10-6 }h”1n2 = - 6.296 x‏ - 
ب. إن التقدير باستخدام قاعدة omposite Simpson‏ المركبة هو 10-6 × 3.75 - = پل - . 
ج إن التقدير باستخدام قاعدة النقطة الوسطية ؛هنهم1410 Composite‏ المركبة هو 10-6 x‏ 6.932 = 2152م 
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1. الطول 15.8655 تقرييًا. 


3. إن قاعدة «مدمسنة Composite‏ المركبة مع 5 = ۸ تعطى 2.619725. 
5. الطول 58.47082 تقريدً 2 باستخدام 0 = م فى قاعدة Composite Simpson‏ المركية. 


مجموعة التمارين 5.4 (صفحة 211) 


1. تكامل رومبرغ Romer‏ يعطى ۸ بحسب الآتی : 
أ. 0.1922593 ب. 0.1606105 ج. 0.1768200- 2 3. 0.08875677 
ه 2.5879685 و. 0.7341567 - ز. 0.6362135 ح. 0.6426970 


3. تكامل رومبرغ ع1٥ط ۸٥۳‏ يعطي ۸4 بحسب الآتي: 
أ. 0.1922594 ب. 0.1606028 ج. 0.1768200 - 3. 0.08875528 
ه 2.5886272 و. 0.7339728 - ز. 0.6362134 ح. 0.6426991 
5 يعطي تكامل رومبرغ عامط هR:‏ 
ا 4 = «عندما 0.19225936 ب. 5 = ۸ عندما 0.16060279 ج. 4 = عندما 0.17682002 - د. 5 = ۸ عندما 0.088755284 
ه. 6 = » عندما 2.5886286 و. 6 = ۸ عندما 0.73396918 - ز. 4 = ۸ عندما 0.63621335 ح. 5 = ۸ عندما 0.64269908 
R4 = 11.5246 7‏ 
و 0.43459 x‏ )2.5( 
Ra = 5.11‏ 
3. لدينا 


R2 


4R, = Re-1,1 _ 1 1 - 
1 


3 و‎ | Feu + heı 2 fla+ (i- بالاشتقاق من الال‎ )32.4(, 


| 2-2-1 


0 
= | و‎ f + سيط + لاقام‎ 2 f(a + ih) 


24-2 


۸ بدلا من 4-1 مع (34.4) بالاشتقاق من :|2 2h1 3J f(a + (i—‏ 


چ 


سر دن 


٣ E سبع‎ 
= , | ارام"‎ + f(b) + 2h, JY} f(a + وله‎ + 4h, 3| f(a + (2i — 11 


t1 i=1 


M-1 M 
- جما 2+ لظام + لمارأ‎ 2ih) + 45 f(a + )2:- 1 واعم -م حيث‎ 1= 2-2 
i=l i=l 





دن 


5 المعادلة 32.4) تنتج من 


N 


2-1-1 
مر ا‎ + f(b)+2 J, f(a+ | 
i=1 


| 
ج |د 


2-1-1 
+: مم‎ + f(b) + 2 2 f (a+ د‎ 


ادم 


2k-2‏ ولعيو 
f()+2 5( fla+ ihe) + 25 f(a+ (i= 2|‏ + مر 


i=1 اعم‎ 
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24-2 24-2 
1] 
عد‎ 1 ٤ (+ f(b) +2 ٤ f(a + ihy- | + DE 1/2)hr-1) 


=1 


چ 1 
hş-ı f(a + (i— 2|‏ + 0( 2 
مجموعة التمارين 6.4 (صفحة 218) 


1. تعطى قاعدة سمبسون 28ه5مطزاة: 

أ. 0.15288602 = (1.5 ,5)1.25 ,0.039372434 = (1.25 ,5)1 ,0.19224530 = (1.5 ,5)1 والقيمة الحقيقية هى 0.19225935 

ب. 0.13186140 = (1 ,5)0.5 ,0.028861071 = (0.5 ,5)0 ,0.16240168 = (1 ,5)0 والقيمة الحقيقية هى 0.16060279 

ج 6 - = (0.35 ,5)0.175 ,0.087724382 - = (0.175 ,5)0 ,0.17682156 - = (0.35 ,5)0 والقيمة الحقيقية هي 
22 . 

د. 0.082877624 = ( ,)5 ,0.005831797 = (ج ,5)0 ,0.087995669 = (؟ ,5)0 والقيمة الحقيقية هي 0.088755285 

ه. 2.2568121 = )2 ,¥( ,0.33088926 = )£ S(0,‏ ,2.5836964 = )¥ ,0)ى والقيمة الحقيقية 2 2.5886286 

و. 0.47305351 - = (1.6 ,5)1.3 ,0.26141244 - = (1.3 ,5)1 ,0.73910533 - = (1.6 ,5)1 والقيمة الحقيقية هى 0.73396917- 

ز. 0.31054412 = (3.5 ,5)3.25 ,0.32567095 = (3.25 ,5)3 ,0.63623873 = (3.5 ,5)3 والقيمة الحقيقية هى 0.63621334 

ح. 0.26958270 = ( ,)5 ,0.37315002 = (‡ ,5)0 ,0.64326905 = (3 ,5)0 والقيمة الحقيقية هي 0.64269908 


3. تعطي طريقة التكامل التكييفية ۲ة علانامه40 : 


ا 1 ب . 1724.966983 - ج. 15.306308 - <. 18.945949- 


5. عدد مرات تة الت عدد مرات 
قاعدة سمبسون التقيب الخطأ ا التقيي الخطأ 
x 10-8 229 = 02 6.3 x 10° 57 - 5‏ 1.0 
أ 0.95135226 83 10° x 1077 217 095134297 9.6 x‏ 1.1 
ب. 3 - 41 106 x 10-7 109-2 4.0 x‏ 1.1 


4.0 x 107° 109 5.8696044 2.6 x 10-6 27 5.8696024 ج‎ 


27 


dt x 0.00001 7‏ )4(1 0 
9. لدينا عند ۾ -ط =۸ 


a+b a+b 1 
اا |( 9 (-) 9 م‎ 


a+ a+b 7 
- 2 2 / و‎ 
(x) dx 7(4,“ 5 0 7) 2 (ن) ير 1 ا(ه.‎ | 
b 


لذلك فإن a+b a+b‏ ل a+b a+‏ 
مشج مر 2 »)7 - همامح = |(۵. 2 )7 2 2 sonar‏ | 


مجموعة التمارين 7.4 (صفحة 226) 














9 تعطى طريقة جاوس التكاملية Gaussian quadrature‏ : 
١‏ 7م ب. 0.1594104 ج. 0.1768190- 3. 0.08926302 
اه 2.5913247 و. 0.7307230 - ز. 0.6361966 ح. 0.6423172 
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3 تعطى طريقة جاوس التكاملية Gaussian quae‏ : 
أ. 0.1922594 ب. 0.1606028 ج. 0.1768200 - 2 <3. 0.08875529 
ه 2.5886327 و. 0.7339604- ز. 0.6362133 ح. 0.6426991 
d=- 0 5‏ ,1 1285116 252 
مجموعة التمارين 8.4 (صفحة 239) 


1. تعطي الخوارزمية (4.4) عندما تكون 4  -‏ = «: 


أ. 0.3115733 ب. 0.2552526 ج. 16.50864 د. 1.476684 
3. تعطي الخوارزمية (4.4) عندما تكون (4 = "و 8 = ”)2 (8 = ۸ و 4 = ") و (6 =" = ۴): 
أ. 0.5118722 ,0.5118533 ,0.5119875 ب. 1.718385 ,1.718220 ,1.718857 ج. 1.000386 ,1.000122 ,1.001953 
د. 0.7834362 ,0.7833659 ,0.7838542 ھ. 1.997353 - ,1.999182 - ,1.985611 - و . 2.000980 ,2.000879 ,2.004596 


- 22.61612, - 19.85408, - 20.14117 ح.‎ 0.3084277, 0.3084562, 3 9 
:۸ = " = 2 تعطى الخوارزمية (5.4) عندما تكون‎ .5 
1.488875 أ 0.3115733 ب. 0.2552446 ج. 16.50863 د.‎ 
:) = تعطى الخوارزمية (4.5) عندما تكون (3 = ™ = ^)› (3 = ۸ و 4 = ")»› (4 = مو 3 = ") و (4 دم‎ .7 
0.5118655, 0.5118445, 0.5118655, 0.5118445, 2.1 x 10-5, 1.3 x 10-7, 2.1 x 10-5, 1.3 x 10-7 أ‎ 
1.718163, 1.718302, 1.718139, 1.718277, 1.2 x 10-4, 2.0 x 10-5, 1.4 x 10-4, 4.8 x 1076 . 
1.000000, 1.000000, 1.0000000, 1.000000, 0, 0, 0, 0 
0.7833333, 0.7833333, 0.7833333, 0.7833333, 0, 0, 0, 0 
— 1.991878, - 2.000124, - 1.991878, - 2.000124, 8.1 x 10-3, 1.2 x 10-4, 8.1 x 107°, 1.2 x 10-4 . 
2.001494, 2.000080, 2.001388, 1.999984, 1.5 x 10-3, 8 x 10-5, 1.4 x 10-3, 1.6 x 10-5 
0.3084151, 0.3084145, 0.3084246, 0.3084245, 10-5, 5.5 x 10-7, 1.1 x 107°, 6.4 x 10-7 
- 12.74790, - 21.21539, - 11.83624, - 20.30373, 7.0, 1.5, 7.9, 4 


9. الخوارزمية )4.4( عندما تكون 14 = مم = ۸ تعطى 0.1479103 والخوارزمية )5.4( عندما تكون 4 = بم = ۸ تعطي 0.1506823 
1. تقريب مركز الكتلة هو (7 *) حيث 0.3806333 = × و 0.3822558 = 7 

3. المساحة هى 1.0402528 تقريبًا. 

5. الخوارزمية (6.4) عندما تكون 2 = م = ” = * تعطى أول قيمة. القيمة الثانية هى النتيجة الصحيحة: 





ES BENC 


أ 1(2 - e)5 - 1()e‏ ,5.204036 ب لط ,0.08429784 ج ,0.08641975 
د لط ,0.09722222 ه 152 +2 ,7.103932 و »© -(1 (e+‏ ,1.428074 
7. الخوارزمية (6.4) عندما تكون 4 = م = ” = « تعطي أول قيمة. القيمة الثانية هي من الخوارزمية (6.4) مع 5 - م =" = م: 
أ. 5.206447 ,5.206447 ب. 0.08333333 ,0.08333333 ج. 0.07142857 ,0.07142857 
د. 0.08333333 ,0.08333333 ه 6.934801 ,6.934912 و. 1.476246 ,1.476207 


9. التقريب 20.41887 يتطلب 125 تقييمًا داليًا. 
مجموعة التمارين 9.4 (صفحة 245) 
1. تعطى قاعدة سمبسون المركبة Composite Simpson‏ : 
أ 0.5284163 ب. 4266654 ج 0.4329748 3. 0.8802210 
3 تعطى قاعدة سمبسون المركبة Composite Simpson‏ : 
أ 0.4112649 ب. 0.2440679 ج. 0.05501681 د. 0.2903746 
5. سرعة الهروب هى “اند 6.9450 تقريبًا. 
f(x) dx x 0.8535534 f (0.5857864) + 0.1464466 /)3.4142136( „Î 7‏ حسه J;‏ 
ب. (6.2899451( f (0.4157746) + 0.2785177 f (2.2942804) + 0.0103893 f‏ 0.7110930 ع J eَ”* f(x) dx‏ 
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n = 2: 2.9865139 n= 3: 2.9958198 .9‏ 
مجموعة التمارين 1.5 (صفحة 255) 
E‏ دام ەر = (ر,))مرء يكون لدينا +05» = (ر ,)234 وتحقق تحقق الدّالة f‏ شرط Lipschitz‏ في 2 
عندما تكون 1 = 1 على [» > ر > ,1 > : > 4,2(|0)) - 2 
كذلك تكون 7 متصلة على 7» لذلك يوجد حل وحيد هو :5 = (/)بر. 
ب. ما دام '2/ + بر(/2) = (ر ,۶)۲» يكون لدينا 2/۲ = 2 وتحقق الذّالة / شرط zاLipschi‏ في y‏ 
عندما تكون 2 = 1 على (م > بر > ه-,2 > 1 > 1)4,2(|1- 2 
كذلك تكون / متصلة على 2» لذلك يوجد حل وحيد هوه - 2)6/ = 0)ر. 
ج. ما دام ۲٤‏ + ب« (/2) - = (ر ,۶)۲» يكون لدينا 2/1 - = 3 وتحقق الدّالة ۶ شرط zاناءمنا‏ في « 
عندما تكون 2 = 1 على [» > ر > - ,2 < D={(f, y)|1 & t‏ 
كذلك تكون / متصلة على (» لذلك يوجد حل وحيد ۰ y(1) = (te - 4e! + 12Pe' - 24te' + 24e' + (2 - 9)e)/‏ 
د. ما دام 1 +1 )رةه = (ر ,)مم يكون لدينا 4 +43/1 = كو وتحقق الدّالة 1 شرط اناما في ا 
عندما تكون 2 = 1 على (* > بر > ,1 D={(t,y)|0s1ts‏ 
كذلك تكون الذالة 4 متصلة على 2؛ لذلك يوجد حل وحيد هو / +1 = 0). 
3. أ. ثابت #انطءومنآ 1 = 1» إنها مسألة ذات عرض جيد. 
ب. ثابت ت#الطاءومنآ 1 = 1 إنها مسألة ذات عرض جيد. 
ج ثابت #انطه:م1آ 1 = 1» إنها مسألة ذات عرض جيد. 
د. لا يحقق الدّالة 1 شرط اطءءمن1» ولذلك لا يمكن استخدام النظرية (6.5). 
5. أ . تفاضل 2 = ١ر‏ + ر يعطي 0 = ر + بير + "ر + 'رر3. والحل بالنسبة إلى کو و ا 
و1 -( يحقق يحقق الشرط الأصلي. ولتقريب (2)(؛ استخدم طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = 1 -ر + 3بر» وهذا يعطي 0.6823278 ع (2)ن. 
ب. تفاضل 0 -1 - 2y‏ + 262 + ,دزوبر يعطى 0 = 'ر2 + /بر262, + 267 + :ووو بر + م وزو ر. والحل بالنسبة إلى « يعطى 
المعادلة التفاضلية الأصلية» ووضع 1 ١=‏ و 0 =< يحقق الشرط الأصلي. ولتقريب (2)< ؛ استخدم طريقة نيوتن لحل المعادلة 
0 = 1 - 4 + ر(2 مهنو +2). هذا يعطى 0.4946599 - × (2)2. 
7 لیکن (:« ,.5) و (:( ,؛) في 2» مع م > ار > «ه- رط > ا > a > 1ı > b, a‏ وم > رر > -. عند 1 > 2 > 240 يكون لدينا 
Nb‏ -1) > 1( -1) > ۾( -1) وهد > 4 >د26. ولذلك فإن م = 265 +205 -1) > ۸1 + ۸(1 -1) > 6< +ه(2 -1) -». كذلك 
م > Jy + Ay»‏ -1) > مم ومن ثم فإن 2 محدبة. 
9 ا بما أن (1) ۴)٤,‏ = ثبرء يكون لدينا 
dz = 1 f(z, y(z)) dz‏ (2)' 1 
ولذلك 
f(z, y(z)) dz‏ = مار - (1)ر و y(t) = a+ f), y)z(( dz‏ 
تكون طريقة التكرار من خلال هذه المعادلة. 
0 لدينا °( - 3 +1 = ( )رر ,3 +1 = هار ,1 = قاور و r“‏ + ° - 3 +1 = (اور 


ج لديا * ل 114 + تل 1/2 +1 = y()‏ 
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مجموعة التمارين 2.5 (صفحة 263) 
1. تعطى طريقة :816 التقريبات فى الجداول الآتية : 


i 0 2‏ )د ب. 2 0 Wi‏ )د 
1 0.500 0.0000000 0.2836165 1 2.500 2.0000000 118333 

2.5000000 2.6250000 3.000 2 3.2190993 1.1204223 1.000 2 

(4) Wi fi 8 لمر‎ Wi 0 1 ج‎ 
1.3391498 1.2500000 0.250 1 2.7789294 0 1.250 1 
1.7304898 1.63803 0.500 2 08197 3.550000 1.500 2 
2.0414720 O2 7 0.750 3 4.4793276 0 7 1.750 3 
2.1173975 2 3 1.000 4 5.3862944 5.2690476 200 4 

.3 

2:1 الخطأ الحقيقي ا 00 الخطأ ١‏ لحقيقي ا 
0.5 0.383361655 11.3938 2:5 0.166667 0.429570 
1.0 2.0986771 42.364 3.0 0.125000 1.59726 

ج ا الخطأ الحقيقى حد الخطأ O‏ الخطأ الحقيقي 
1.25 0.0289294 0.0355032 0.25 0.0791498 
1.50 0.0581977 0.0810902 0.50 0.0906844 
1.75 0.0876610 0.139625 0,75 0.017214 
2.00 0.11727 0.214785 1.00 0.118478 

لا يمكن تطبيق صيغة حد الخطأ (5.10) للفقرة (د)؛ لأن 0 = 1. 

5. تعطى طريقة ءادع التقريبات فى الجداول الآتية: 

7(4) i fi ار ب‎ Wi fi : 1 
0.4896817 0.4388889 1.400 2 112523 1245 1.200 2 
1.1994386 110300 1.800 4 10475339 11038517 1.400 4 
2.2135018 1.8842608 2.200 6 1.0884327 1.0784611 1.600 6 
23 #3 3.0028372 2.600 8 1.1336536 1.12332621 1.800 8 
5.8774100 4.5142774 3.000 10 1.1812322 1.1706516 2.000 10 

y4) Wi fi دہ ا‎ 7(1) Wi fi 1! ج‎ 
0.1626265 0.1083 0.2 ۶ - 1.6200510 - 1.60800 0.400 2 
0.2051118 0.162083 0.4 4 - 1.3359632 a 0 0.800 4 
0.3765957 408 0.6 6 - 1.1663454 09 1.200 6 
0.6461052 0.6213802 0.8 8 - 1.0783314 1 1.600 8 


1.0022460 0.9803451 1.0 10 —-_- 4 —- 1.0181518 2.000 10 


7. الأخطاء الحقيقية للتقريبات فى التمرين (5) مبينة فى الجداول الآتية : 


في الخطأ الحقيقي EY‏ الخطأ الحقيقي چ غ الخطأ الحقيقي 2 الخطا الحقيقي 
2 0.0066879 1.4 0.0507928 0.4 0.0120510 0.2 0.0542931 
15 0.0095942 2.0 0.2240306 1.0 0.0391546 0.5 0.036320 
1.7 0.0102229 2.4 0.4742818 1.4 0.0349030 0.7 0.0273054 


0.0219009 1.0 0.0178206 2.0 15 06 3.0 0.0105806 2.0 
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9. تعطي طريقة :انظ التقريبات في الجدول الآتي: 


(1) Wi fi i 
0.45390 0.271828 1.1 1 
3.96707 3.1844 15 5 
5226 4.62080 1.6 6 
14.3231 11.7480 1L9 9 
18.6831 15.392 20 10 

ب. يعطى الاستكمال الداخلى الخطى التقريبات فى الجدول الآتى : 
t‏ التقريب y1)‏ الخطا 

0.01126 0.119986 0.71 1.04 

0.8845 4.78864 3.90412 1.55 

296 1.23 14.3031 1.97 

h < 0.00064 ج.‎ 


1. أ. تعطى طريقة ۲ءاںع التقريبات الآتية إلى 5.00674 = (5)ر. 






5.00515 


ب. 0.0014142 ع 10-5 x‏ ۷/2 = 


.13 

(1) Wi fi 2 1 
- 0.9523810 - 0.9500 1.05 1 
- 0.9090909 - 0.953 1.10 2 
- 0.6451613 > 5 1.55 11 
- 0.6250000. - 0.60486 1.60 12 
- 0.5128205 -6 1.95 19 
- 0.5000000. -- 6 2.00 20 

(i) y(1.052) x - 0.9481814 (ii) (1.555)بر‎ x - 0.6242094 (iii) y(1.978( > - 0.4773007 ب.‎ 

h < 0.029 ج.‎ 

5 10-2 عل 


ب. إن أقل خطأ ,ومع هو 5610-5-1 + (1 -م)107/2, 


الخطأ 
(n = 8) 200 w(h = 0.01) W(h = 0.1) ٤‏ 
0.5 0.40951 0.39499 0.39347 151104 
SAR 107 0.63212 0.63397 0.65132 1.0‏ 


7 أ x p(50)‏ 0.10430 = موللا 


ع 


ب لأن ”0.99 - 1 = (ناص فإن 0.10421 = (50)م, 
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مجموعة التمارين 3.5 (صفحة 271) 


.1 
y() Wi ا‎ y(4) Wi i 
1.83333 1.75000000 2.50 0.28361652 0.12500000 0.50 
2.50000000 242538125 3.00 3.21909932 7 1.00 
y4) i i د‎ y() Wi tt چ‎ 
1.914981 1.3437500 0.25 2.77892944 2.732500 125 
1.73048976 1.77218707 0.50 3.60819766 3.6125000 1.50 
2.04147203 2.11067606 0.75 4.47932763 4.48541667 1.75 
2.11797955 2.2645 1.00 5.326 5.39404762 2.00 3 
7(1) Wi 7 y1) Wi fi أ‎ 
153 1.81250000 2.50 0.28361652 0.25781250 0.50 
2.50000000 2.48591644 3.00 3.249092 3.0552944 1.00 
زمار‎ Wi 4 د‎ (4) Wi 2 

1.914981 1.32890 0.25 2.77892944 2.3897135 25 

1.73048976 1.72966730 0.50 3.60819766 3.60826562 1.50 

2.04147203 2.03993417 0.75 4.47932783 4.47941561 1.75 

2.1797955 2.115398847 1.00 2 6 23*36 2.00 

و ج ص چ ڪڪ ڪڪ 

رتبة 2 رتبة 2 

y1) Wi 0 1 y(f) Wi 07 2 
0.5158868 0.5000000 0.5 1 1.21586 1.214999 L1 1 
1.091818 1.076858 1.0 2 1.46750 1.465250 12 2 

رتبة 2 رتبة 2 

(f) Wi fi 2 2) Wi ti Ea 
1.087088 1.093750 0.25 1 ¬ 1.500000 - 60 15 1 
1.289805 1.31319 0.50 2 - 3 -_- 6 2 2 
1.5340 1.538468 0.75 3 - 1.25000 - 72 23 5 
1.701870 1.720480 1.0 4 — 1.200000 - 2 3.0 4 

3 
تبه :4 رتبة 4 

Wi 7 10‏ )1( به 2 1 Wi‏ )بر 
1 1.1 1.215883 1.215886 1 0.5 0.5156250 0.5158868 
12 1.467561 1.467570 2 1.0 1.091267 1.091818 

رتبة 4 رتبة 4 

7(1) Wi fi ٠ y(f) Wi fi i ج‎ 
1.087088 1.086426 0.25 1 — 1.500000 — 2.000000 13 1 
1.289865 1.8855 0.50 2 - 3 - 1.679012 2.0 2 
1.5340 1.5156 0.75 3 - 1.2500 - 3 25 3 
1.701870 1.701494 1.0 4 — 1.200000 -_- 0 3.0 4 
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89 تعطي طريقة تايلور من الرتبة 2 النتائج في الجدول الآتي : 
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y1) Wi f i 
0.459199 0.3397852 11 1 
3.967666 3.9105 13 5 
5.720962 5.643081 1.6 6 

18 14.15268 1.9 9 
18.68310 18.46999 2.0 10 


ب. يعطى الاستكمال الداخلى الخطى 4.777033 × (1.55)ر ,0.1359139 - (1.04):ز و 17.17480 × (1.97)ر. 
القيم الحقيقية هى 17.27930 = (1.97)ر ,4.788635 = (1.55)بر ,0.1199875 = (1.04)ر. 


ج. تعطي طريقة تايلور من الرتبة 4 النتائج في الجدول الآتي : 


i fi Wi 

1 L1 0.3459127 
5 15 3.967603 
6 1.6 5.20815 


9 19 14.3220 
10 2.0 18.68287 


د. يعطي استكمال هرمايت الداخلي التكعيبي 17.27904 > (1.97)ر ,4.788527 - (1.55)ر ,0.1199704 < (1.04)ر. 


4 رتبة 2 رتبة‎ fi I 11 
23 5.86595 0.2 2 
2.81789 2.315 0.5 5 
0.84455 0.84926 0.7 7 

10 1.0 606 - 5- 
ب. 0.85 


مجموعة التمارين 4.5 (صفحة 280) 


10 تعديل يولر )ر 0 تعديل يوئر‎ FS 


0.5 0.5602111 0.2836165 2.5 1.812500 1.83333 
1.0 5.3014898 3.2190993 3.0 2.4815531 2.5000000 
ج ٤‏ تعديل يولر )0 E‏ تعديل يولر )»ر 
1.25 2.7750000 2.7389294 0.25 1.319927 1.3291498 
1.50 3.6003 3.6068197 0.50 1.7070300 1.7304898 
79 4.4688324 4.47926 0.75 2.0053560 2.0414720 
2.00 5.773856 5.336244 1.00 2.0770789 2.1179795 
3. 
تعديل يولر تعديل يولر 
Wi f Î‏ )7(1 فب 4 (f) Wi‏ 
12 1.014717 1.0149523 1.4 0.4850495 0.4896817 
15 1.0669093 1.0672624 2.0 1.6384229 1.6612818 
LE‏ 11.1 1.1106551 2.4 1 2 4 2 


5.874100 5.7075699 3.0 1.1812322 1.18085 2.0 
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تعديل يولر 
ج. y() Wi fi‏ د 1i‏ 
0.4 6 -_- 1.6510 - 0.2 
1.0 3 1.2384058 - 0.5 
1.4 1.1200763 - 4 - 0.7 
2.0 1.0391938 - 4 -_- 1.0 
5 
هيون 
Wi fi‏ )7(1 ب. ا 
0.50 0.3397852 0.2836165 2.50 
1.00 3.6968164 3.23093 3.00 
هيون 
ج Wi fi‏ )عار د i‏ 
125 7 2 2.77389294 0.25 
1.50 7 هه 2 3.6068197 0.50 
1.75 4.43650 4.47926 0.75 
2.00 5.339044 5.324 1.00 
7 
ا هيون 55 
Wi fi‏ ار fi‏ 
12 1.0151123 1.0149523 1.4 
B3‏ 1.0674528 1.0672624 2.0 
1.7 1.1108444 1.1106551 2.4 
2.0 1.1814172 1.1812322 3.0 
3 هيون 2 
fi (1) Wi fi 9‏ 
0.4 7- 1.62005110- 02 
1.0 6 - 58 - 0.5 
1.4 8 - 1.1146484- 0.7 
2.0 5--- 4 -_- 1.0 
9. 
3 0 نقطة المنتصف 0ج 7 
0.5 0.2646250 0.2836165 25 
1.0 3.1300023 3.290993 3.0 
ج 1 نقطة المنتصف 200 ف 2 
1.25 2.777777718 2.7789294 0.25 
1.50 3.6060606 36081977 0.50 
1.75 4.463015 4.479326 0.75 
2.00 5.333438 53624 1.00 


تعديل يولر 
Ui‏ 
0.1742708 
0.2878200 
0.5088359 
1.0096377 


هيون 
Wi‏ 


1.7916667 
2.4641747 


هيون 

Ui 
1.3395717 
1.33030 
2.0417476 
2.17695 


هيون 
Wi‏ 
0.4858314 
1.6421387 
08 2 
5.2386247 


هيون 
Wi‏ 
0.1729167 
0.858097 
0.5066965 
1.0074357 


نقطة المنتصة 


1.781250 
2.4550638 


نقطة المنتصف 
1.3337962 
4 .1 


2.059634 
2.3350 


Answers for Selected Exercises 


y() 


0.1626265 
0.77733617 
0.5000658 
1.0022460 


7(1) 


1.83333 
2.5000000 


7(1) 


1.3291498 
1.7304898 
2.0414720 
2.17975 


y(t) 


0.4896817 
1.6612818 
2.865514 
5.8741000 


y(t) 


0.1626265 
0.77733617 
0.5000658 
1.0022460 


y0 


153 
2.5000000 


20 


1.3291498 
1.7304898 
2 0 
2.5 






































إجابات تمارين مختارة 
11. 
أ نقطة المنتصف 
Wi ti‏ 
12 1.0153257 
1.5 1.0677427 
1.7 1.1111478 
2.0 1.181725 
ج نقطة المنتصف 
Wi fi‏ 
0.4 926 - 
1.0 0 -_- 
1.4 65 - 
2.0 7 -_- 
03 
8 رونم - کوتا 
Wi fi‏ 
0.5 0.2969975 
1.0 3.3143118 
ج. روتچووتا 
ع 17 wi‏ 
125 5 5 2 
1.50 3.60681647 
175 4.4792846 
2.00 5.386246 
15. 
ً. رونج - كوتا 
Wi fi‏ 
1:2 1.0149520 
14 1.0672620 
17 1.1106547 
2.0 1.1812319 
ج۰ رونج - کوتا 
Wi ti‏ 
0.4 6 - 
1.0 07 -_- 
1.4 69 1.11467- 
2.0 039922 - 
7 


y(f) 


1.0149523 
1.0672624 
1.1106551 
1.1812322 


y(1) 


-_- 0 
- 58 
- 4 
-_- 4 


(1) 


0.2836165 
3.9093 


)ار 


2.7789294 
23277 
4.47936 
2.44 


(1) 


1.0149523 
1.0672624 
1.1106551 
1.1812322 


y(t) 


-_ 0 
-_- 58 
-- 4 
—-_- 4 


fi 


1.4 
2.0 
2.4 
3.0 


fi 


0.2 
0.5 
0.7 
1.0 


fi 


2.5 
3.0 


fi 


0.25 
0.50 
0.75 
1.00 


fi 


1.4 
2.0 
2.4 
3.0 


fi 


0.2 
0.5 
07 
1.0 


أ. 1.1643901 = (1.93)بر ع 1.1640347 ,1.0219569 = (1.25)بر x‏ 1.0221167 
ب. 4.3941697 = (2.75)بر x y(2.1( = 1.9249616, 4.3105913 x‏ 1.9086500 
ج. 1.0412665 - = (1.93)بر ع 1.0454854 - ,1.1382768 - = (1.3)بر = 1.1461434 - 
د. 0.8866318 = y)0.94(‏ - 0.8967073 ,0.3140018 = )0.54( ر ع 0.3271470 


نقطة المنتصف 
Wi‏ 
0.4861770 
1.6438889 
2.36437 
57336435 


نقطة المنتصف 
Ui‏ 
0.1722396 
0.2848046 
0.5056268 
1.0063347 


رونج - کوتا 
Wi‏ 


1.833324 
2.4999712 


رونج - كوتا 
Wi‏ 
1.3291650 
15.6 
2.41546 
2.136 


رونج - كوتا 
Wi‏ 
0.4896842 
1.6612651 
2.364941 
5.873836 


رونج کوتا 
Ui‏ 
0.1627655 
0.2774767 
0.5001579 
1.002327 
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y(4) 


0.4896817 
1.6612818 
2.8365514 
5.8741000 


7(1) 


0.1626265 
0.733617 
0.5000658 
1.0022460 


7(1) 


1.833333 
2.5000000 


y(4) 


1.3291498 
1.7304898 
2.0414720 
2.117975 


7(1) 


0.4896817 
1.6612818 
2.8365514 
5.874100 


7(4) 


0.1626265 
0.77733617 
0.5000658 
1.0022460 
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.19 
1.0225530  رب)1.25(‎ = 1.0219569, 1.1646155 > y)1.93( = 1.1643901 أى‎ 


ب. 4.3941697 = (2.75)ر = 4.3246152 ,1.9249616 = y)2.1(‏ = 1.9132167 
٠‏ 1.0412665 - = (1.93)ر = 1.0447403 - ,1.1382768 - = (1.3): ع 1.1441775- 


د. 0.8866318 = x y(0.54( = 0.3140018, 0.8945125 x y)0.94(‏ 0.3251049 
1. 
1.1643901 = (1.93)بر = 1.1649247 ,1.0219569 = (1.25)بر x=‏ 1.0227863 
ب, 4.3941697 = y( 2.1) = 1.9249616, 4.3312939 = y)2.75(‏ ع 1.9153749 
ج. 1.0412665 - = (1.93 )ر > 1.0443743 - ,1.1382768 - = (1.3 )ر = 1.1432070 - 
د. 0.8866318 = (0.94)بر x‏ 0.8934152 ,0.3140018 = )0.54( ر x‏ 0.3240839 
23. 
أ„ 1.1643901 = (1.93 )ر > 1.1644292 ,1.0219569 = (1.25 )ر = 1.0223826 
ب, 4.3941697 = y)2.75(‏ > 4.4134745 ,1.9249616 = (2.1)بر > 1.9373672 
ج. 1.0412665 - = y)1.93(‏ = 1.0420211 - ,1.1382768 - = (1.3)بر = 1.1405252 - 
د. 0.8866318 = (0.94)بر = 0.88919730 ,0.3140018 = )0.54( y‏ ع 0.31716526 
25. 
أ 1.1643898 - (1.93)بر = 1.1643902 ,1.0219550 ع (1.25)بر = 1.0219569 
ب, 4.3939943 = (2.75 )ر = 4.3941697 ,1.9249217 = (2.10)بر = 1.9249617 
ج. 1.0412862 - x‏ (1.93)بر = 1.0412666 - ,1.1383036 - د (1.3 )ر = 1.138268 - 


0.31400184 = y)0.54( = 0.31410579, 0.88663176 = :)0.94( = 0.88670653 ٠ 


7. مع 1 +1 + == ( f),‏ يكون لدينا 
Ia.) = + LO) + FOr, wı +R, DD‏ + سي + ) wi thf‏ 


ت 


h 2 2 
رركت‎ 8 wi) + 3f ( 25 3 wi + 3f (ti, (| 


hn? hn? 
سد‎ (1-۸ (+ 1 (+ 
فى 5 0.2 يكون لدينا 2099 وحدة من 01كا.‎ .9 
o =8 =1 بهو‎ EE RE برك ورك يركو‎ EE الثوابت المناسبة يي‎ .1 
)289 مجموعة التمارين 5.5 (صفحة‎ 
النتائج فی الجدول الآتى:‎ Runge-Kutta-Feh1berg تعطى خوارزمية‎ 0 


Yi hi Wi fi ر‎ 
0.02987 0.2093900 0.0298184 0.2093900 1 
0.4016860 0.1777496 0.4016438 0.5610469 3 
1.5894600 0.1280905 1.5894061 0.8387744 5 
3.2190993 0.0486737 3.290497 1.0000000 7 

Yi hi Wi fi 1 ب‎ 
1.4500000 0.2500000 1.4499988 2.2500000 1 
1.833333 0.2500000 1.833332 2.5000000 2 
2.1785714 0.2500000 2.1785718 2.7500000 3 
2.5000000 0.2500000 2.5000005 3.0000000 4 
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ج 


س دم دن ب 


س وم دن 


fi 


1.2500000 
1.5000000 
1.7500000 
2.0000000 


fi 


0.2500000 
0.5000000 
0.7500000 
1.0000000 


Wi 


2.7389299 
3.60681985 
4.4793288 
5.36298 


Wi 


1.3239148 
1.7304857 
2.0414669 
20 


0.2500000 
0.2500000 
0.2500000 
0.2500000 


hi 


0.2500000 
0.2500000 
0.2500000 
0.2500000 


Yi 


2.7789294 
36068197 
4.4793276 
5.336294 


Yi 


1.3291498 
1.7304898 
2.0414720 
2.179795 


3. تعطي خوارزمية Runge-Kutta-Fehlberg‏ النتائج في الجدول الآتي: 


ا 


1 
3 
7 
11 


4 

8 
10 
16 
21 


سي 


13 
17 
23 


س دنا ي م6 


fi 


1.1101946 
1.7470584 
2.9940 
4.0000000 


fi 


1.5482238 
1.8847226 
2.84604 
2.6972462 
3.0000000 


1 


0.1633541 
0.7585763 
1.19325 
1.629351 
2.107473 
3.0000000 


fi 


0.3986051 
0.9703970 
1.5672905 
2.0000000 


Wi 


1.0051237 
1.1213948 
1.2795396 
1.6762393 


Wi 


0.7234123 
1.3851234 
2.167354 
4.19799 
5.3741059 


Wi 


-_- 6 
- 723 
- 7 
—-_- 9 
-1.0291158 
-_ 0 


Wi 


0.3108201 
0.221189 
0.1133085 
0.0543454 


hi 


0.1101946 
0.2180472 
0.370794 
0.1014853 


hi 


0.1256486 
0.1073571 
0.0965027 
0.0778628 
0.0195070 


hi 


0.1633541 
0.1266248 
0.1048224 
0.1107510 
0.1288897 
0.1264618 


hi 


0.3986051 
0.2866710 
0.34207 
0.0902302 


5. أ. عدد حالات الإصابة هو 80295.7 < (30)ر. 


ب. إن القيمة الحدية لعدد حالات الإصابة لهذا النموذج هى 100,000 = ()ر مہہ صا 


Yi 


1.0051237 
1.1213947 
12795395 
1.6762391 


Yi 


0.234119 
1.3856 
2.673499 
4.1297904 
5.8741000 


Yi 


-_- 6 
-_- 4 
- 0 
--1 
- 1161 
- 1.04452 


Yi 


0.3108199 
0.2221186 
0.1133082 
0.0543455 
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2 إجابات تمارين مختارة 


مجموعة التمارين 6.5 (صفحة 301) 


1. تعطي طرائق طاءمئطده8-وددلة النتائج في الجداول الآتية: 


3. تعطي طرائق ۸۵۸-8٤۲١‏ النتائج في الجداول الآتية: 


0 


1 


02 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 


1 


2 
2.4 
2.6 
2.8 
3.0 


1 


18 
1.4 
1.6 
1.8 
2.0 


7 


0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 


8 


12 
1.4 
1.6 
1.8 
2.0 


58 


1.4 
1.8 
22 
2.6 
3.0 


2 خطوة 
0.0268128 
0.1200522 
0.4153551 
1.146284 
23 


2 خطوة 
15.7 
1.6750000 
1.9632431 
2.234 
2.4884512 


2 خطوة 
2.6187859 
3.27733483 
2367 
4.6647738 
5.3949416 


2 خطوة 


1.5323936 
1.5986417 
1.9386951 
2.66821 
2 7 


2 خطوة 
1.0161982 
1.0497665 
1.0910204 
1.1363845 
1.1840272 


2 خطوة 
0.4867550 
1.1856931 
2.173533785 
3.5349181 
5.649203 


3 خطوات 
0.0268128 
0.1507778 
0.4613866 
1.251247 
323600 


3 خطوات 
1.66607 
1.6857143 
1.9794407 
2.488759 
2.5353040 


3 خطوات 
2.6187859 
3.233061 
3.951421 
4.65569191 
5.3348058 


3 خطوات 


1.53296 
1.512255 
1.8827238 
2.0844122 
2.1150 


3 خطوات 
1.0149520 
1.0468730 
1.0875837 
1.1327465 
1.1807 


3 خطوات 
0.4896842 
1.1982110 
37 2 
3.661744 
5.3268008 


4 خطوات 
0.0268128 
0.1507778 
0.4960196 
1.2961260 
3.146140 


4 خطوات 


1.3666667 
1.6857143 
1.9750000 
2.423055 
2.4980386 


4 خطوات 


2.618789 
3.770611 
3.9520058 
4.6532078 
5.366432 


4 خطوات 


1.253296 
1.5712255 
1.8750869 
2.0698063 
2.0998117 


4 خطوات 


1.014950 
1.047728 
1.0887567 
1.1340093 
1.1815967 


4 خطوات 


0.4896842 
1.1990422 
2.217448 
3.67336 
5.8589944 


5 خطوات 
0.0268128 
0.1507778 
0.4960196 
1.33850 
3.1854002 


5 خطوات 
1.666667 
1.6857143 
1.9750000 
2.24444 
2.5011406 


5 خطوات 
2.6187859 
3.27710611 
3.9520058 
4.6580160 
5.386217 


5 خطوات 


1.253296 
1.5312255 
1.8750869 
2.0789180 
2.1180642 


5 خطوات 
1.0149520 
1.04756 
1.0883045 
1.13347 
1.1810689 


5 خطوات 
0.4896842 
1.1994320 
2.2234792 
3.67776 
5.8706101 


200 


0.0268128 
0.1507778 
0.4960196 
13 0 
3.29093 


7(0 


1127 
1.6857143 
1.9750000 
2.24444 
2.5000000 


0) 


2.618859 
3.2730611 
3.9520058 
4.6580160 
24 


0 


126 
125 
1.8750869 
2.0789180 
2.1179795 


7(1) 


1.0149523 
1.0475339 
1.088437 
1.1336 
1.1812322 


مار 


0.4896817 
1.1994386 
2.2135018 
3.6784753 
5.874100 
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7 2 خطوة 3 خطوات 4 خطوات 
0.5 0 - 1.5381988 - 2 - 6 - 8 - 
1.0 3 - 1.2389605 - 4 - 
1.5 0 - 1.0950952 - 5 -_- 
2.0 3 --- 1.0359996- 7- 1.03597 -— 4 -_- 
ډه 1 2 خطوة 3 خطوات 4 خطوات 
0.2 0.1739041 0.1627655 0.1627655 
0.4 0.214487 0.20269 0.2066057 
0.6 0.382283 0.347011 0.378760 
0.8 0.6491272 0.6452640 0.6487176 
1.0 1.0037415 1.0020894 1.0064121 
5. 
y1) Wi E‏ ب. 
0.2 0.0269059 0.0268128 
0.4 0.1510468 0.1507778 
0.6 0.4966479 0.4960196 
0.8 1.3408657 1.330850 
1.0 3.450881 3.29093 


Wi fi ج‎ 


(4) 


2.618859 2.61837797 12 
3.2730611 327 
3.9520058 3.5 
4.6580160 4.6579968 1.8 
5.33824 5.325 2.0 


10491 1.4 
19900 1.6 


د. 


y2 خطوات‎ 5 
76 
-_- 58 -_- 3 
-_- 7 -_- 1 
60 
2) خطوات‎ 5 
0.1626265 0.1627655 
0.2051118 0.205245 
0.365957 0.376526 
0.6461052 0.6471458 
1.0022460 1.0073348 
y() Wi fi 
1.3666667 1.3666610 2 
1.6857143 1.6857079 2.4 
1.9750000 1.9749941 2.6 
2.444 2.446995 2.8 
2.5000000 2.553083 3.0 
y(1) Wi fi 
1.5296 125 0 0.2 
15712255 153 0.4 
1.8750869 1.8751097 0.6 
2.0789180 2.0796618 0.8 
2.17975 2.119255 1.0 


7. تعطى خوارزمية آدمز المصححة - المقدرة من الرتبة 4 Adams Fourth-order Predictor-Corrector Algorithm‏ النتائج فى الجداول 


الانية 41 هانق 

1.101493 
1.104759 
1.0884327 
1.1336 
1.181232 


y1) ج‎ 


-- 8 
-_- 8 
—-_- 7 
-_- 4 


1 w 
1.2 1.0149520 
1.4 1.047527 
1.6 1.0884141 
1.8 1.133631 
2.0 1.1812112 
t ثلا‎ 
0.5 -_- 88 
1.0 -_- 4 
13 —-_- 9 
2.0 -_- 7 


ب. ۲ 


1.4 
1.8 
22 
2.6 
3.0 


د 1 


0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 


زلا 


0.4896842 
1.199425 
2.234701 
3.678414 
5.8339518 


زلا 


0.1627655 
0.048557 
0.336284 
0.6458949 
1.0021372 


y() 


0.4896817 
1.1994386 
2.2135018 
3.67843 
5.8741000 


10) 


0.1626265 
0.2051118 
0.336597 
0.6461052 
1.0022460 


9. أ. عند 0.01 = 2 تعطي طريقة آدمز - مولتون )!هه۸۵ من ثلاث خطوات النتائج في الجدول الآتي : 


1i i 


0.1 10 
0.2 20 


Wi 


1.317218 
1.784511 
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ب. ستخفض طريقة نيوتن عدد مرات التكرار لكل خطوة من 3 إلى 2» باستخدام معيار التوقف 
10-6 < | س 2 مس 
5. لاشتقاق طريقة ملن عهاناة؛ نكامل ()7,7)/ = )7 على الفترة [1+# ,6-3] لإيجاد 
1+1 
dt‏ (40)« ,)ل / = (وة)ر = لبمار 


وباستخدام صيغة نيوتن- كوتس 716808-00:65 المفتوحة 29.4)» يكون لدينا 


Ah[2f(t:, y(t)) = f(ti-1, y(ti-1)) + 2f(fi-2, y(fi-2))] 1an5 f (¢, )ار‎ 
3 45 


ومعادلة الفرق تصبح 


y(t) = لو-ة)ر‎ = 


h[Sf (f, wi) — 4f (fi-1, Wi-1) + 8f (fi-2, Wi-2)] 


Wir = Wi-3 + 3 


)غ( 14*5 


Ti+ (A) = 45 


مجموعة التمارين 7.5 (صفحة 307) 
1 تعطى خوارزمية آدمز متغيرة سعة الخطوة المصححة — المقدرة Adams Variable Step-Size Predictor-Corrector‏ النتائج فی 





الجداول الآتية: 

Yi hi Wi 01 أ‎ 
0.00096887 0.04275596 0.00096891 0.04275596 1 
0.03529359 0.05389076 0.03329441 0.22491460 5 
0.50171761 0.05389076 0.50174348 0.60214994 12 
1.45541453 0.04345786 1.45544317 0.81943926 17 
3.190282 0.035723 3.1905697 0.99830392 22 
3.2490992 0.000425 3.21926 1.00000000 26 

hi Wi fi ب ا‎ 

1.12133 0.06250000 1.0 2.06250000 1 
1.55059524 0.06250000 1.55059834 2.3125000 5 
2.0092229 0.09360962 2.00927 2.6247194 9 
2.49894707 0.09360962 2.49895243 2.99915773 13 
2.50000000 0.00021057 2.50000535 3.00000000 17 

Yi hi Wi ti i € 
2.18941366 0.06250000 2.18941363 1.06250000 1 
2.773892944 0.06250000 21 1.25000000 4 
4.84180141 0.15025640 4.8417985 1.85102559 8 
53296 0.03724360 5.3291685 2.00000000 12 

Yi hi Wi fi ر‎ 
1.06817960 0.06250000 1.06817960 0.06250000 1 
1.42861361 0.06250000 1.42861668 0.31250000 5 
1.90767015 0.06250000 1.90768386 0.62500000 10 
23 1ه‎ 0.06250000 2.08668486 0.81250000 13 


2.11797955 0.06250000 2.11800208 1.00000000 16 
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3. إن الجداول الآتية تبين النتائج المتوافقة مع خوارزمية آدمز متغيرة سعة الخطوة المصححة - المقدرة 


: Adams Variable Step-Size Predictor-Corrector 


i 

5 
15 
25 
35 
45 
52 
57 


i 

5 
15 
25 
35 
45 


55 
61 


i 

5 
17 
27 
41 


51 
61 


i 

5 
15 
20 
25 


29 
33 


Wi 
1.00463041 1.10431651 
1.03196889 11 02 
1.08714711 1.59408142 
1.18327922 2.00846205 
1.34525123 2.66272188 
1.52940900 3.4019112 
1.6762387 4.00000000 
Wi 
0.33349 1.18519603 
0.73586642 1.5555880 
1.48072467 1.92598016 
2.5764797 2.29637222 
ه23‎ 2 2.654532689 
5.50206466 2.94341188 
5.8741026 3.00000000 
Wi 
-_- 0 0.16854008 
-_- 6 0.6483341 
~21 1.06742915 
-_- 0 1.75380240 
-_- 0 2.50124702 
—-_- 7 3.00000000 
Wi 
0.32153668 0.28548652 
0.24281066 0.85645955 
0.15096743 1.3510175 
0.09815109 1.66282314 
0.06418555 1.91226786 
0.05434530 2.00000000 


Yi hi 


1.00463045 0.02086330 
1.03196898 0.02086330 
1.08714722 0.03122028 
1.1832797 0.04824992 
1.34525143 0.07278716 
1.52940924 0.1110705 
1.67623914 0.12174963 


Yi hi 


0.23303921 0.033347 
0.237303921 0.3586631 
0.023703921 1.48072442 
0.233303921 2.5643 
0.0309251 2 ص23 
0.025849 5.50206279 
0.00122679 5.87409998 


Yi hi 


-_- 3 0.03370802 
-_- 4 0.0525320 
- 1.21150932 0.0419057 
- 25 0.066817 
-_- 8 0.07474446 
- 25 0.01257155 


Yi hi 


0.33153364 0.05709730 
0.24281095 0.05709730 
0.15096772 0.09891154 
0.09815137 0.06236118 
0.06418579 0.06236118 
0.05434551 0.02193303 


5. التيار بعد دقيقتين : 2 يكون 8.693 = (2): من الأمبيرات تقريبًا. 


مجموعة التمارين 8.5 (صفحة 313) 


1. تعطي خوارزمية الاستكمال الداخلي النتائج في الجداول الآتية: 


. 


س وم ينا ب 


fi 


0.25 
0.50 
0.75 
1.00 


Wi 


0.04543132 
0.28361684 
1.05257634 
3.21909944 


h 


0.25 
0.25 
0.25 
0.25 


Yi 


0.04543123 
0.28361652 
1.03257615 
3.7909932 


چ | دن دن ھب د 
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شن | س دم دن ىد 3 


س وم ين كد 


س وم دن اح 


fi 


2.25 
2.50 
275 
3.00 


fi 


1.25 
1.50 
1.75 
2.00 


fi 


0.25 
0.50 
0.75 
1.00 


Wi 


1.44999987 
1.83331 
2.1785713 
2.49999993 


Wi 


2.73892942 
36068197683 
4.493279 
5329431 


Wi 


1.3914981 
1.73048976 
2.4147203 
2.11797954 


0.25 
0.25 
0.25 
0.25 


0.25 
0.25 
0.25 
0.25 


h 


0.25 
0.25 
0.25 
0.25 


ج | دن دن دی دن چ | دن دن دن دن 


ج | دن دن تنا دن 


Yi 
1.45000000 
1.83333 
2.3 
2.50000000 


Yi 


2.77892944 
3.60819766 
4.47932763 
2326 


Yi 


1.33314981 
1.73048976 
2.4147203 
211797955 


3. تعطي خوارزمية الاستكمال الداخلي النتائج في الجداول الآتية: 


. 


i 


س زم دن جج ی © 


س دم دن ب .ل | س وحم ين + ا 0 .= 


س دم دن ب 


fi 


1.50 
2.00 
2.50 
3.00 
3.0 
4.00 


fi 


1.50 
2.00 
2.50 
3.00 


fi 


0.50 
1.00 
1.50 
2.00 
2.50 
3.00 


fi 


0.50 
1.00 
1.50 
2.00 


Wi 


1.067267 
1.18123223 
1.3046072 
1.42951608 
1.5336471 
1.67623915 


Wi 


0.64387537 
1.66128182 
3.5333150 
5.33410027 


Wi 


- 4 
-_- 4 
- 15 
-_- 2 
-_- 0 
- 456 


Wi 


0.29875177 
0.21662642 
0.12458565 
0.05434552 


h 


0.50 
0.50 
0.50 
0.50 
0.50 
0.50 


0.50 
0.50 
0.50 
0.50 


0.50 
0.50 
0.50 
0.50 
0.50 
0.50 


0.50 
0.50 
0.50 
0.50 


٭ | اد دن نيا نيا نيا دن جح أي امي جح أ ج ص صا ها ماحد 


e‏ | اح ھج لح د 


Yi 


1.06726235 
1.18123222 
1.34601 
1.42951607 
1.5336470 
1.67623914 


Yi 


0.6438753 
1.66128176 
2*2 6 
5.87409998 


Yi 


-_- 4 
-_- 4 
-_- 5 
-_-= 242 
-_- 0 
- 5 


Yi 


0.29875178 
0.21662642 
0.1245855 
0.05434551 


Answers for Selected Exercises 
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مجموعة التمارين 9.5 (صفحة 322) 


3 تعطى خوارزمية رونج-كوتا للأنظمة Runge-Kutta for Systems Algorithm‏ النتائج فى الجداول الآتية: 


fi Wii Ui Wi Ui أ‎ 
0.200 2-3 2 09 1.50699185 1.51183 
0.400 4.441276 4.46511961 3.43401 3.65533858 
0.600 973333329 ه525‎ 9 8.16341700 8.5629549 


21.6688764 5758 ك2 5ه ' 2 7خ 2 0.800 
57.105329 56.0305026 36.3348265 55.66118088 1.000 


fi Wii Ui Wi Wi ب‎ 
0.500 0.95671390 0.95672798 -_- 0 -_- 0 
1.000 1.30654440 1.360 —-= 4 - 0.832976 
1.500 1.3441676 1.34418117 - 0.56980329 ¬ 0.56981634 
2.000 1.143346 1.143372 - 8 >= 7 
fi Wii Ui زوللا‎ Wi زوللا‎ U3i ج‎ 


0.5 0.70787076 0.70828683 -1.24988667 - 5 0.39884862 0.39815702 
1.0 -0.33691753 - 0.33650854 -3.01764179 -3.01945051 - 0.29932294 -8 
1.5 -2.41332734 -2.41345688 - 5.40523279 - 5.40844686 - 0.92346873 -0.267578 
2.0 - 5.89479008 —- 5.89590551 - 8.70970537 - 8.71450036 - 1.32051165 - 6 


fi Wii Uli زوللا 1/2 زوللا‎ U3i د‎ 


0.2 1.38165297 1.38165325 1.00800000 1.00800000 -0.61833075 -- 5 
0.5 1.90753116 1.90753184 1.12500000 1.12500000 - 0.09090565 - 0.09090566 
0.7 2.25503524 2.25503620 1.34300000 1.34000000 0.634391 0.26343970 
1.0 2.83211921 2.83212056 2.00000000 2.00000000 0.88212058 0.88212056 


3 تعطى خوارزمية رونج-كوتا للأنظمة Runge-Kutta for Systems Algorithm‏ النتائج فی الجداول الآتية: 


fi Wii Yi 59 fi Wii Yi . 
1.200 0.96152437 0.96152583 0.200 0.00015352 0.00015350 
1.500 0.77796897 0.3797237 0.500 0.00742968 0.00743027 
1.700 0.5937339 0.5937380 0.700 0.032917 0.0329805 
2.000 0.27258237 0.27258872 1.000 0.171324 0.17132880 

fi Wii Wi 7 fi Wii Yi 034 
1.200 0.277273759 0.27233791 1.000 3.77336265 235 5 
1.500 1.08849079 1.08849259 2.000 11.3142453 11.3144 


5ه ظ2 34.0439568 3.00 2.4353642 22243507 1.700 
حح جج ج چڪ 4.6153770 4.656675 200 
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5. لتقريب حلّ النظام من الرتبة ” لمسائل القيمة الابتدائية من الرتبة أولى «,...,2 ,1 = ز , لملا يكنا f),‏ = ر 
ل «,...,2 ,1 = ز رز = (>)ر» ,۵ > ۲ > ۾ وعند (1 + #) من الأعداد متساوية الأبعاد فى الفترة [5,»]. 

المدخلات: نقاط النهاية ط,»» عدد المعادلات عدد صحيح ۷ شروط ابتدائية 1 

المخرجات: تقريب ررس إلى (مار». 


ضع a)/N‏ -() دز 
عند 2,...,7 ,1 = زر ضع زه = رونلا 
المخرجات (« .0 (t0, 0.1 0.2: ٠.٠‏ 


عند 2,3 ,1 = : نفذ الخطوات 11-5. 


عند 2,...,7 ,1 = j‏ ضع («ردائلة hfj(fi-1٫ Wi-1,1,---‏ = زرا 


قد ا د 1 = 1 
kim)‏ + ميدس موواط + تدس مرا + يدس ,يي + kaj = hf; (tı‏ 


عند 2,...,7# ,1 = ف 

kay رطع‎ (fı + رسك‎ + Ra, مده ... بوملا + وس‎ + Bkam) 
عند ##,...,2 ,1 عدر ضع‎ 

kaj = hfj(ti-ı + hy, وها + يوشا روا + درس‎ <<, Wi-1,m F k3.) 


i,j = W-1, + (Kı, + 2k2.j; + 2K, + K4 j)6 عند ۳ ,...,1,2 = ضع‎ 


عند "۳ ,... ,1,2 = ز ضع 
W-1, <=, =) — 59 f(a, W-2‏ و #بة) رك 55] ال علد wO) = w-1‏ 
Wi-4.m)]/24‏ محاللا fj (fia,‏ 37 + 


عند 2,...,78 ,1 =زضع 
h[9f; (f, wl? wf) + f(1, Wi. <<, i-1.)‏ + ررس = wiy‏ 


— Sf (fi-2, اللا‎ Wi-2m) F fj (ti3, Wi-3.1, i-3 )]/24 


الخطوة 
ا 
mE‏ 
| 3 ا 
EEE‏ 
لقا 
لعا 
6 
| 11 إا 
|2 
5 
ال 
| 7 ا 





7. تعطى طريقة ادمز متغيرة سعة الخطوة المصححة-المقدرة Adams Fourth-Order Predictor-Corrector‏ للأنظمة المطبّقة على مسائل 
فى التمرين (1) النتائج فى الجداول الآتية : 
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fi Wii E Wai Wai 0 
0.200 2.23683 2.12500839 1.50699185 1.51158743 
0.400 4.4412276 4.46511961 3.43401 3.26598528 
0.600 9733339 525229 8.1634170 8.25629549 


4ه » »2 3 هه 2 5ه 2 0 ص2 0.800 
9 ص21 55.2490157 2575 54.8242211 1.000 


fi Wii Ui Wai Ui ب.‎ 
0.500 0.95675505 0.95672798 —-_- 6 —-_- 0 
1.000 11.5 1. 60 -0-1 = 6 
1.500 1.34403 1.34418117 - 3 - 4 
2.000 1.1433475 1.14333672 ` 6 = 7 
fi Wii Ui Wai 2i W3i U3i 03 


0.5 0.70787076 0.70828683 ¬ 1.24988663 - 5 0.39884862 0.39815702 
1.0 -0.33691753 ¬- 0.33650854 -3.01764179 -3.01945051 -0.29932294g - 68 
1.5 -2.41332734 - 2.41345688 - 5.40523279 - 5.40844686 - 0.92346873 8 
2.0 —- 5.88968402 - 5.89590551 -8.72213325 - 8.71450036 -1.32972524 -¬ 6 


fi Wii Ui Wai Ui Wai U3i 


0.2 1.38165297 1.38165325 1.00800000 1.00800000 - 0.61833075 ----35 
0.5 1.90752882 1.90753184 1.12500000 1.12500000 - 0.09090527 - 0.09090566 
0.7 2.25503040 2.25503620 1.34300000 1.3430000 0.6344040 0.26343970 
1.0 2.83211032 2.83212056 2.00000000 2.00000000 0.88212163 0.88212056 


9. إن عدد الفرائس × والمفترسين × المتنبأ بهما مبين فى الجدول الآتى: 


i fi Xi X2i 
10 1.0 4393 1512 
20 2.0 288 315 
30 3.0 32 2042 


40 4.0 2 1258 


)333 مجموعة التمارين 10.5 (صفحة‎ 
زلا ¬ بها = ربزلا ¬ 1+:» ومن ثم فإن‎ + h[Q(ti, u, h) — (fi, vi, h)] له وبذلك‎ Lipschitz ثابت‎ L ليكن‎ 1 
ui+ı — إربينا‎ > (1 + hL)lui — u;| < (1 + hL)'*" luo — uo 
من خلال التمرين (31) فى الفصل (4.5)» لدينا‎ .3 
$(t, w,h) = f(t, w) + }f (t+ ,»)رط + سيط‎ wس))‎ 
+ }f (t+ }h, w+ }hf (t+ }h, w + }hf (t, w))) 
+} f (r +h,w +hf (t + Ih, w + thf (t + }h, w + }hf (t, wس))))‎ 


وبذلك فإن 
w, 0( = f(t, w) + f(t, w) + f(t, w) + f(t, w) = f(1, w)‏ ,)4 
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5.. إن خطأ القطع المحلي هو (18200)5! = ربج» لقيمة © محددة» حيث ,به > 5 > 2ء 
ب. الطريقة متسقة لكنها غير مستقرة وغير متقاربة. 

7. الطريقة غير مستقرة. 

مجموعة التمارين 11.5 (صفحة 340) 

1. تعطي طريقة ابتدائير »اداظ النتائج في الجداول الآتية: 


fi زللا‎ Yi به‎ fi Wi Yi أ‎ 
0.200 0.33333 0.046105213 0.200 0.027182818 0.449328964 
0.500 = 3 0.250015133 0.500 0.000027183 0.030197383 
0.700 0.146666667 0.490000277 0.700 0.000000272 0.004991594 
1.000 1.33333 1.000000001 1.000 0.000000000 0.000335463 

fi Wi Yi د‎ fi Wi Yi ج‎ 
0.200 6.128259 1.000000001 0.500 16.47925 0.479470939 
0.500 --4 1.000000000 1.000 256.70 0.841470987 
0.700 ¬ 6052.063 1.000000000 1.500 4096.142 0.997494987 
1.000 3837332.0 1.000000000 2.000 65523.12 0.909297427 


3. تعطي طريقة رونج- كوتا هلادكل-هعه:اظ من الرتبة 4 النتائج في الجداول الآتية : 


fi Wi Yi د‎ fi Wi Yi . 
0.200 0.07925926 0.04610521 0.200 0.45881186 0.44932896 
0.500 0.53336145 0.25001513 0.500 0.031815 0.03019738 
0.700 0.49265177 0.49000028 0.700 0.00537013 0.00499159 
1.000 1.00250560 1.00000000 1.000 0.00037239 0.00033546 

fi Wi Yi د.‎ ti Wi Yi ج‎ 
0.200 -9 1.00000000 0.500 188.3082 0.47947094 
0.500 0 1.00000000 1.000 35296.68 0.84147099 
0.700 - 3 1.00000000 1.500 667 0.99749499 
1.000 0 1.00000000 2.000 124641320 0.90929743 


5. تعطي خوارزمية Adams Fourth-Order Predictor-Corrector‏ النتائج في الجداول الآتية: 


fi Wi Yi ب.‎ fi Wi Yi ا‎ 
0.200 0.0792593 0.0461052 0.200 0.4588119 0.4493290 
0.500 0.1554027 0.2500151 0.500 —- 0.0112813 0.0301974 
0.700 0.557445 0.4900003 0.700 0.0013734 0.0049916 
1.000 0.7278557 1.0000000 1.000 0.0023604 0.0003355 

i Wi Yi 2 fi Wi Yi 03 
0.200 - 9 1.000000001 .500 188.3082 0.4794709 
0.500 - 6827.0 1.000000000 1.000 38932.03 0.8414710 
0.700 -_- = 76 1.000000000 1.500 9073607 0.9974950 


1.000 - 566751172258 1.000000000 2.000 221319 0.9092974 
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7. تعطى خوارزمية Trapezoidal‏ النتائج فى الجداول الآتية: 


fi Wi k Yi 5 fi Wi k Yi أ‎ 
0.200 0.04000000 2 0.04610521 0.200 0.39109643 2 0.44932896 
0.500 0.25000000 2 0.25001513 0.500 0.02134361 2 0.03019738 
0.700 0.49000000 2 0.49000028 0.700 0.00307084 2 0.00499159 
1.000 1.00000000 2 1.00000000 1.000 0.00016759 2 0.0003356 
fi Wi k Yi د‎ fi Wi k Yi ج‎ 

0.200 -_- 07 4 1.00000000 0.500 0.66291133 0.47947094 
0.500 - 0.980 4 1.00000000 1.000 0.87566 2 0.84147099 
0.700 - 0.99046408 3 1.00000000 1.500 1.00366141 2 0.99749499 
1.000 -_- 6 3 1.00000000 2.000 0.91053267 2 0.90929743 
.9 
fi Wii Ui Wai Ui . 
0.100 -1 0.66987648 193.6651 —-= 4 
0.200 -_- 2 0.67915383 56453.66 0-02 
0.300 -06 0.69387881 16428113 —-_-= 1 
0.400 -6 0.71354670 4780581173 —-= 5 
0.500 1-060 0.3768711 1391149121600 —-= 5 
fi Wii Ui Wai Wi ب.‎ 
0.100 0.61095960 0.66987648 —-= 9 —-= 4 
0.200 0.66873489 0.67915383 - 3 —~-= 2 
0.30 0.69203679 0.69387881 —-= 5 —_-= 1 
0.400 0.71322103 0.71354670 - 61222 —-= 5 
0.500 0.73762953 0.3768711 —-= 0 —-= 5 


1. يعطي استخدام )23.4( 6012) "رط - = +" لقيم محددة +4 > # > 2# ومن خلال التعريف (18.5) فإن طريقة 6201081مة:5 
متسقة. ومرة أخرى عند استخدام 23.4) نحصل على 


7 E 
y(n) = y(t) + TLC, YO) + f (ira, Y(ti+)] - 2 


وبطرح معادلة الفرق واستخدام ثابت مانطء:منآ 1 ل ۶ نحصل على 
hL hL 1‏ 
E +0 rela 5 (|‏ 10 + ابس - l(t)‏ > ابس - ly(firı)‏ 


وليكن () | >متة«< = 234 لذا نفترض 2 + ۸1 


3 


2+hL 
ly(fi+ı) - ام-2 > ابس‎ E 6G RL ™ 
وباستخدام المبرهنة (8.5) نحصل على‎ 
0000 MH? 
Y(t) - wiy] > £2 -02/2- r = | م‎ 


ولذلك إذا كانت 2 + 282 فإن طريقة 1۳۵٥21۵1‏ تتقارب» ومن ثم فهي مستقرة. 
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3. ب. تتضمن الجداول الآتية نتائج طريقة ابتدائير التراجعية ۲٥ا۴‏ ١ء8‏ مطبقة على مسائل التمرين (1). 
fi Wi k Yi .1‏ 0 


2 0.20 0.75298666 2 0.44932896 
5 0.50 0.10978082 2 0.03019738 
7 0.70 0.03041020 2 0.00499159 
10 1.00 0.00443362 2 0.00033546 
i fi Wi k Yi 1ب.‎ 
2 0.20 0.08148148 2 0.04610521 
5 0.50 0.25635117 2 0.25001513 
7 0.70 0.49515013 2 0.49000028 
10 1.00 1.00500556 2 1.00000000 
i fi Wi k Yi 1ج.‎ 
2 0.50 0.50495522 2 0.4947094 
4 1.00 0.837351817 2 0.3414709 
6 1.50 0.99145076 2 0.39749499 
8 2.00 0.90337560 2 0.90929743 
i ti Wi k Yi 1د.‎ 
8 020 1.00348713 3 1.00000000 
5 0.50 1.00000262 2 1.00000000 
7 070 1.00000002 1 1.00000000 
10 1.00 1.00000000 1 1.00000000 
أ. بتطبيق طريقة 7730201481 على معادلة الاختبار نحصل على‎ .5 
2+ 4 1+ 


2 = برس ومن ثم جح = (0)۸2 
لذلك فإن 1 > |(2)82| ما دام 0 > „Re(/\)‏ 
ب. بتطبيق طريقة e۲اEu‏ 0نه«اءه8 على معادلة الاختبار نحصل على 


9 


6 1 
حم ح wi‏ وفن ثم Tg‏ (003 


لذلك فإن 1 > | )2| ما دام 0 > (86)00. 
مجموعة التمارين 1.6 (صفحة 356) 
1. أ. الخطوط المتقاطعة مع الحل 1 > = x‏ . 
ب. خط واحد» لذلك هناك عدد لانهائي من الحلول مع ربل - 4 = يد. 
ج خط واحد» لذلك هناك عدد لانهائي من الحلول مع 1x‏ - د ود 
د. ثلاثة خطوط في المستوى لا تتقاطع عند نقطة مشتركة. 
3 أ. 29 = xı = 1.0, x = - 0.98, x‏ ب. 29 = × ,1.1 = × ,1.1 = × 
5. تعطى حذف جاوس 0٥اة”نصناء‏ «iaووuه‏ الحلول الآتية: 
أ. 0875 = × ,1.8125 = × ,1.1875 = × مع تطلب تبديل صف واحد. 
ب. 1 = د ,0 = يديا - = × مع عدم تطلب التبديل. 
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ج 3 = 4× ,1.2 - = و× ,2 = 2× ,1.5 =× مع عدم تطلب التبديل. 
دالا يوجد حل وحيد. 

7 تعطى حذف جاوس ه00همتصسناء مدزوونة6 الحلول الآتية : 

أ 177.6923 - = ون ,476.9231 = يع ,227.0769 - = 1× 

ب. 1.00155 = ون ,1 = يد ,1.001291 = × 

ج 2.777777 = بد ,2.380951 - = يعر ,0.5952377 = xı = - 0.03174600, x‏ 


د 1.134503 - = ود ,3.192982 - = بد ,0.9883041 - = ود ,1.964912 = xı = 1.918129, x‏ 
9. أ. عندما 4- > » لا يوجد حل. 


ب. عندما 4 = » هناك عدد لانهائي من الحلول مع 5 +2× = 1×» وإن 2× محدد. 
ج إذا كان 4+ ع » فإن الحل الوحيد هو 





3 كك 
20+30 7" 2 (3 + 20 
3. إن طريقة جاوس-جوردان ههلهل-ددننه© تعطي النتائج الآتية : 

أ. 2.9 = x‏ ,0.98 - = يع ,0.98 = xı‏ ب. 2.9 = و× ,1.0 - = يع ,1.1 = 1× 
5. ب. نتائج هذا التمرين مبينة في الجدول الآتي: ( المختصرات 01/9 و 4/5 تستخدم في الضرب/ القسمة والجمع/ الطرح 


دي 


على التوالي). 

جاوس - جوردن حذف جاوس 

n MD AIS MID AIS 
3 17 11 21 12 
10 430 375 595 495 
50 44150 42835 64935 625 


100 3430 33830 509950 499950 


7. طريقة Gaussian-Elimination/Gauss-Jordan‏ الهجينة تعطي النتائج الآتية : 
أ 2.9 = ;× ,0.98 - = x‏ ,1.0 = ب. 2.9 = ود ,1.0 - = 2× ,1.0 = × 
9. أ. هناك طعام كافب لتلبية ل الاستهلاك اليومى 

ب. نستطيع إضافة 200 من النوع 1» أو 150 من النوع 2 أو 0 من النوع 3: أو 0 من النوع 4. 

ج. افترض عدم اختيار أي من الزيادات المذكورة في الفقرة (ب)» يمكن زيادة النوع 2 ب 2650 أو النوع 3 ب 2150 أو 
النوع 4 ب 150. 

52 افترض عدم اختيار أي من الزيادات المذكورة في الفقرة (ب) أو (ج)»› يمكن زيادة النوع 3 ب ۰150 أو النوع 4 ب 150. 
مجموعة التمارين 2.6 (صفحة 368) 


1. أ. دون استبدال. ب. استبدال الصفين 2 و 3. 
ج“ دون استبدال. د. استبدال الصفين 1 و 2. 
3. أ. استبدال الصفين 1 و 2. ب. استبدال الصفين 1 و 3. 


ج. استبدال الصفين 1 و 2» ثم استبدال الصفين 2 و 8. د. استبدال الصفين 1 و 2. 
5. أ. استبدال الصفين 1 و 3» ثم استبدال الصفين 2 و 3. ب. استبدال الصفين 2 و 3. 
ج استبدال الصفين 2 و 3. د. استبدال الصفين 1 و 3» ثم استبدال الصفين 2 و 3. 
7. أ. استبدال الصفين 1 و 2 والعمودين 1 و 3» ثم استبدال الصفين 2 و 3 والعمودين 2 و 3. 
ب. استبدال الصفين 1 و 2 والعمودين 1 و 3» ثم استبدال الصفين 2 و 3. 
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ج. استبدال الصفين 1 و 2 والعمودين 1 و 3» ثم استبدال الصفين 2 و 3. 
د. استبدال الصفين 1 و 2 والعمودين 1 و 2» ثم استبدال الصفين 2 و 3 والعمودين 2 و 3. 
9 تعطي حذف جاوس 005همتصرتاء هدزودنه0 پحساب قطع لثلاث مراتب النتائج الاتية: 
أ 0.990 = xı = 30.0, x2‏ ب. 0.142 = يع ,10.0 = يع ,0.00 = xı‏ 
ج: 0.716 - = x = 0.0154, x3 = - 0.0156, x4‏ ,0.206 = × ف 4.91 = 4× ,0.153 = × ,3.32 - = رز ,0.828 = × 
1. تعطى حذف جاوس «8808«نهتذاء هدزوونه© بحساب تدوير لثلاث مراتب النتائہ الآتية: 


أ. 1.01 = xı 2- 10.0, x‏ ب. 0.143 = و× ,10.0 = يع ,0.00 = 1× 

ج“ 1.12 - = بد ,0.0200 - = ير ,0.0103 = يع ,0.185 = xı‏ د. 4.56 = x4‏ ,0.151 = 3× ,3.12 - = يع ,0.799 = x‏ 
3. تعطى حذف جاوس Gaussian elimination‏ مع مركز دوران جزئى بحساب قطع لثلاث مراتب النتائج الآتية : 

1.00 5 ود ,10.0 د يعر "ب. 0,142 = ,9,98 = و ,0.163 - = يعر 

ج. 1.18 - = بود ,0.0208 - = ور ,0.0072 - = يع ,0.177 = x‏ د 4.50 = 4× ,0.161 = 3× ,3.10 - = يع ,0.777 = رد 
5. تعطى حذف جاوس Gaussian elimination‏ مع مركز دوران جزئى بحساب تدوير لثلاث مراتب النتائج الآتية: 

أ. 1.00 شيع ,10.0 = xı‏ ب. 0.143 = يو« ,10.0 = xı = 0.00, x2‏ 


ج 1.16 - = ب« ,0.0204 - = و« ,0.0127 = × ,0.178 = رد د 5.07 = ,و2 ,0.182 = ور ,3.37 - = يع ,0.845 = رر 
217 تعطى حذف جاوس Gaussian elimination‏ مع مركز دوران موزون جزئى بحساب قطع لثلاث مراتب النتائج الآتية : 


xı = - 0.163, × = 9.98, × = 0.142 رع ب.‎ 2 0O = LOO أ‎ 

€ 1.27 - = به ,0.0217 - = ور ,0.0102 = يع ,0.171 = xı‏ - 3.59 = ب ,0.117 = و× ,2.66 - = 2× ,0.687 = 1× 

19. تعطي حذف جاوس Gaussian elimination‏ مع مركز دوران موزون جزئي بحساب تدوير لثلاث مراتب النتائج الآتية : 
1O0 = 100 3‏ 5 ب. 0.143 = يع ,10.0 = يع ,0.00 = xı‏ 


ج. 1.13 - = به ,0.0200 - = يد ,0.0128 = x‏ ,0.180 = رد د 4.53 = بد ,0.147 = ود ,3.12 - = يد ,0.783 = عر 
1. استخدام الخوارزمية (1.6) في ٠امة۷‏ مع 10-:5:أوأ0 يعطينا : 

xı = 0.000000033, x = 10.00000001, x3 = 0.1428571429 ب.‎ xı = 10.00000000, x = 1.000000000 | 

ج. 1.182608714 - = بد ,0.0206540503 - = ود ,0.0126926913 = xı = 0.1768252958, x‏ 

xı = 0.7883937842, x = - 3.125413672, يد‎ = 0.1675965951, x4 = 4.557002521 د‎ 

3. استخدام الخوارزمية (2.6) في ٠امة۷‏ مع 10-:5:أ9أ0 يعطينا : 

xı = 0.000000000, x = 10.00000000, ب. 0.1428571429 = يد‎ xı = 10.00000000, x = 1.000000000 أ.‎ 
xı = 0.1768252975, x = 0.0126926909, يد‎ = - 0.0206540502, x4 = - 1.182608696 ج.‎ 

xı = 0.7883937863, x = - 3.125413680, جد‎ = 0.1675965980, x4 = 4.557002510 د‎ 

25. استخدام الخوارزمية (3.6) في Maple‏ مع 0-:1]5أو01 يعطينا : 

أ. 1.000000000 = يد ,10.00000000 = xı‏ ب. 0.1428571429 = ود ,10.00000000 = xı = 0.000000000, x‏ 

ج 1.182608693 - = x4‏ ,0.0206540501 - = ور ,0.0126926909 = يد ,0.1768252977 = xı‏ 

xı = 0.7883937842, × = - 3.125413672, x3 = 0.1675965952, د. 4.557002521 = بد‎ 


27 ا 1:00 ديد ,998 حير ب. 0.0952 = ين ,10.0 = يع ,0.0724 = x‏ 
ج“ 1.42 - = 4× ,0.0232 - = × ,0.0125 = × ,0.161 = ,× د“ 4.00 = بع ,0.146 = يع ,2.86 - = x = 0.719, x‏ 
128 1:00 10:02 ديه ب 0.143 = ز× ,100 = ,0.00 2 يد 


ج 1.15 - = بد ,0.0203 - = ود ,0.0127 = يع ,0.179 = xı‏ د. 5.33 = و2 ,0.192 = ور ,3.49 - = 2× ,0.874 = x1‏ 
1. فقط ل (2)8» حيث 6 =». 
3. استخدام خوارزمية مركز الدوران الكامل في ©ام2الا مع 10=:ءانواص يعطينا : 
ئ 1.000000000 = xı = 10.00000000, x2‏ ب. 0.1428571429 = x3‏ ,10.00000000 = يد ,0.000000000 = xı‏ 
ج. 1.182608697 - = x4‏ ,0.02065405015 - = يد ,0.01269269087 = xı = 0.1768252974, x‏ 
د 4.557002516 = بعد ,0.1675965971 = xı = 0.7883937840, x = - 3.125413669, x‏ 
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مجموعة التمارين 3.6 (صفحة 378) 


1. أ. المصفوفة مفردة. 


o 
o 


اک سامت دام 


1 
1 


ج. المصفوفة مفردة. د. 


سرون ]د ابم 
نه م 
ooo‏ م 
ساط امت سرومة 
1-1 
سرج سامت مامه 


1- 
3. حلول الأنظمة الخطية التى وجدت فى الفقرتين (أ) و (ب) من اليسار إلى اليمين 1-,2-,6-,3 و 1,1,1 ,1 
5. أ. افترض أن كلاً من و 4 معكوس للمصفوفة أ. ولذلك 1 - 44 -43 و1 - 44 -44. لذلك 

A= Ã1 = Ã(4Ã) = (Ã4)Ã = :4- Ã 


رھ ساج سا سم 


ب. 1 = AIA ' = AA!‏ = اعم !”8 8)م = راحم 8-١‏ )رق4) و 1 = 8-8 = B (A AB = B 1B‏ = (48 )1 4 8) ولذلك 
فإن 814 = '(48) نظرًا لوجود معكوس واحد. 
ج بما أن 1= 44 = ۰44 نستنتج أن '-4 غير مفردة. ولأن المعكوس وحيد؛ يكون لدينا 4 = '"('4) . 
7 أ. إذا كان 48 = »٥‏ حيث أ و ب مصفوفتان مثلثيتان سفليان» فإن 0 = به إذا كان ¡ < ۾ و 0 = رة إذا كان ز > #. لذلك 


0 
cj = SL airbxj = SL abu 
k1 


k= j 
الذي سيكون له المجموع صفر ما لم يكن : > . ولذلك فإن ج هي مصفوفة مثلثية سفلية.‎ 
ب. لدينا 0 = ,ره إذا كان ¡ > + و 0 = زرط إذا كان ز < ». الخطوات مماثلة لتلك التى فى (أ).‎ 
ج لتكن 1 مصفوفة مثلثية سفلية غير مفردة. لإيجاد العمود ¡ ل '17؛ حل « من الأنظمة الخطية ذات الصيغة‎ 








hn 0:, seas 0 xı 0‏ 
hı h2 0 32 0‏ 
EC‏ 1 ْ 
001 )| : 7 
0 : 0 
E 30 : :‏ 
Ly EEE AEA E 3 0 0‏ 
حيث يظهر ال1 في الموقع ¡ لإيجاد العمود 2 ل ١-1ا.‏ 
9. الأجوبة مماثلة لما فى التمرين «1). 
Lio‏ 0:20 
A= A4, A=... 1.1‏ به دكم , أ0 1 |o o 3|, 4=|o‏ =4 
EE‏ 00 1 
ب 
السنة الأولى الثانية الثالثة الرابعة 
العمر1 6000 36000 12000 6000 
العمر2 6000 3000 18000 6000 


العمر3 6000 2000 1000 6000 
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22 Û 
A= l0 0 3| © 
1 0 0 
العنصر ¡ و ز هما عدد الخنافس بالعمر : الضروري لإنتاج خنفساء واحدة بعمر ز.‎ 
أ. لدينا‎ .3 
7 4 4 0| Î م2‎ - xı) مه+‎ +a 2(xo — xı) + 30o + 30 
6 -3 -6 0| |3) (مد-‎ - ~20 | _ | 3)1 = xo( - 31 - م66‎ 
0 0 3 0 do 3 320 
0 0 ا‎ xo xo 
اب‎ 
-1 3 -4 0 
50 20 
E EO TIO PO 
0 0 U 
)386 مجموعة التمارين 4.6 (صفحة‎ 
إن محددات المصفوفات ھی‎ .1 
5 0 أ 8- ب. 14 ج.‎ 
.)1( الأجوبة مماثلة لما فى التمرين‎ .3 
ده و2-ه‎ - 5 
ديه‎ -5 7 
عندما 2 = م2 فإن المحددة هره - ديهرره = 4 غ06 تتطلب عمليتي ضرب وطرح. ولأن‎ .9 


1 
2 - 2302 و2-1-1 


k=1 
لنفترض صحة الصيغة عند ” ,...,2 = *؛ وليكن 4 مصفوفة (1 + ”) × (1 + ”«). لذلك‎ .١ = 2 فإن الصيغة متحققة عند‎ 


m+1 


۸ر( = ۵۲۸4 لكل : حيث 1 + > : > 1. إن حساب کل زنك يتطلب 
j=1‏ 


بق من عمليات الضرب و 1 -!:” من عمليات الجمع/ الطرح. 
ولذلك فإن عدد عمليات الضرب ل 064 هو 
(m + 7‏ | دل (m+ 1) rt] (m+ 1) = (m+‏ 
وعدد عمليات الجمع/ الطرح هو1 -!(1 + )m‏ -س +[1 -!س] (1 + ). ومن خلال مبدأ الاستنتاج الرياضي» فإن الصيغة متحققة 
لأي 2 < م 
1. تظهر النتيجة من خلال 0664٠068‏ = 48 :عل والنظرية (15.6). 
3. أ. إذا كانت ,2 محددة المصفوفة المكونة من خلال استبدال العمود : للمصفوفة أ مع ب» وإذا كانت 024 = 2 فإن 
دارط دو عند ۸ ,...,1 = 1ل 
ب. +( )الا + «) من عمليات الضرب/ القسمة و1 -« -!(1 +) من عمليات الجمع/ الطرح. 
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مجموعة التمارين 5.6 (صفحة 395) 


1 أ 1 = و× ,3 = يد ,3 - = يبر 
3. 
0 0 1 0 
أ. |1 60 P= |o‏ ب. |0 P=‏ 
GRO‏ 1 
5 
0 0 1 ك 
ل |0 1 15]| ده 3 |25 045 
1 +3 1:57 4- 0 
0 0 1 3.104 
ب. |0 1 9- -| =1 3 |0.4737443- 
1 1.197756 3.067193 141 _ 
ZX OY A0 1 0 0 0‏ 
H5 0 5 1 0 0‏ 0 
6 |0 1 2- ا 05 07 01 
IY: 0 1١ -133333 2 1‏ 
0 0 0 
٣-0 1 0 0‏ | دع و 
0 1 9- 0.4596433-| ˆ 
1 5.352283 - 0.3079435 - 
1 
أ 2-1 وعد د يد ,1 داور 


ج 3 = بر ,1.199998 - = ور ,2 = يع ,1.5 = x1‏ 
39 2 = 4× ,5.677735 = ونا ,0.07067770 = x = 2.939851, x‏ 


0 
1ح ناطآا'ط 
0 


1 0014 O ONL 1 "لت‎ 
0: 0110. 1L OCA 5| أذ‎ 
0 0إ][1‎ -4 1|0 0 
LOTION E SO 
271 0-0100 Sr 
TOAD O O Oe فت‎ 
3O OT ]0: O 4 8 
1 00 0(7 5 0 
2-100): ENE 
10-T 0o 0 2 
TOO TOE 10 SRT A 
ا لفرت و‎ 

التحليل ضمن 1:0 In‏ 

n Ly=b الحل‎ 

n لUu×x=ر الحل‎ 


© 5 - 
هت د © 


ه 5 ا mm O00‏ 
© 5 - © 
© ثت دده © 


P'LU = 


ته ه © 


P'LU = 


- وى © © 


© © 2 هه 
©= هه © 
ea‏ © مم 


-2 
-= 7 
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ب. ج = و رو - د ود = × 
1 10 0 0 
0 0 0 1 0 
0 سد 
0 0 0 0 1 
U=‏ 
59- 4.023099 2.175600 
60- 13.43917 0 ان 
0000-0 500 
0 0 0 
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قيار 





الضرب والقسمة الجمع والطرح 
التحليل ضمن ‡n LU‏ تورك n? - }n? + tn‏ 
الحل 6م = لار صلم — (n? — }n)m (n?‏ 
الحل لار = (4n? - 1n)m (dn? + 1n)m Ux)‏ 
ل 8 ERA a U‏ 15 
لمجموع م — Şn? + mn?‏ مل (m-—‏ ستو - ğn? + (m‏ 


مجموعة التمارين 6.6 (صفحة 409) 

1. 1. المصفوفة المتماثلة هى فقط (أ). 

1 المصفوفة المفردة هي فقط (ج). 

11. المصفوفتان (أ) و (ب) هما القطريتان بامتياز. 
17. المصفوفة موجبة التحديد هى فقط (أ). 





013 28 02 1 
1 00 32 2210 |0 1 ).عير 
|$ 0 0 1 = 0 
7 0.0 0.0 0.0 4.0 0.0 0.0 0.0 1.0 
0.0 00 275 00]رم |00 0.0 1.0 5| م 
3 0.0 1.1818182 00 00| | 0.0 1.0 5 = 0.25| ` 
| 1.5384615 0.0 0.0 0.0 1.0 0.076923077 0.27272727 0.25 
7 0.0 0.0 0.0 4.0 0.0 0.0 0.0 1.0 
0.0 0.0 5 00 م 0.0 0.0 1.0 0.25 01 
00 4.5454545 0.0 0.0] 2 |00 1.0 0.27272727- 0.25-| ` 
12 0.0 0.0 0.0 1.0 0.44 0.0 0.0 
7 0.0 0.0 0.0 6.0 0.0 0.0 0.0 1.0 
0.0 60 3.3333333 0.0 م 0.0 0.0 10 0953333333 L‏ 
ع 0.0 37 0.0 00| ` | 0.0 1.0 0.2 0.16666667 
| 2.5810811 0.0 0.0 00 1.0 0.24324324- 0.1 0.16666667- 
5. إن خوارزمية شولسكى ۸٢‏ ¦riهواA‏ 000168115 تعطى النتائج الآتية: 
0 0 0 2 
0 0 1.414213 
أ 0 1.243 0.7071069- | L=‏ ب 0 9 اللو 55 L=‏ 
1.159 0.8164972 - 0 ۶ 0 1.087113 5 -- 0.5 
6+ 0.08362442 0.4522671 0.5 
0 0 0 2 0 0 0 2.449489 
0 0 1.658311 0.5 ا 3 0 0 1 0.8164966 E2‏ 
0 2.132006 0.4522671- 0.5-| ` 5 0 1.923538 0.3651483 0.4082483 ب 
1 :0.9380833 0 0 1.64 0.4678876 - 0.1825741 0.4082483 — 
7. إن خوارزمية التحليل المعدلة The 200150 factorization algorithm‏ تعطى النتائج الآتية: 
| 20 ,1 - د يرد ,1 د يعر ب. 0.25 = بع ,0.2 - = 3× ,0.2 - = يعر ,0.2 = × 


ج 2 = ين ,1 - = ون ,2 = x2‏ ,1 = بعر د ,2.418848 = xı = - 0.8586387, x‏ 
1 - = بن ,0.9581152 - = و× 
9. إن خوارزمية شولسكى المعدلة he 001860 Choleski's Algorithm‏ تعطى النتائج الآتية: 


| 0 = ءا -= ودرا = xı‏ ب. 0.25 = 4× ,0.2 - = و× ,0.2 - = ود ,0.2 = 1× 


ج 2 = x4‏ ,1 - = ون ,2 = ود ,1 = xı = - 0.85863874, x = 2.4188482, 13 xı‏ 
513 - = ب ,0.95811518 - = ود 
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1. إن خوارزمية تحليل كراوت مصسطاتههواى Factoriation‏ امت تعطى النتائج الآتية: 
OSO = 311‏ ب. 1 = x = - 0.9999995, x = 1.999999, x3‏ 


ج00 = ود ,1 - = ود ,1 = xı‏ د. ,1.587156 = يد ,0.09357798 - = x‏ 
4 = بد ,1.167431 - = ور 


3. لدينا 1 = :× لكل 10 ,...,1 = 1¡ 
5. المصفوفة فى (د) فقط موجبة التحديد. 


7 و > <a‏ 2- 
9 1 > م >0 و-5> »>3 
1. أ. كلاء وعلى سبيل المثال افترض |؟ ٣‏ ب. نعم؛ لأن '4 -4. 
ج“ نعم ؛ لأن „X(A+ B)x = x'Ax+ x' Bx‏ 
د. نعم؛ لأن 0 < (×4×(')4) = ×44 '× = ×4× ولكون 4 غير منفردة» وتتحقق المساواة فقط إذا كانت 0 = ×. 
ه. كلاء وعلى سبيل المثال اقتوض |؟ -4 وبر 0 = .B‏ 
3. أ. بما أن 28 - 38 = 0664 فإن 4 منفردة إذا وفقط إذا كانت 28/3 = ». ج21م 
ب. 1 > (1,|6 < اما 
5 أحد الأمثلة على ذلك هو م ] -4. 
7. إن خوارزمية كراوت التحليلية «010ه82هءه5 إدا0:0 يمكن إعادة كتابتها على النحو الآتي: 
المضمون 


ضع ,1 /رe‏ = ai u,‏ د را 


lı = a — نان قبط‎ = Cil li ndi = 2... , 


ln = a, - ضع ببرغارظ‎ 


ضع إ1 ارك = بج 
6 


= أ ضع ;1 /لر_بعرط - zi = (dı‏ 





X= ضع بودن درج‎ i = nı 


8 المخرجات (,ند ,...,رx)‏ 








9. 0.1028037 = ي¡ ,0.1542056 = 4¡ ,0.2570093 = و¡ ,0.4214953 = رذ ,0.6785047 = iı‏ 
1. أ. تزاوج الذكر : مع الأنثى 1 ينتج صغيرًا بنفس صفات الجناح في حالة زواج أنثى ¡ مع ذكر ل. 
ب. كلاء افترض على سبيل المثال '(1- ,0 ,1) = ×. 
مجموعة التمارين 1.7 (صفحة 427) 
1. أ. لدينا 4 = ١-|لءا|‏ و 5.220153 = |إ×اا 
ب. لدينا 4 = ||×|| و 5.477226 = 2|إ×ا| 
ج. لدينا 2 > اا×ا| و 4 +1) = دالا 
د. لدينا (1 + (/4 = k^ + k*e-2*)12 3 ||x||.‏ /4 + )1 +ع )/16) = |Ixlla‏ 
3. أ. لدينا '(0 ,0 ,0) = “× بصنا ب. لدينا '(3 ,1 ,0) = “× مبيسنئا 
ج. لدينا '(0,0,1) = “× ممصا ر لدينا '(1,1-,1) = × ممصا 
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5 أ. لدينا “10 × £57 = الغ دعلا و 10-4 »206 = | -غها 
ب. لدينا 090 = ماله -×ا| و 027 = سالط - 48ا 
ج لدينا 0.5 = .ال - :|| و 0.3 = لاط -غهاا 
د. لدينا 10-2 × 655 = اة - »| و 032 = اط - 48| 
NT‏ 1 1 هو = 8. لذلك 2 = |48| لكن 1 = |۱8|“ الفا 
9. ب. يكون لدينا 


All = 1/326 4 
|All = 1/326 فب.‎ 

|All = + ع‎ 
Al = 1/148 4 


مجموعة التمارين 2.7 (صفحة 435) 
1. أ. للقيمة المميزة 3 = ,2 متجه مميز '(1-,1) = <١‏ وللقيمة المميزة 1 = ۸2 متجه مميز '(1 ,1) = 2×. 
ب. للقيمة المميزة ۷5(/2 +1) = 7١‏ متجه مميز 
0/5١٠‏ +1 1 
د 





وللقيمة المميزة 1/5(/2 -1) = د٠‏ متجه مميز 





ج. للقيمة المميزة 5 > 7١‏ متجه مميز '(1 ,1) = × وللقيمة المميزة 4 - = ۸ متجه مميز '(1-,1) = :*. 
د. للقيمة المميزة 3 = 22 = ۸ متجهان مميزان '(1 ,0 ,0) = ×١‏ و '(1,1,0) = «* وللقيمة المميزة1 = د۸ متجه مميز '(0 ,1- ,1) = و× 
ه. للقيمة المميزة 7 = 7١‏ متجه مميز '(4 ,1,4) = ×» وللقيمة المميزة 3 = ۸2 متجه مميز '(2,0 ,1) = 2×» وللقيمة المميزة 1 - = :۸ 
متجه مميز '(1,0,0) = د×. 
و. للقيمة المميزة 1 = 22 = :2 متجهان مميزان '(1,1,0-) = × و '(1,0,1-) = × وللقيمة المميزة 5 = 31 متجه مميز 
X3 = )1,2,1(“‏ 





ga 3‏ ب. لاا ج.1 د.3 7 5 
5. المصفوفة فى (300 فقط متقاربة. 
27 3 ب. 1.618034 ج: 0.5 د.3 ه 8.224257 و. 5.203527 
9. بما أن 
e MEO 1 0‏ 
2-k‏ ۸-1 | = 4 يكون لدينا 0 0 0 A‏ 
+246 3 
0 2 0 
كذلك | م 16 | = 44 لذلك = يق lim‏ 
kao 0 0 ET 2‏ 


1. لتكن 4 عبارة عن مصفوفة ” ×«. ويعطينا التوسع عبر الصف الأول كثيرة حدود الخاصية 
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det(A - A1) = (a — DM + J J(1) anjMi;j‏ = زمم 
ا 


المحددات ۷ هى ذات الصيغة 


0421 aa oe d2, j-1 d2, j+1 3 d2n 
d31 d32 5 اجز,ة03 1-ز,ة03‎ 4 d3n 
@j-1,1 aj ê RRR © نه ا+زرا-‎ aj-1, 
Mij = det J J J 7 J اق‎ 1 n 
@j,1 @j,2 زا‎ @j,j-1 @j,j+1 + dj,n 
dj+11 @j+1,2 ° dj+1,j-1 @jrljel =A ° dj+1,n 
dnı dn2 eR dn, j-1 dn,j+1 اعت‎ de¬ 


عند ۸ ,...,2 = ز. لاحظ أن كل ز۸ لها 2 -” من العناصر بالصيغة ۸ -::ه. لذلك 
(حدود بدرجة 2ک أو أقل) + Mın‏ حريه) = A1)‏ -4)عل = زم 


وبما ان 
d23 E EE dn‏ 2-۸ 
d32 d3 ¬ ۸‏ 
Mı = det‏ 
dn-1,n‏ 
ا CL‏ له n2‏ 


على صيغة (27 -066)4 نفسهاء لذلك فإن الحجة نفسها يمكن تكرار تطبيقها لتحديد 
(حدود بدرجة 2 - ۸ أو أقل فى ۸( + (a22 — 8(٠٠١ (an, — A)‏ - رره) = p®)‏ 

ولذلك فإن (70 كثيرة حدود بدرجة »م. 
13. أ )11 - det(4'‏ = 21 -م )عه = )۸1 — det(A‏ 

ب. إذا كانت ×۸ = ×۸ فإن ×۸ = ×۸4 = ×۰۸ ومن خلال الاستنتاج» فإن 6( = ×۸. 

ج إذا كانت << = ×۸ و '-4 موجودة فإن 24-1 = ×. ومن خلال التمرين 8 (ب)» فإن 0 ۸ ولذلك فإن ×4 = × 

د. بما أن × =× 4» يكون لدينا ير = ×' 4 =×( 4). ويعطينا الاستنتاج الرياضي 

(A71)*x = 6 
ه. إذا كان ×۸ = ×4 فإن‎ 
q(A4)x = qox+ qı Ax +--+ qçAx = qox+ qı\x+--“+ qx = q(\) x 
و. لتكن 1» - 4 غير منفردة. وبما أن << = ×4 فإن‎ 


(A - aI)x = Ax — aX = 1X — QX = (A — a@)x 





ولذلك فإن × (1» - 4) = ×7 . 
5 لدينا القيمة المميزة الحقيقية 1 = ۸ مع المتجه المميز '(6,3,1) = × 
ب. اختر أي مضروب للمتجه '(6,3,1). 
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7. ليكن << = دمء وبذلك فإن الاك اا ك ااععهاا = ااا يعطى 4 ك |۸|. كذلك ×47 = × (17)» ولذلك فإن |۱4 ك |1/|2 


<l‏ انتمل 
مجموعة التمارين 3.7 (صفحة 449) 
1. يعطي تكراران لطريقة جاكوبي 120061 النتائج الآتية : 


أ. '(0.4285714 ,0.3571429-,0.1428571) 
ج. '(2.475- ,0.4- ,1.65 ,0.65-) 


3. يعطى تكراران لطريقة جاوس- سيدل اعلك5-ووده© النتائج 
ب. '(0.7899 ,0.9495 ,0.979) = 2× 
x = (1.189063, -1.521354, 1.862396, 1.882526, 2.255645('‏ 


x = (0.1111111, 0.2222222, 0.6190476) | 
5 × = )-0.5, 2.64, -0.336875, -2.267375(' ج.‎ 


ةّ تعطي خوارزمية جاكوبي Jacobi‏ النتائج الآتية: 
x10 — (0.03507839, -69262, 0.6578015) 8‏ 


x22 = (0.7975853, 2.794795, -0.2588888, -2.251879(' ج.‎ 


7 تعطي خوارزمية جاوس- سيدل e1ل¡e؟-Gauss‏ النتائج 
'(0.6577590 ,0.2367886- ,0.03535107( = ©ير 


ج. '(2.251798- ,0.2589884- ,2.794982 ,0.7973091-) = العو 


9. يعطي تكراران لطريقة 508 النتائج الآتية : 
أ. '(0.6477159 ,0.2115435- ,0.05410079( 
ج. '(2.235422- ,0.2809726- ,2.818822 ,0.71885-) 


1. يعطي تكراران لطريقة 508 مع 1.3 = م النتائج الآتية : 
أ. '(0.6774997 ,0.1331814- ,0.1040103-) = x‏ 

x = )-1.23695, 3.228752,-0.1523888, -2.041266(' “€‏ 
3. تعطي خوارزمية 508 النتائج الآتية: 

x2 = (0.03488469, -0.2366474, 0.6579013(' أ.‎ 


ب. '(0.74 ,0.91 ,0.97( 
د '(2.425 ,1.675 ,1.6 ,1.6- ,1.325( 
الآتية 


x = (0.9957250, 0.9577750, 0.7914500(' ب.‎ 
x12 = (0.7870883, 1.003036, 1.866048, 1.912449, 1.985707(' د‎ 


الآتية: 


ب. '(0.7915748 ,0.9578738 ,0.9957475( = كير 
د '(1.989790 ,1.912562 ,1.866283 ,1.002719 ,0.7866825( = x”‏ 


ب. '(0.7899328 ,0.9784935 ,0.9876790( 
د. '(2.049536 ,1.995373 ,2.042489 ,1.260654 ,1.079675( 


x = (0.957073, 0.9903875, 0.7206569(' ب.‎ 
x” = (0.7064258, 0.4103876, 2.417063, 2.251955, 1.061507(' د-‎ 


x = (0.9958341, 0.9579041, 0.7915756) ب.‎ 


ج. '(2.251768- ,0.2588293 ,2.795288 ,0.7976009( = x‏ د. )1.989792 ,1.912645 ,1.866530 ,1.002807 ,0.7866310( = كير 
5. المصفوفات الثلاثية الأقطار هي في الفقرتين (ب) و (ج). 

(وي): عند 1.012823 = »» يكون لدينا '(0.7915788 ,0.9578935 ,0.9957846( = x‏ 

(9ج): عند 1.153499 = »» يكون لدينا '(2.251760 - ,0.2588021 - ,2.795343 ,0.7977651-) = ”× 

17 

0 
ا 
1 


سود سر 


=7 و + Tj) = A3‏ - لمعل 


سزديك س 
1 


ولذلك فإن القيم المميزة ل 7 هي 0 و نك ± » ولذلك فإن 1 < ج = (ر1)م. 


ب. '(22.827873 - ,2.0000000 ,20.827873 -) = قتاع 


ادم 
1 


= ,7 د ”( +2 = (,7 - ۸1:ء. ولذلك فإن القيم المميزة ل ,7 هي + -,0 و ‡-» و إن ‡ = (0)74. 


ooo 

0 
305 

E. 

دادم سردم ساتم 
QA‏ 
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د. '(1.0000001 - ,1.9999975 ,1.0000023) = x2‏ وهى ضمن 105 فى معيار 2 
9. أ. المصفوفة ۸ هي قطرية بامتياز. 


1 0 0 
ب ذه 0 0 = ;7 ( 0.97210521 -(:0)7. وبما أن ز7 متقاربة» فإن طريقة جاكوبى 120001 ستتقارب. 
0 05 1ح 9 3 3 5 


ج. مع '(0.69281316 ,0.79595242 - ,0,90222655) = x1‏ ,")0 ,0 ,0( = ×. 
د. 1.39331779371 = (77)م وبما أن :7 غير متقاربة» فإن طريقة جاكوبى 1200601 لن تتقارب. 
0 اطرح ع +2 دير من ع + (ا-#يوج = 6م لإيجاد (× - »)7 = × - 00« وبذلك فإن 


م )۸ 
اع - "× 7 > ازع قيرز 


بالاستنتاج يكون لدينا 
xl‏ — ل x — x‏ 
وبقية البرهان مماثل لبرهان النتيجة (5.2). 
ب. العمود الأخير خالٍ من العناصر عندما 1 = -||7|. 


x2 - xll IT ll ITI Ix® - لاع - س عا اعد‎ 
و‎ 1-171 

1) 0.292 0.85143 0.4835 2.98 

1 (b) 0.05159 03 0.089621 0.11511 

1) 1.43 0.9 2.2642 20.25 

1 (d) 0273511 1 0.5342 

1 (e) 0.593 1 1.9897 

1(0 0.875 0,75 1.125 3.5 


3. لتكن ٠٠٠...‏ القيم المميزة ل ,7. لذلك 


[ [^i = det7, = det ((D - oL) '[(1 — )D + (آلآه‎ 


5 


= det(D — oL)” det((1 - w)D + wU) = det (D7) det((1 — (2(ه‎ 


1 
."(ه - 1( = ((مية... 211222"( — 1(( )چ( - 


(@11@22 ۰... nn) 


وبذلك فإن 
lo — 1|‏ > ابذا (Ta) = max‏ 


وإن 1 > |1 - م إذا وفقط إذا 2 > ه > 0. 
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.5 


X2 

X3 

X4 

25 

X6 

27 

28 

X9 
X10 
1غ‎ 
X12 
X13 
X14 
X15 
X16 
X17 
X18 
X19 
X20 
x21 
x2 
X23 
X24 
X25 
X26 
X27 
X28 
X29 
X30 
X31 
X32 
X33 
X34 
X35 
X36 
X37 
X38 
X39 
X40 
241 
X42 
X43 
X44 
X45 
X46 


Jacobi 
33 
تكرارًا‎ 
1.5333501 
217 
0.10797136 
0.17328530 
0.04055865 
0.08525019 
0.16645040 
0.12198156 
0.10125265 
0.09045966 
0.07203172 
0.07027 
0.06875835 
0.0632459 
0.05971510 
0.05571199 
0.05187851 
0.04924911 
0.04678213 
0.04448679 
0.04246924 
0.04053818 
0.038723 
0.03718190 
0.03570858 
0.03435107 
0.03309542 
0.03192212 
0.030807 
0.02980997 
0.02885510 
0.027957 
0.02711787 
0.02632478 
0.02557705 
0.02487017 
0.024207 
0.02356750 
0.02296603 
0.0223424 
0.02185033 
0.0133203 
0.02083782 
0.02036585 
0.01991483 
0.01948325 


Gauss-Seidel 


8 
تکرارات 
1.5387320 
0.73141966 
0.10791 
0.17328040 
0.0405555 
0.0852477 
0.16644711 
0.12197878 
0.10124911 
0.09045662 
0.07202785 
0.07026266 
0.06875421 
0.06324307 
0.05971083 
0.05570834 
0.05187416 
0.049247 
0.04677776 
0.04448303 
0.0424643 
0.04053444 
0.03876852 
0.03717822 
0.03570451 
0.03434748 
0.03309152 
0.03191866 
0.030827 
0.02980666 
0.02885160 
0.02795621 
0.02711458 
0.02632179 
0.0255397 
0.02486733 
0.02419858 
0.02356482 
0.02293 
0.0223171 
0.02184781 
0.02132965 
0.0205 
0.02036360 
0.01991261 
0.01948113 


SOR (w = 1.2) 
13 
تکرارا‎ 
15549 
0.73142226 
0.10797063 
0.17328480 
0.04077 
0.08524925 
0.16644868 
0.12198026 
0.1012543 
0.09045793 
0.07202912 
0.0702632 
0.06875546 
0.063249 
0.05971200 
0.05570949 
0.05187529 
0.04924648 
0.04677885 
0.04448409 
0.04246597 
0.04053546 
0.03876952 
0.03717920 
0.03570548 
0.03434844 
0.03309246 
0.03191958 
0.0387 
0.02980755 
0.02885248 
0.02795707 
0.02711543 
0.02632262 
0.02557479 
0.02486814 
0.02419938 
0.02356560 
0.02296410 
0.0223327 
0.02184855 
0.02133038 
0.02083615 
0.020329 
0.01991324 
0.01948175 
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Xs1 
X52 


Xs4 


0.01907002 
0.01867387 
0.01829386 
0.71792896 
0.0175783 
0.01724113 
0.01691660 
0.01660406 
0.01630279 
0.01601230 
0.01573198 
0.01546129 
0.01519990 
0.01494704 
0.01470181 
0.01446510 
0.01423556 
0.01401350 
0.01380328 
0.01359448 
0.013385 
0.01318840 
0.01297174 
0.01278663 


0.01270328 
0.01494704 


0.01470181 
0.01446510 
0.01423556 
0.01401350 
0.01380328 
0.01359448 
0.013385 
0.01318840 
0.01297174 
0.01278663 
0.01270328 


0.01906793 
0.01867187 
0.01829190 
0.01792707 
0.01757648 
23 
0.01691487 
0.01660237 
0.01630127 
0.01601082 
0.01573087 
0.01546020 
0.01519909 
0.01494626 
0.01470085 
0.01446417 
0.01423437 
0.01401233 
0.01380234 
0.01359356 
0.0133844 
0.01318780 
0.01297109 
0.01278598 


0.01270263 
0.01494626 


0.01470085 
0.01446417 
0.0142347 
0.01401233 
0.01380234 
0.01359356 
0.013384 
0.01318780 
0.01297109 
0.01278598 
0.01270263 


0.01906846 
0.01867239 
0.0182923 
0.01792749 
0.01757683 
0.01723968 
0.01691517 
0.01660267 
0.01630146 
0.01601101 
0.015737 
0.01546010 
0.01519878 
0.0149455 
0.01470077 
0.01446409 
0.01423461 
0.01401256 
0.01380242 
0.01359363 
0.01338418 
0.01318765 
0.01297107 
0.01278597 


0.01270271 
0.0149455 


0.014707 
0.01446409 
0.01423461 
0.01401256 
0.01380242 
0.0133 
0.01338418 
0.01318765 
0.01297107 
0.01278597 
0.01270271 
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7. عند 2 > ه > 20 دع [نآه + (ه - 1)] “(ماه - 0) = ,1. دع ,47 - 4 = مء ولاحظ أن م متماثلة. نشتق تمثيلاً جديدًا 


لهآ1) مه - زناه - «) = نآه + هره - 1) = ,1(7 - ه)» ولذلك فإن 4" (اه - ۵)2 - 1= ر1. 
دع 4 0 - 0)0 = © و '[ 1(7« - 2)] مه = '0. ومرة أخرى 0 ]4 (0'J) A-‏ + 407[ '0 = ۶ ولكن (اه - 1)2 = 240-1١‏ 


و ( 11م - م) + = 4-('م) ولذلك فإن 


AQ" +(0)1A- A= iD - ناه‎ DEZA 


= 2p-D+D-1-1-4= (2-1) p 
2 2 


وبذلك فإن 0:50 (1 -2) = م. وبما أن 2 > »>۰0 يكون لدينا 0 < 1 - 2 و ۶ موجبة التحديد. 


يتبع هذا البرهان التمرين (16) مع استبدال و1 ب ن1. وبذلك فإن م1 متقاربة. 


6 إجابات تمارين مختارة 


مجموعة التمارين 4.7 (صفحة 461) 


1. إن عدد الشرط - ١||‏ || هو 


أ. 50 ب. 241.37 


lx — اا‎ 


8.571429 x 10-4 0 

8 0.1 
ع 004 
9 20 


5. تعطي حذف جاوس «هدنووداة6 والتنقية المعادة النتائج الآتية : 


(i) )- 10.0, 1.01)’, (ii) (10.0, 1.00)’ أ‎ 
(i) (12.0, 0.499, - 1.98), (ii) (1.00, 0.500, - 1.00(' ب.‎ 
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ج. 600,002 د. 339,866 


Ka (A)Ilb — A%lle / ll Alle 


1.238095 x 1072 
3.83200 
0.8 
1.152440 x 105 








(i) (0.185, 0.0103, - 0.0200, - 1.12)’, (ii) (0.177, 0.0127, - 0.0207, - 1.18(“ ج.‎ 


د. '(4.30 ,0.159 ,3.00 - ,0.758( (i) (0.799, - 3.12, 0.151, 4.56)', (ii)‏ 
7 المصفوفة معلولة الاشتراط؛ لأن 02 - .۸ لدينا (2.0000 ,1.0000 -) = في 


9. لأي متجه ×» يكون لدينا 
۱ لحمل > 
ليكن 0 × بحيث 1 = |ا×ا| و 0 = ×8. لذلك فإن 


اسم 4| = 


|l4xl| > TT 1‏ = ءارق - I(4‏ 2 رمع 


وبما أن 1= ا»اء فإن 


> KA) 2 (A B)xll > lA ¬ الءاالاق‎ = lA - BI 


„Ka (H^) = 28, 375 أ‎ 1 
„Ka(H) = 943, ب.656‎ 


|ا»اا إذ إذّا يكون 7 |l4xll > TT‏ 


CA ا(‎ 1 
all حم‎ Al 


l4 - BI 1 
lal 





ج. الحل الحقيقي (2660 ,3960 - 1560 ,124-) = × والحل التقريبي 0.02980 = |x - xl. = 11.8; l=‏ 


و '(2668.8 ,3971.8 - ,1563.8 ,124.2 -) = 


285 





-6 
= 7 
2.083 


مجموعة التمارين 5.7 (صفحة 476) 
1. )0.13 ,0.18( 
. ’)0.10 ,0.19( 


اب . تعطي حذف جاوس «2ؤأوونه© أحسن إجابة؛ لأن )0 ,0( 


x 10‏ 6.6 
22 بو البح ده > 
2.083 3 10 كم ) 5 -1 





ISAlle 1 58 


K.. (4) E 5 
9 -الكاا 2 لاما‎ 


1- Ke (4 (E All 


= ۷2 في طريقة التدرج المتقارن. 


08 )0.21 ,0.13( لم يكن هناك تحسن على الرغم ق أن 0 > اير 
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3. أ„ )1.00 ,1.00 - ,1.00( 
ب . '(0.0357- ,0.0453 ,0.827( 


ع يعطي دوران جزئي ودوران جزئي موزون '(1.00 ,1.00- ,1.00). 
. '(0.185- ,0.238 ,0.776( « الباقي من (3ب) 003 ,0.0038 - ,0.0004-)2 الباقي من (3د) 


Î i‏ ,0038- ,0.0022). لا يبدو أن هناك تحسنًا ملحوظًا في حالة وجوده. وخطأ التدوير أكثر شيوعًا بسبب زيادة 
عدد عمليات ضرب المصفوفة. 


5 
x = (0.1535933456, - 0.1697932117,0.5901172091(', || ||. = 0.221. أ.‎ 


x2 = (0.9993129510, 0.9642734456, 0.,7784266575(' , || ||. = 0.144. ب.‎ 

x = )- 0.7290954114, 2.515782452, - 0.6788904058, - 2.331943982(' , || ||. = 2.2. € 

x = )- 07071108901, -0.0954748881, - 0.3441074093, 0.5256091497(', || || = 0.39. د.‎ 

x = (0.5335968381, 0.9367588935, 1.339920949, 1.743083004, 1.743083004(' , |r ||. ھی‎ 


x” = (1.022375671, 1.686451893, 1.022375671, 2.060919568, 0.8310997764, 2.060919568), |r ||. = 1.13. و‎ 


x = (0.06185567013, - 0.1958762887, 0.6185567010(', lr” || = 0.4 x 10-9. أى‎ 


x = (0.9957894738, 0.9578947369, 0.7915789474), ||” || = 0.1 x 107°. ب.‎ 


x4 = (-0.7976470579, 2.795294120, - 0.2588235305, - 2.251764706(' ,|| ||. = 0.39 x 10-7. ج‎ 


x4 = (-0.7534246575, 0.04109589039, - 0.2808219179, 0.6917808219(', |r|. = 0.11 x 10-7”. د.‎ 
x5 = (0.4516129032, 0.7096774197, 1.677419355, 1.741935483, 1.806451613), || || = 0.2 x 107°. ه‎ 


و. .10-9 |r" || . = 0.44 x‏ ,)2.000000000 ,0.999999997 ,2.000000000 ,1.000000000 ,2.000000000 ,1.000000000( = قير 


Conjugate Gradient SOR (w= 1.3) أ جاکوبی جاوس - سيدل‎ 9 
9 13 28 5 49 
تكرارا تكرارا تكرارًا تكرارات‎ 
0.93407713 0.93407584 0.93406917 0.93406183 êi 
0.97476363 0.97476180 0.97475285 0.97473885 X2 
1.10691243 1.10691093 1.10690302 1.10688692 x3 
1.4234769 1.42347591 1.42347226 1.42346150 X4 
0.8593370 0.8333363 0.859320 0.85931331 Xs 
0.80692197 0.80691961 0.80690725 0.80688119 26 
0.85332011 0.85371536 0.85370564 0.85367746 x7 
1.10691250 1.10691075 1.10690579 1.10688692 X8 
0.87675250 0.867517 0.867434 0.8767274 ود‎ 
0.80428524 0.80428301 0.8042730 0.80424512 X10 
0.80692252 0.80691989 0.80691173 0.80688119 x11 
0.97476392 0.97476265 0.97475850 0.97473885 x12 
0.93004987 0.9309 0.93004542 0.93003466 X13 
0.87675298 0.87675155 0.87674661 0.8767274 X14 
0.8593399 0.85933709 0.859336 0.85931331 X15 


0.93407768 0.93407672 0.93407462 0.93406183 X16 
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Conjugate Gradien SOR (w = 1.2) ب. جاكوبي‎ 
11 3 60 
تكرارًا تكرارًا تكرارات‎ 
0.3975 0.39665 0.39668651 0.39668038 xı 
0.07178516 0.07177348 0.07176830 0.07175540 x2 
—~-= 23 = 1 —~-= 9 x= 6 X3 
0.455223 0.24551535 0.24550989 0.24549277 X4 
0.83407148 0.83406823 0.83406516 0.83405412 xs 
0.51500583 0.51499414 0.51498897 0.51497606 X6 
0.12121212 0.12119625 0.12118683 0.12116003 x7 
- 0.24038462 - 8 —_-= 1 - 0.2444414 و2‎ 
0.37878788 0.37877812 0.338376891 0.33837359 ود‎ 
1.090761 1.09075899 1.09075392 1.0907334 X10 
0.5421134 0.54210286 0.54209658 0.54207872 X11 
0.13844211 0.1384274 0.13841682 0.138338259 X12 
- 0.307623 —-= 4 -= 452 - 0.2308368 X13 
0.41925019 0.41924136 0.41923122 0.41919067 X14 
1.15019425 1.15019025 1.1591847 1.15015953 X15 
0.51500583 0.51499864 0.51499318 0.51497606 X16 
0.12121212 0.1212026 0.12119315 0.12116003 x7 
¬ 0.24038462 - 5 —--= 9 ¬ 0.24044414 X18 
0.37878788 0.37878188 0.37837365 0.378373579 ود‎ 
1.09076341 1.09076069 1.09075629 1.09073364 X20 
0.39669775 0.39669449 0.39669142 0.39668038 x21 
0.07178516 0.07178074 0.07177567 0.07175540 X2 
—-= 3 - 0.2307323 - 0.23077872 - 0.230806 X23 
0.455223 0.24551982 0.24551542 0.24549277 X24 


0.83407148 0.83407025 0.83406793 0.83405412 X25 


إجابات تمارين مختارة 


ج 


X1 
X2 
X3 
X4 
X5 
x6 
X1 


X9 
X10 
X11 
X12 
X13 
X14 
X15 
X16 
x17 
X18 
X19 
X20 
X21 
X2 
223 
224 
X25 
X26 
X27 
X28 
X29 
X30 
X31 
X32 
X33 
X34 
X35 
X36 
X37 
X38 
X39 
X40 


جاكوبي 
18 
تكرارًا 
4 - 
6 -_- 
1 =- 
0.04471548 -— 
0.17509673 
0.2956826 
0.373012 
0.42757934 
0.46817927 
0.49964748 
0.52477026 
0.54529835 
0.639007 
0.5684345 
0.58922662 
0.59995522 
0.60934045 
0.61761997 
0.62497846 
0.63156161 
0.63748588 
0.64284553 
0.64771764 
0.65216585 
0.65624320 
0.65999423 
0.66345660 
0.66666242 
0.66963919 
0.67241061 
0.67499722 
0.67741692 
0.67968535 
0.68181628 
0.68382184 
0.68571278 
0.68749864 
0.68918652 
0.69067718 
0.68363346 


جاوس - سيدل 
9 
تكرارات 


-9 
--3 
-= 8 
-— 0.04471608 
0.17509661 
0.29568223 
0.33309011 
0.42757934 
0.46817927 
0.49964748 
0.52477026 
0.54529835 
0.56239007 
0.53684345 
0.58922662 
0.59995522 
0.60934045 
0.61761997 
0.62497846 
0.63156161 
0.63748588 
0.64284553 
0.64771764 
0.65216585 
0.65624320 
0.65999423 
0.66345660 
0.66666242 
0.66963919 
0.67241061 
0.67499722 
0.67741692 
0.679685 
0.68181628 
0.68382184 
0.68571278 
0.68749864 
0.68918652 
0.69067718 
0.68363346 


SOR (w = 1.3) 


8 
تكرارات 


-6 
--9 
-0-1 
— 0.04471609 
0.17509661 
0.2956823 
0.33339011 
0.42757934 
0.4681797 
0.49964748 
0.52477026 
0.5452985 
0.6239007 
0.533684345 
0.58922662 
0.59995522 
0.609345 
0.61761997 
0.62497846 
0.63156161 
0.63748588 
0.64284553 
0.64771764 
0.65216585 
0.65624320 
0.65999423 
0.66345660 
0.66666242 
0.66963919 
0.67241061 
0.67499722 
0.67741691 
0.679685 
0.68181628 
0.68382184 
0.68571278 
0.68749864 
0.68918652 
0.69067718 
0.68363346 


Conjugate Gradient 
8 
تکرارات‎ 


- 4 
-_- 2 
-- 838 
— 0.04471604 
0.17509661 
0.29568218 
0.33309011 
0.42735797 
0.46817927 
0.49964748 
0.547707 
0.54529836 
0.56239009 
0.533684347 
0.58922664 
0.59995523 
0.60934045 
0.61761998 
0.62497847 
0.63156161 
0.63748588 
0.6428453 
0.64771764 
0.65216585 
0.65624320 
0.65999422 
0.66345660 
0.66666242 
0.66963919 
0.67241060 
0.67499721 
0.67741691 
0.679685 
0.68181628 
0.68382184 
0.68571278 
0.68749864 
0.68918652 
0.69067717 
0.6836349 
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i.1 
الحل الباقى‎ 
0.00668246 2.536340 
—- 3 4.0997133 
- 7814 4.60840390 
—- 0.03171624 3.64300 
0.01308093 5.139553 
- 0.815 7.19697808 
—- 0.04593118 7.68140405 
0.01692180 5.9332774 
0.04414047 5.31798997 
0.03319707 5.8544786 
— 0.000947 5.94202521 
— 0.00072826 4.421532959 
0.02363822 3.2211695 
0.00982052 4.49411604 
0.00846967 4.80968966 
—- 0.01312902 3.81108707 

وهذا يتقارب في 6 تكرارات مع حد سماح 10-2 ×5.00 في المعيار اء وإن 0.046 = .||| 
ب 
الحل الباقى 

0.00668246 2.5561340 
—~-= 3 4.09171393 
- 0.01739814 4.60840390 
- 0.03171624 3.64309950 
0.01308093 5.1395053 
5 7.19697808 
—- 0.04593118 7.68140405 
0.01692180 5.93327784 
0.04414047 5.81798996 
0.03319706 5.85447805 

- 7 21 
¬ 0.00072826 4.44153299 
0.02363822 3.3331314 
0.00982052 4.49411603 
0.00846967 4.80968966 

- 0.01312902 3.811707 


وهذا يتقارب في 6 تكرارات مع حد سماح 10-2 ×5.00 في المعيار .-/ء وإن 0.046 = || "| 
ج. تؤدي حدود السماح جميعها إلى تفصيلات التقارب نفسها. 
3. أ. لتكن (270,...,720) مجموعة متجهات متعامدة لاصفرية للمصفوفة -4 الموجبة المتماثلة والمحددة. 
عندها تكون 0= (4900 ,۷۳) إذا كان ز * 1. افرض أن 0 = ۷و + ...ب ۷ر + ۷ر 
وليست قيم كل :© صفرًا. افترض أن 0 = توي + ۰۰۰+ ۷رہ + ہی 
ولإيجاد قيمة © تحصل على 7 > EE‏ رت ا 


Ck 
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E 5 2 5 5 8 
ہ۸ لنة  = ۸۵ كالآتي:‎ ٣+  ... 2 وبالضرب في 4 نحصل على وم‎ 
ي 5 5 ي‎ 
Cj C, 
(O) کے ف‎ (vO) Ayk+D E 2 0) Ay 
Ck Ck 
6 C, 
کے‎ (vO, زجوم‎ NE انك شت‎ Av™) 
Ck Ck 
Ck 
وير‎ E, 
Ck Ck 


وبما أن 4 موجبة التحديد» فإن 0 = ۳« الذي هو تناقض. لذلك فإن جميع:© يجب أن تكون صفرًاء 
وتكون (90,... ,900) مستقلة خا 

ب. لتكن (27,...,720) مجموعة متجهات متعامدة لاصفرية للمصفوفة موجبة التحديد والمتماثلة 4» 
وأن 2 متعامدة على ۷ لكل ” ,...,1 = 1. من الفقرة (أ)» المجموعة (0....,920؟) مستقلة خطيًا 
ولذلك هناك مجموعة من الثوابت :6 ۰ مع م دع 


n 


(2,2) = 2 3 Bz v® 38-0 0 ولذلك فإن‎ 


i=1 i=l 
.2- 0 وتؤدي النظرية (30.7) الجزء 0) إلى أن‎ 
مجموعة التمارين 1.8 (صفحة 0و4)‎ 
كثيرة حدود المربعات الصغرى الخطية هى 0.89968 + د1.70784.‎ .1 
كثيرات حدود المربعات الصغرى مع أخطائها هي على التوالي.‎ .3 
«E = 2.719 x 10-5 مع‎ 0.6208950 + 1219621 
E = 1.801 x 10-5 مع‎ 0.5965807 + 1.253293x - 53437 
.E = 1.741 x 1075 و ?0.01004723 - ?0.03533252 + »1.185010 + 0.6290193 مع‎ 
.329 أ. كثيرة حدود المربعات الصغرى الخطية هي 194.138 - 72.0845 مع خطأ‎ .5 
.1.44 × 10-3 ب. كثيرة حدود المربعات الصغرى بدرجة 2 هي 1.23556 + ×1.14352 - 6.618212 مع خطأ‎ 
.5.27 10“ ج. كثيرة حدود المربعات الصغرى بدرجة 3 هي 3.42904 + +2.37919 -6.84557:2 + +0.0136742- مع خطأ‎ 
.418 د. تقريب المربعات الصغرى من الصيغة »م هو **”ء24.2588 مع خطأ‎ 
.0.00703 ه. تقريب المربعات الصغرى من الصيغة “×ط هو 6239031299 مع خطأ‎ 
„k= 0.8996, E(k) = 0.295 أ‎ .7 
ب. 0.128 = (۸) ,0.9052 = 4 يناسب الجزء (6) مجموعة بيانات التجربة على نحو أفضل.‎ 
„0.101 (ACT score) + 0.487 خط المربعات الصغرى للمعدل النقطى هو‎ .9 
تعطى كثيرة حدود المربعات الصغرى الخطية 8.2084 + ×0.17952 ع نر‎ EB $i 


E = 25.25 ب.‎ In R = In1.304 + 0.5756lnW أ.‎ .13 


2 
دم‎ (Rı - DW? etn E) = 20.30 د.‎ InR= In1.051 + 0.7006 In W + ج. 17(2ها)0.06695‎ 
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وو التمارين 2.8 (صفحة 502) 
1. تقريبات المربعات الصغرى الخطية هي : 
أ P(x) = 1.833333 + 4x‏ ب. P(x) = - 1.600003 + 3.600003x‏ ج. P(x) = 1.140981- 0.2958375x‏ 
د. 3.0000017 + 0.1945267 = P,(x)‏ ه P(x) = 0.6109245 + 0.09167105x‏ و. P(x) = - 1.861455 + 1.666667x‏ 


3. تقريبات المربعات الصغرى بدرجة 2 هي : 


P(x) = 0.4000163 - 2.400054x + 3.000028:2 (ع)يم ب.‎ = 2.000002 + 2.999991x + 1.000009:2 أ.‎ 
P(x) = 1.167179 + 0.08204442x + 1.4589792 د.‎ P(x) = 1.723551 - 0.9313682x + 0.15888272 ج.‎ 
P(x) = - 0.9089523 + 0.6275723x + 0.2597736x? و.‎ P(x) = 0.4880058 + 0.8291830x - 0.7375119»? ه‎ 
0.000358354 ب. 0.0457142 ج.‎ 0.3427x1079 أ.‎ .5 
0.0000967795 د. 0.0106445 ه 0.0000134621 و.‎ 


7. إن عملية Gram-Schmidt‏ تنتج الماع الآتية لكثيرات الحدود: 


أ 0.05 9.6 + 1.5 - × = (x)وں‏ ‡ + x×”- x‏ = (2«)يو ,0.5 - × = («ارو ,1 = 00()x)‏ 
ت 3 2 هذ + 3 - ثير = (×)ونو و + go)x( = 1, gر)x( = x×- 1 , gر)x( = ×” - 2x‏ 


ج. 6.8 - ê‏ + ×6 - 3× = (×)وg‏ لا + ×4 - × = (x×)رg‏ , 2 - × = (عاو ,1 = (داوم 
9. كثيرات حدود المربعات الصغرى بدرجة 2 هى: 
أ («د)ايوة0.999999 + 3.833333g0(x) + 4g, (x)‏ = )x(رP‏ 
ب. P(x) = 2go(x) + 3.69 (x) + 32(x)‏ 
ج. )(0.1588785 + P(x) = 0.5493061 g(x) - 0.2958369, (x)‏ 
د. P(x) = 3.194528o(x) + 3g,(x) + 1.458960g2(x)‏ 
ه P(x) = 0.6567600 g(x) + 0.09167105 g(x) - 0.73751218g2(x)‏ 
و. P(x) = 1.471878go(x) + 1.666667 g(x) + 0.2597705@2(x)‏ 


1. كثيرات حدود مبرعبوم] هي 2 + ×4 - ”× = (×)1 ,1 - × = (دارة و 6 - ×18 + تيو - × = (x)ږL‏ 


مجموعة التمارين 3.8 (صفحة 512) 
1. كثيرات حدود استكمال داخلى بدرجة 2 هى: 
أ. 0.8660254 - P(x) = 2.377443 + 1.590534(x - 0.8660254( + 0.5320418(x‏ 
ب. (0.8660254 - P(x) = 0.7617600 + 0.8796047(x‏ 
P(x) = 1.052926 + 0.4154370(x - 0.8660254) - 0.1384262x(x - 0.8660254)‏ 
P(x) = 0.5625 + 0.649519(x - 0.8660254) + 0.75x(x - 0.8660254) .‏ 
3 حدود الأخطاء العظمى لكثيرات حدود التمرين (1) هي : 
١‏ 0.113267 ب. 0.04166667 ج۰ . 0.08333333 د. 1.000000 
5. تنتج أصفار :7 كثيرات حدود استكمال داخلي بدرجة 2 كما يلي: 
أ. (2 - P(x) = 0.3489153 - 0.1744576(x - 2.866025) + 0.1538462(x - 2.866025) x‏ 
ب. (1 - ×)(1.866025 - P(x) = 0.1547375 - 0.2461152)x - 1.866025( + 0.1957273)x‏ 
ج. (0.5 - P(x) = 0.6166200 - 0.2370869(x - 0.9330127) - 0.7427732)x - 0.9330127) x‏ 
د. (2 - P(x) = 3.0177125 + 1.883800(x - 2.866025) + 0.2584625(x - 2.866025()x‏ 


7. كثيرة حدود التكعيبي ر - ر تقرب «دملد مع خطأ 104 × 7.19 على الأكثر. 


ا ا 9 , T2(x) 1 [cos(n arccos x)‏ 
8 التغير في التعير كين × ينتج = ی v1 - 2 6 1 (cos(n0)‏ 4 ا 
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مجموعة التمارين 8.4 (صفحة 522) 


1. إن تقريبات 5808 بدرجة 2 إلى = (2)/ هی : 


( - )قن + ) د )ع1 دعم يل دم 
n= 0,m = 2: ro2(x) = (1 - 2x + 2x2)‏ 


n= 2, m= 0: r2 0(x) = 1+ جيرة‎ 2g? 


Fo,2(x:) rı,1(x;) F2,0(x;) f(x) Xi i 
1.4706 1.5000 1.4800 1.4918 0.2 1 
1.9231 2.333 2.1200 2.25 0.4 2 
1.9231 4.0000 2.9200 3.3201 0.6 3 
1.4706 9.0000 3.8800 4.9530 0.8 4 
1.0000 غير محددة‎ 5.0000 7.3891 10 5 
مادم‎ = (1+ x + د‎ 1- x + 3د - چ‎ 3 
Xi f(x) r2,3(x:) i 
0.2 1.214026 1.221427 1 
0.4 1.49182470 1.49182561 2 
0.6 1.82211880 1.8221310 3 
0.8 2.225534093 2 2 4 
1.0 2.71828183 2.71875000 3 
r)x( = عط + 1)/ ج -ع)‎ 5 
كثيرة حدود‎ 
بدرجة 8 كلك‎ Maclaurin f(x) Xi i 
0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.0 0 
0.09938640 0.09966675 0.09983342 0.1 1 
0.19709571 0.19733600 0.19866933 0.2 2 
0.292405 0.2910225 0.9552021 0.3 3 
0.38483660 0.37875200 0.38941834 0.4 4 
0.47357724 0.4585935 0.47942554 0.5 5 
إن تقريبات 59068 بدرجة 5 هي:‎ .7 
ro,5(x) = (1+ x + 1x + + ىو‎ x“ + (×چ‎ 9 
)يه‎ = (1 - 1x)/ (1 + tx + ب. فد + چ ر‎ 
r3,2)×( = )1- + 2 چ‎ - 3 (+$ 2x + ج 2ط‎ 
r4,1(*) = )1- + و. )* +1( /(4 د + ر - چ‎ 
ra,1(x:) ro,s(x:) f(x) Xi i 
0.81833077 0.81873081 0.81873075 0.2 1 
0.670329 0.67032276 0.67032005 0.4 2 
0.54882143 0.54883296 0.54881164 0.6 3 
0.44937931 0.44941181 0.44932896 0.8 4 
0.36805556 0.36809816 0.36787944 1.0 5 


r23(x:) 


0.81873055 
0.67031963 
0.54880763 
0.44930966 
0.36781609 


813 Answers for Selected Exercises 


r1,4(x;) 


0.81873074 
0.67031942 
0.54880635 
0.44930678 
0.36781609 
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9. (ان1 /(()0.27149531 + (x)‏ 1.1303187 - ()ن1.2660661) = اوم 
(x))/( T(x) + 0.480387457; (x))‏ ;0.45690467 - ()ن0.99457051) = (x)‏ ررم 
0.794022070(x)/( T(x) + 0.87785757, (x) + 0.177142661)3((‏ = حارم 


r2 (xi) rr, (xi) Fro (xi) f(x) Xi i 
0.74610974 0.78595377 0.74592811 0.77880078 0.25 3 
0.58807059 0.61774075 0.56515935 0.60653066 0.50 2 
0.38633199 9 0.4072430 0.36787944 1.00 3 

j e ON 

2 ` T(x) + 0.0889147) > 
ري‎ f(x) Xi i 
0.00000000 0.00000000 0.00 0 
0.09093843 0.09983342 0.10 1 
0.18027 0.19866933 0.20 2 
0.26808992 0.9552021 0.30 3 
0.5343842 0.38941834 040 4 


Mu Mu 
أ م 104 ے ىم ۱04ہای ے ی۷16 ہا ۷ی ے +۷16 ۸ای ے عن‎ 3 


|error| > 3.75 x 1077 e x (1+ s+ ks + /(توطل‎ )]- 1s + ب (توط ترط‎ 


f= (1+ +ع‎ s+ g9? )/ (1= ع‎ + 5 - 5°) M = round(0.8685889638+x), s = x - M4/(0.8685889638( ج. ضع‎ 


وبذلك 7 3.162277160(1) = /. 

مجموعة التمارين 5.8 (صفحة 531) 

S)x)( = ج‎ - 4cosx + cos2x 1 

cos x + 1.470431 cos 2x - 0.7352156 cos 3x + 3.676078 sin x - 2.940862 sin 22 3‏ 3.676078 - 3.676078 = (دارى 


k 
SR) ل 1ك‎ 151021 EON nk 5 
S2(x) = cos 2x 2 : 


7. كثيرات حدود المربعات الصغرى المثلثية هي : ب. 0 = هاري 
ج S3(x) = 1.566453 + 0.5886815 cos x - 0.2700642 cos 2x + 0.2175679 cos 3x + 0.8341640 sin x - 0.3097866 sin 2x‏ 
د. 2x + 0.7310818 08 3X‏ ومء 2.320482 - S3(x) = - 2.046326 + 3.883872 0s x‏ 
9. كثيرة حدود المربعات الصغرى المثلثية هى : 
S;(x) = - 0.4968929 + 0.2391965 cos x + 1.515393 cos 2x + 0.2391965 cos 3x - 1.150649 sin x‏ 
مع خطأ 7.271197 = E)58:)‏ 
1. كثيرات حدود المربعات الصغرى المثلثية مع أخطائها هي : 
أ 0 - (3 - +« )311 S3(x) = - 0.08676065 - 1.446416 cos (x - 3( - 1.617554 cos 2) x - 3( + 3.980729 cos‏ 


ء٤‎ 


E)5( = 210.90453 مع خطا‎ sin 7) - 3) + 3.907451 sin 2 (x — 3) 
S3(x) = - 0.0867607 - 1.446416 cos T(x - 3) - 1.617554 cos 271) - 3) + 3.980729 cos 31): - 3) - 2.354088 . ب‎ 


sin 37(x — 3)‏ 1.166181 - )3 -ع)2 cos 4171) — 3) - 2.154320 sin T(x — 3) + 3.907451 sin‏ مع خط 169.4943 = E(S4)‏ 
3. ليكن («)/ - = (-)/ التكامل 4 («)م ر فى ضوء تبديل المتغير ×- =۲ يحول إلى 


0 a a a 
- -dt= -1)dt=- dt=- 4 
[r 1) dt [r 1) dt f rna f rna 
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1 E 17 00 / دعق از‎ / f(x) dx + /)( ولذلك فإن 0 = جه‎ 
هه د‎ 0 0 0 
)543 مجموعة التمارين 6.8 (صفحة‎ 
: 1.كثيرات حدود الاستكمال الداخلي المثلثية هي‎ 
Sر(x)‎ = - 12.33701 + 4.934802 cos x - 2.467401 cos 2x + 4.934802 sin x أ,‎ 
S2(x) = - 6.168503 + 9.869604 cos x - 3.701102 cos 2x + 4.934802 sin Xx ب.‎ 
S2(x) = 1.570796 - 1.570796 cos x ج“‎ 
S2(x) = - 0,5 - 0.5cos2x + د. املو‎ 
تعطى خوارزمية فورييه التحويلية السريعة كثيرات حدود الاستكمال الداخلى المثلثية الاتية:‎ .3 
S4)x) = - 11.10331 + 1 cosx — 2.467401 cos 2x + 2.467401 cos 3x - 1.233701 cos 4x + 5.956833 sin x س‎ 
2.467401 sin 2x + 1.022030 sin 3x 
54(x) = 1.570796 - 1.340759 ب. 32 وم 0.2300378 - يروم‎ 


S4(x) = - 0.1264264 + 0.2602724 cos x - 0.3011140 ومء‎ 2x + 1.121372 cos 3x + 0.04589648 cos 4x - 0.1022190 sin x + ج‎ 
0.2754062 sin 2x - 2.052955 sin 3x 

S4(x) = - 0.1526819 + 0.04754278 cos x + 0.6862114 cos 2x - 1.216913 cos 32 + 1.176143 ومء‎ 4x - 0.8179387 sin Xx + د‎ 
0.1802450 sin 2x + 0.2753402 sin 3x 


ET .5 


التقريب لي 
أ 69,76415- 5 - 
ب 9.869602 9.369604 
ج 0.1943605 0.2739383- 
د„ 09593287 - 0.9557781- 


7. إن عناصر زط جميعها أصفار. واه ا یلق 
2 = يه 2.2230259 - 5 = ره 4.0008033 - = وه 


6 = 7 0.1216231 - 3 = وه 0.3030271 - = به 
0 = رره 0.0420333 - = وره 0.0520612 = وه 0.0663172 - = يه 
1 = وره 0.0215458 - = وريه 0.0249129 = و¿ 0.0291807 - = يرنه 
03 = ور¿ 0.0132962 - = وريه 0.0148174 = بره 0.0166380 - = وره 
17 = بيه 0.0091683 - = ييه 0.0099801 = ريه 0.0109189 - = ويه 
07 = ر 0.0068167 - = ويه 0.0072984 = ويه 0.0078430 - = بيه 
0.80 = ريه 0.0053578 - = ويه 0.0056650 = ويه 0.0060069 - = ويه 
0.0027 = ويه 0.0043981 - = بيه 0.0046040 = ريه 0.0048308 - = ييه 
0.0036102 = ويه 0.0037409 - = ويه 0.0038837 = بيه 0.0040398 - = ويه 
6 = دږ 0.0032793 - = يبه 0.0033803 = ريه 0.0034903 - = ويه 
8 = بيه 0.0029516 - = ويه 0.0030233 = ويه 0.0031015 - = بيه 
7 = روه 0.0027203 - = ويه 0.0027705 = ويه 0.0028256 - = ويه 


0.002528 = ووه 0.0025626 - = بوه 0.0025960 = روه 0.0026333 - = روه 
0448 = ووه 0.0024642 - = ووه 0.0024837 = بوه 0.0025066 - = as‏ 
0.00425 = يمه 0.0024169 - = يمه 0.0024242 = aç = - 0.0024345 açı‏ 
وم 1.9 (صفحة 555) 
أ. القيم المميزة والمتجهات المميزة المقترنة بها هي (2,1 ,0) = 1,92 = يذ :'(0 ,1,0) = 2,809 د رد 
,1,1-) = 1,۷- = ود المجموعة ET‏ 
ب. القيم المميزة وا متجهات المميزة المقترنة بها هي '(1,0,1) = ۷ ,3= يذ :'(0,1,0) = 2,۷ = ر۸ 

8 ,1,0) = ۷۳ ,1= ود المجموعة مستقلة خطيًا. 

ج. القيم المميزة والمتجهات المميزة المقترنة بها هي '(2,1,1/) = ۷ ,2/ + 1 = يذ :'(1,1- ,0) = 1,809 د رد 
“(2,1,1/-) = ۷ ,2/ -1 = ۸ المجموعة مستقلة خطيًا. 
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د. 2 ح 2= رد مع '(1,0,0) = × = )× و3 = و۸ مع 01177 ES‏ 
3. أ. المصفوفة فى 1ب) موجبة التحديد. 


ب. | قلا خلا 
Eo E‏ لك 








0 3:22 
چ چ 0 


أ. القيم المميزة الثلاث هي ضمن (2 > |2 -2||2) نا (2 > 0 Al‏ 
ب. القيم المميزة الثلاث هي ضمن 2 > |4 - ۸| |۸) = 
ج. القيم المميزة الحقيقية الثلاث تحقق قق 6 > 2 > 0. 
د. القيم المميزة الحقيقية الثلاث تحقق 8.25 > 2 > 1.25. 
7. المتجهات غير مستقلة خطيًا؛ لأن 0 ;3¥ - 7۷2 + 2۷ , 
9. إذا كان 0 دياه + ۰۰۰+ 67 فإن لكل ز بحيث * > ز > 1» يكون لدينا 0= وزو +۳۰۰۰ الازكره. 
لكن التعامدية تعطي 0 - 099 عند ز ¥ ¡ ولذلك فإن 0= ر۷ ز۷ر»ء. وبما أن 0 عو ر۷ر۷» يجب أن يكون 0 = ع 
11 . بما أن )"!-١‏ مستقلة خطيًا في "» يوجد الأعداد © ,. ۰۰ بحيث ,لابن + +٠٠١‏ الاره = X‏ 
لأي > وه < k‏ < 1 يكون ب = CVV, = CVV,‏ + :+ اران = VX‏ 
أ. القيم المميزة هي 0.1365462647 - = ۸ ,0.4213112993 - = و3 ,5.307857563 = ,۸ مع المتجهات المميزة المقترنة بها 
,1102 - ,0.23382978( ,)0.61949069 - ,0.13876278 - ,0.77264234( ,’)0.62044441 ,0.51643129 ,0.59020967( 


على التوالي. )0.48091581 


ب. ۸ غير موجبة محددة خلال 0 > ۸و 0 > ۸3 
مجموعة التمارين 2.9 (صفحة 571) 
1 القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية هى 


أ '(0.9772727,0.9318182,1) = x‏ ,3.666667 = ر 

ب. '(1,1,0.5) = × ,2.000000 = ہر 

ج. '(0.2842105- ,1 ,0.2578947-) = × ,5.000000 = ر 
'(0.4045802 ,0.3893130 ,0.2213741 ,1( = × ,5.038462 = كير 


3 القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية هی : 

٠‏ '(0.7833622- ,1 ,0.1889082-) = × ,1.027730 ع ر 

7 = 0,4166667, × = )1, -0.75, -0.6666667(' ٠ 

٠‏ 1 ,0.09079132 ,0.3805794-) = × ,17.64493 = تير 

EA —0.2522880, 0.2077438, 1) ٠‏ = »× ,1.378684 = ر 
القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية 

a = (0.5816124, 0.5545606, 0.5951383 ,‏ ,3.95538 = ر 

٠‏ '(0.3333333- ,0.6666667 ,0.6666667-) = × ,2.0000000 = ر 
. )0.3126762 ,0.7367472 ,0.5995308( = × ,7.189567 = ر 
'(0.2536857- ,0.6634857 ,0.4878571 ,0.5073714) = × ,6.037037 = ر 
القيم المميزة والمتجهات الميزة التقريبية هي: 

. “(1 ,0,9999828 ,0.9999943( = × ,3.999908 = يريع ,1 

ب. '(0.7070707 ,0.7071429 ,1) = »× ,2.414214 = ا بع A,‏ 


س 


> @ ى س 


Tg i لف‎ 
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ج '(0.3199733- ,1 ,0.2424476-) = ™× ,5.124749 = ير بع ,1 

د. 0.49992207 ,0.1181667 ,0.6178361 ,1) = ® × ,5.235861 = تير بع رز 

9. أ. 1.00001523 = ير مع '(0.79999087- ,1 ,0.19999391( = × 
ب. 0.41421356- = اكير مع '(0.707121720- ,0.70709184- ,1) = 2× 
ج لم تتقارب الطريقة في 25 كران وعلى أي حال فالتقارب يحصل مع 2 = قير 
و '(1 ,0.3633658 ,0.57068151-) = × 


د .1.38195929 = ير مع '(1 ,0.23601909 ,0.23610068 ,0.38194003( = x‏ 
1. القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية هي : 
أ )0.5773679 ,0.5773282 ,0.5773547( = ® × ,4.0000000 = هقير 
ب. '(0.4999745- ,0.5000255 ,0.7071068-) = × ,2.414214 = لير 
ج '(0.3010466 ,0.7204271 ,0.6247845( = x‏ ,7.223663 = كير 
x = 0.3325999, 0.2671862, 0.7590108, -0.4918246( ٠‏ ,7.086130 = لير 
1 . القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية 
أ. ")0 ,2.999908 ,2.999908( = iê x(‏ = ا بع ود 
ب. '(1.414214 ,1.414214- ,0) = × ,1.000000 = ر بع ر۸ 
ج '(3.124733- ,1.135350- ,1.783218) = 9× ,1.636734 = كير بع ود 
٠‏ '(0.2763374- ,1.170675 ,1.170573- ,7236390 = 00× ,3.618177 = ۵ہ يود 
15 . القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية 
أ„ )1 ,0.99993134 ,0.9999773( = e x‏ 
ب. الطريقة لاتتحقق لأنها مقسومة على صفر 
ج. '(0.3196351- ,1 ,0.2425938-) = × ,5.124890 = ”ر 
د. )0.4978318 ,0.1217216 ,0.6125369 ,1( = 1× ,5.236112 = لير 
7. القيم المميزة والمتجهات المميزة التقريبية هي : 
ل 0.6171474 ,0.7715828 ,0.1542373) = × ,1.000000 = قير 
ب. '(0.7071413 ,0.7070723 ,0.00007432) = x‏ ,1.000000 = قير 
ج. )0.8749428 ,0.05180473 ,0.4814472( = 9× ,4.961699 = 1 
د. ")0.5385466 ,0.1153589 ,0.4231908 ,0.7194230( = x”‏ ,4.428007 = .ر 


19 أ. لدينا 6 > اذا للقيم المميزة ۸ جميعها. 
ب. القيمة المميزة التقريبية ية هي 0.69766854 = = ۵ مع المتجه المميز التقريبي '(0.04601217 ,0.2568099 ,0.7166727 ,1( — x13‏ 
ج . كثيرة حدود الخاصية هي ي - ل - “2= (0)م مع القيم المميزة 
.0.237313308 = 4 ,0.56965884 - 0.2301775942- = 3^ ,0.56965884 + 0.2301775942- = 2^ ,0.6976684972 = رز 
د. إن مجتمع الخنافس يجب أن يصل إلى الصفر؛ لأن ۸ متقاربة. 
1. باستخدام طريقة معكوس القوة مع'1 ,1,0,0 ,1,0,0 ,1,0,0) = ”× و0 = 4 نحصل على النتائج الآتية: 
أ. 0.9802071 = 49 بر/1 د )1 5 so‏ ,1.0201926 = 4 
ب. 0.9611163 = ° ب/1 د (!-مام so‏ ,1.0404568 = 3 
ج. 0,9427760 = 1/2 > (4-1)م 0ء ,1.0606974 = ٠ا‏ تبدو الطريقة مستقرة لكل » في انا 
3. بإيجاد 48 واستخدام طريقة القوة مع '(1 ,0 ,1,0 ,0 ,0 ,0,1 ,0 ,1) = × حر نحصل على النتائج الآتية : 
0 نصف القطر الطيفي هو 0.9800021 = 9 تقريبًا. 
ب. نصف القطر الطيفى هو 0.9603543 = 2ب تقريبًا. 
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ج. نصف القطر الطيفي هو 0.9410754 = 19 تقریبًا. 

مجموعة التمارين 3.9 (صفحة 581) 

1 تنتج طريقة هاوسهولدر ۲ءل1هطءوںه8 المصفوفات الثلاثية الأقطار الآتية : 








ا 0.0 10.77033 - 12.00000 ب. | 0.0 1.414214 2.0000000 
5.48 3.862069 10.77033 0.0 1.000000 1.414214 
|_ 7.137931 5.344828 0.0 |50 0.0 0.0 
ج. 1 0.0 1.414214 - 1.0000000 Ns‏ 0.0 2.263846- 4.750000 
0.0 1.000000 4 - 1.219512- 4.475610 6 - 
| 1.000000 0.0 0.0 | 5.024390 2 -_- 0.0 
3. تنتج طريقة هاوسهولدر ۲٥ل1هطءءuه8‏ المصفوفات الثلاثية الأقطار الاتية: 
8 | 1.4142136 2.8284271 2.0000000 ب. 0 3.0655513 — 1.0000000 — 
2.0000000 1.0000000 2.8284271 — 02 [[0.23076921- 3.6055513- 
|_ 3.0000000 2.0000000 0.0000000 2 0.15384615 0.0000000 
ج | 1.5649769 - 1.4320780 - 4.9497475 5.0000000 .| 0.0000000 0.0000000 1.7320508 4.0000000 
8 2.4855515 - 2.0000000 - 1.4142136 - 9 0.23570226 2.3333333 1.7320508 
2- 1.4237288 - 5.4313902 - 0.0000000 7 - 4.6666667 0.47140452 - 0.0000000 
| 5.4237288 1.593865 0.0000000 0.0000000 5.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 


مجموعة التمارين 4.9 (صفحة 591) 
1. تنتج تكراران لخوارزمية 0۸ المصفوفات الآتية: 





3 0.0 5 = 0.6939977 ت 0.0 1.212648 4.535466 
AM = | 1.212648 3.533242  3.83x 107 A = | - 0.3759745 7 - 0.03039696‏ 
x 107 - 0.06870782 0.0 - 6 3.4413585 0‏ 3.83 0.0 
€ 0.0 9 -— 4.679567 
A43 = | 09 3.052484 - 1.207346 × 10-5‏ 
1.267949 10-5 × 1.207346 - 0.0 
د 0.0 0.0 0.4423226 0.3862092 
0.0 4 --— 1.787694 0.44236 يم 
10-5 × 3.116382 3.080815 4 =--— 0.0 
4.45281 10-5 × 3.116382 0.0 0.0 
چ 0.0 00 1.7 5- 
0.0 6 - 7- 1.130297 يم 
x 107°‏ 1.863997 0.8172086 56 - 0.0 
x 107° 3.438803‏ 1.863997 0.0 0.0 
5 0.0 0.0 71 0.2763388 
A0 0.1454371 0.4543713 0.1020836 0.0‏ 
10-5 4.36- 1.174446 0.1020836 0.0 
0.9948441 10-5 × 4.36 - 0.0 0.0 
3. للمصفوفات في التمرين (1) القيم المميزة الآتية» وهي دقيقة ضمن 10-5: 
أ„ 0.58578644 ,2.000000 ,3.414214 ب. 2.722246 ,5.346462 ,0.06870782 - 
ج 3.000000 ,4.732051 ,1.267949 د. 0.2547188 ,1.822717 ,3.177283 ,4.745281 
ه 3.778287 - ,1.488068 - ,0.8275517 ,3.438803 و. 0.1922421 ,0.5238224 ,1.189091 ,0.9948440 


5. للمصفوفات فى التمرين (1) المتجهات المميزة الآتية» وهى دقيقة ضمن؟10: 
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(-0.7071067, 1, - 0.7071067(' , (1, 0, -1(' , (0.7071068, 1, 0.7071068) 

(0.1741299, - 0.5343539, 1)“, (0.4261735, 1, 0.4601443(' , )1, - 0.2777544, - 0.3225491) 

(0.2679492, 0.7320508, 1(' , (1, - 0.7320508, 0.2679492), (1, 1, - 1(' 

(- 0.08029447, - 0.3007254, 0.7452812, 1(' , (0.4592880, 1, - 0.7179949, 0.8727118), (0.8727118, 0.7179949, 1 
-0.4592880(' (1, - 0.7452812, - 0.3007254, 0.08029447(' 

)-0.01289861, - 0.07015299, 0.4388026, 1(' , )- 0.1018060, - 0.2878618, 1, - 0.4603102(' , )1, 0.5119322, 0.225992 
-0.05035423(' )- 0.5623391, 1, 0.2159474, - 0.03185871(' 


و. 0.6907921 - ,0.09528962 ,1) , '(0.,3945081 ,0.7459807 ,1 ,0.3627966( , '(1 ,0.05155956 - ,0.3008950 - ,0.1520150-) 
'(0.1237995 - ,1 ,0.9884448 - ,0.8029403( , '(0.1450703 


مد ا بال 


١ 


7: أب التكن ا 0 مرق ×۶ -لا. أثبت أن «الالا = 2اا×اا. استخدم العلاقة “6م = 2× + د حيث «ااءا| = ٣‏ 


و (×/ )ہا ع وكزلك ۲۹*۹ = درا + ور 
ف . دع'(0 ,1) =× و 1/4 =0. 
9. لتكن 80 = »٤‏ حيث ۸ مصفوفة مثلثية عليا و © مصفوفة 11255605618 العليا. لذلك فإن ن,4»” ,)< = زك. وبما أن ۴ مصفوفة 
مثلثية علياء فإن 0 = ء۶ إذا كان : > م. لذلك فإن »:7 :< = رت. وبما أن 2 مصفوفة عنهدممء:2115 فإن 0 = ريو» إذا كان 
.k> j+1‏ لذلك فإن و = = .Cij‏ سيكون الجموع صفرًا إذا كانت 1 در i>‏ ولذلك فإن 0 = ره إذا كانت 2 +ز < 1 . وهذا 
2 أن © مصفوفة عإءط«ءءوء# العليا. 
13 ضمن؟ 10» القيم المميزة هي 0.3819660 ,1.381966 ,3.618034 ,2.618034 
ب بدلا م و 6 فإن القيم المميزة هي م/م 9.549150- , م/م 34.5495 - , م/درك90.4508 - , -65.45085p/p‏ 
E 15‏ كس لمر 
. عندما 3 <“ يكون لدينا 0.29229249 ,0.42884258 ,0.57115742 ,0.70770751 ,0.82743037 ,0.92062677 ,0.97974649 
0.020251 ,0.07937323 ,0.17256963 
ب. عندما 4 =» يكون لدينا 0.4154101 - ,0.14231484 - ,0.14231484 ,0.41541501 ,0.65486073 ,0.84125353 ,0.95949297 
7- ,0.84125353 - ,0.65486073 - 
ج عندما ‡ =» يكون لدينا 1.12312252 - ,0.71347226 - ,0.28652774 - ,0.12312252 ,0.48229110 ,0.76188030 ,0.93923946 
6 »- ,1.76188030 - ,1.48229110 -. تبدو الطريقة مستقرة عند إ > ». 
مجموعة التمارين 1.10 (صفحة 605) 
1. استخدم النظرية (5.10). 
3. استخدم النظرية (5.10) لكل واحدة من المشتقات الجزئية 
5 أ أ. مع '(0,0) = × وحد سماحة ۰0 يكون لدينا )0.9999973 ,0.9999973( = x13‏ 
ب. مع ,0) = × وحد سماح؟ 107 يكون لدينا “(0.9999991 ,0.9999984) = لللير 
7 أ. مع ,1 ,1) = "× يكون لدينا '(0.5235988 - ,0.0000000 ,5.0000000) = 3× 
ب. مع ,1 ,1) = "كا يكون لدينا '(0.93119113 ,1.0857072 ,1.0364011) = × 
ج. مع '(0.5 ,0 ,0) = "× يكون لدينا '(1.0000000 ,0.09999999 ,0.00000000) = × 
د. مع '(0 ,0 ,0) = »ا يكون لدينا '(0.52882595 - ,0.19960600 - ,0.49814471) = 7× 
اأ مع '(1,1,1) = "× يكون لدينا '(0.5235988- ,0 ,0.5000000) = × 
ب. مع ,1 ,1) = × يكون لدينا '(0.9311914 ,1.085707 ,1.036400) = ۵× 
5 مع '(0 ,0 ,0) = "× يكون لدينا '(1.0000000 ,0.1000000 ,0) = × 
د. مع '(0 ,0 ,0) = "× يكون لدينا '(0.5288260 - ,0.1996059 - ,0.4981447) = × 


1. نحصل على حل مستقر عندما 8000 = × و 4000 = يد 
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مجموعة التمارين 2.10 (صفحة 613) 
1. أ '(0,4958936,1.983423) = x‏ 


ب. '(0.01837622- ,0.5131616-) = 2× 
ج١٠‏ '(7.6086797 ,23.942626( = x2‏ 
د. لا يمكن حساب "×؛ لأن (7)0 منفردة. 
58 أ ')6.1 ,1.1( and‏ ')0.2 ,0.5( 
ج. '(2.5,4) ,'(1,3.5-) 
5أ. مع 2 ,0.5) = × يكون لدينا '(0.5,2) = ۵× ومع (1.1,6.1) = × يكون لدينا '(6.0409329 ,1.0967197) = × 
ب. مع '(0.35,0.05-) = × يكون لدينا '(0.05626649 ,0.37369822-) = ير 
مع '(0.45- ,0.2) = ۳× يكون لدينا '(0.43617762- ,0.14783924) = ۵× 
مع '(0.5- ,0.4) = × يكون لدينا '(0.49262939- ,0.40809566) = × 
ومع '(0.3-,1) = © يكون لدينا '(0.27996184- ,1.0330715) = × 
ج مع '(1,3.5-) = © يكون لدينا '(3.5 ,1-) = ('× ومع 4 ,2.5) = × يكون لدينا '(3.984998 ,2.546947) = × 
د مع '(0.11,0.27) = × يكون لدينا '(0.2711051 ,0.1212419) = 9× 
7 أ. ’)0.8660254 ,0.5000000( = اكير ب. '(1.772454 ,1.772454) = 9× 
ج. '(0.4224934 ,1.664230 - ,1.456043 -) = × د. )0.5288260 - ,0.1996059 - ,0.4981447( = #اير 
9 مع “(1 -1,1) = "× و 10-6 = 701 يكون لدينا '(0.5235988- ,10-7 × 9.5 ,0.5) = 20ير, و 
1. عندما يكون البعد 7 هو 1 فإن («)6 دالة («):/ = (×) بعنصر (مكون) واحد» وإن للمتجه × عنصرًا (مكونا) واحدا × = 0د 
فى هذه الحالة» فإن مصفوفة جاكوبيان «هطهءه[» (*)7 تتقلص إلى مصفوفة (×)'/ = («)”/ = [3//3:020] بعنصر واحد 1 1. 


ب. '(0.3 - ,1( and‏ '(0.5 - ,0.4 ) ,)0.45 - ,0.2( ,'(0.05 ,0.35-) 
د. '(0.11,0.27) 





وبذلك فإن معادلة المتجه (ل! -#بر)ع!-((1-ب)ر ‏ “× = “× تصبح معادلة الثابت لكام وود - ا( ر ا 2 يئر 
2 6-1 
13 مع 1 = "إ8 عند كل 20 ,...,1,2 = ¡ نحصل على النتائج الآتية : 
6 5 4 3 2 1 3 
5 0.31878 0.28413 0.24522 0.19954 0.14062 8/7 
i 7 8 9 10 11 12 13‏ 


0 0.50697 0.48348 0.45920 0.43398 0.40763 0.37990 ې 


1 14 15 16 17 18 19 20 
0 0.55205 0.57382 0.59516 0.61615 0.63683 0.65726 46 


مجموعة التمارين 3.10 (صفحة 622) 








1. أ. 1.927557 ,0.4777920( = x‏ 
ج. ")82434906 0 52293721 0( = × 
3. أ. مع '0 ,0) = × يكون لدينا '(2 ,0.5) = ®× 


x = (0.5, 0.8660254)’ € 


ب. '(0.1386967 - ,0.3250070 -) = 2× 
د. )74339606 1 77949990 1( = x2‏ 


ب. مع '(0 ,0) = × يكون لدينا '(0.05626649 ,0.3736982 -) = × 
د 1.772454 ,1.772454( = × 
5. أ. مع '(2.5,4) = "× يكون لدينا '(3.984998 ,2.546947) = × 
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ب. مع '(0.11,0.27) = × يكون لدينا '(0.2711052 ,0.1212419) = ۵× 


ج مع “1 ,1 ,1) = ۵× يكون لدينا '(0.9311914 ,1.085707 ,1.036401) = × 
د. مع ,1-,1) = “ير يكون لدينا '(0.5 ,1- ,0.9) = ®× ومع “(1-,1 ,1) = × يكون لدينا '(0.5 -,1 ,0.5) = × 
7 مع “1 -1,1) = × يكون لدينا '(0.5224818 - ,0.01057235 ,0.5000591) = 9تككر, 
9. لتكن < قيمة مميزة ل (۷+[) = gM‏ متجه مميز ۶0 *. لذلك »(×'۷) + × = ×( “+ 1) = ×1 = ×۸ ومن ثم فإن 
ا . وإذا كان 1 = ۸ فإن 0= ×”۷. ول فإن 1= ۸ عبارة عن قيمة مميزة ل 1/4 مع مضروب (0-1) ومتجهات مميزة 
xO, ..., xD»‏ حيث 0= ۷×0 عند 1 -8 ,...,1 = [. مفترضين أن 1[ عو يؤدي إلى أن عد ون متوازيان. افترض أن Xx = qu‏ 
. سيكون ا((لا»ه) '؟) = س»(1 - ^) وبذلك uس(س”)»‏ = »(1 - )»» الذي يؤدي إلى کون س = ۸-1 أو س۷ +1=.. لذلك 
فإن ل ۸ قيمًا مميزة ”> :> 1 ,:۸ حيث 1= :۸ عند 1 - ۸ ,...,1 =1 و س + 1= ,د. ولكون :۸,۔]]] = 206:14 يكون لدينا 


.detM = 1+ v'u 
مع '(1.25 ,0.75) = "× يكون لدينا '(1.184712 ,0.7501948) = “×. ولذلك فإن 1.184712 = ط ,0.7501948 = ۾ وإن الخطأ هو‎ .1 
.19.796 


مجموعة التمارين 4.10 (صفحة 630) 

×1 = )0.4943541, 1.948040(' مع '(0 ,0) = "× يكون لدينا‎ i.1 
× = )0.4970073, 0.8644143(' ب. مع '(1 ,1) = × يكون لدينا‎ 
× = )1.736083, 1.804428(' ج. مع '(2 ,2) = "× يكون لدينا‎ 
×7 = )- 0.3610092, 0.05788368(' د. مع '(0 ,0) = × يكون لدينا‎ 


8 × ب. ")0.8660254 ,0.5( = 3× 
ج. '(1.,772454 ,1.772454( = فير د, '(0.05626649 ,0.3736982 -) = )× 
5. أ )0.9311914 ,1.085707 ,1.036400( = x‏ ب '(0.5-,0.5,1) = 3× 
ج„ )0.4224934 ,1.664230 - ,1.456043 -( = x3‏ د, “)1.0000000 ,0.10000001 ,0.0000000( = فير 
مجموعة التمارين 5.10 (صفحة 673) 
1. أ '(2.25-,3) ب. )2.6184211 ,0.42105263( ج. )1.3627731 - ,2.173110( 
3. إن استخدام 0 = (0)× في الفقرات كلها يعطي: 
أ„ ")1.8279835 ,0.44006047( ب„ '(0.096669468 ,0.41342613 -( 
ج, ")0.52067978 - ,0.24999091 ,0.49858909( د. ")21.725806 - ,18.532258 ,6.1935484( 


1.5 مع '(3.5 ,1 -) = (0)× تكون النتيجة '(3.5 ,1-) 
ومع '4 ,2.5) = (0)× تكون النتيجة 3.5 ,1-) 
ب. مع '(0.11,0.27) = (0)× تكون النتيجة '(0.27110516 ,0.12124195) 
5 مع '(1,1,1) = x(0)‏ تكون النتيجة )0.93119144 ,1.08570655 ,1.03640047( 
مع '(1,1-,1) = (0)× تكون النتيجة '(0.496610937 ,1.00238008 - ,0.90016074) 
ومع '(1- ,1 ,1) = (0)× تكون النتيجة '(0.49661093 - ,1.00238008 ,0.50104035) 
7. أ. مع '(1,3.5-) = (0)× تكون النتيجة '(1,3.5-) ومع '(4 ,2.5) = (0)× تكون النتيجة '(3.9849975 ,2.5469465) 
ب. مع '(0.27 ,0.11( = x(0)‏ تكون النتيجة )0.27110516 ,0.12124191( 
ج. مع '(1 ,1 ,1) = (0)× تكون النتيجة '(0.93119144 ,1.08570655 ,1.03640047) 
4 مع “(1,1 -,1) = x(0)‏ تكون النتيجة )0.49968944 ,1.00021826 - ,0.900015964( 
ومع '(1-,1,1) = (0)× تكون النتيجة '(0.49968944 - ,1.00021826 ,0.5009653) 


a 


3 
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m 0.52156996) .9‏ ,0.078230039 ,0.50024553( 
1. لکل ۸ یکون لدينا (5)0»)0 e‏ - ((۴)×0 = ((0× ,60 =0 
لذلك F(x(0))‏ تم + 00 e F(x(0)) = J(x())‏ + لك الك ا سك 


3 ”)0( - - ۸ع‎ = 5 
(x(0)) *)00( e ^ F(x(0)) F(x(0) و‎ 0 E ) 
وعليه فإن‎ 


F(x(0)‏ ((20»0 - = لمكا 
ومع 1 = ۸» يكون لدينا 1 = ۸» لذلك فإن 

((0)»)س "7 x(1) = x(0) - J(x(0))‏ 
وعلى أي حال فإن طريقة نيوتن تعطي 

x) ے‎ × _ J(x®)71F(x®) 
×)1( = × ولأن "× = (0)×» يكون لدينا‎ 
)648 مجموعة التمارين 1.11 (صفحة‎ 
تعطي خوارزمية القذف الخطي «طاذ:هعاة و«ناه0ط5 :دنآ النتائج في الجداول الآتية:‎ .1 


Wi mT‏ )ر به ¡ 5 Wii‏ )ر 
1 0.5 0.82432432 0.82402714 1 0.25 0.3937095 0.3936767 
ج ج ڪڪ ج ڪي 2 0.50 0.8240948 0.840271 

1.3706 1.337160 075 3 


3. تعطي خوارزمية القذف الخطي «تطانءهواة وهناههم5 ”1 النتائج في الجداول الآتية : 


y(x:) Wii Xi i ب.‎ y(x:) Wii Xi i 
0.1676243 0.1676179 125 5 0.7831923 4 0.3 3 
0.4581935 0.4581901 1.50 10 0.6022801 0.61 0.6 6 
0.6077740 0.6077718 1.75 15 0.8568760 0.8568906 0.9 9 

y(x:) Wii Xi i د.‎ y(x:) Wii Xi i € 
0.06553420 0.065536 1.3 3 - 0.5185728 - 4 0.3 3 
0.07745947 0.0774590 1.6 6 —-= 7 -= 21 0.6 6 
0.03056208 0.0305619 1.9 8 1-70 - 7 09 3 


5. تعطي خوارزمية القذف الخطي سطانهعاة ومناههط5 iner‏ مع 0.05 = ۸ النتائج الآتية: 


Wii Xi i 
0.04990547 0.3 6 
0.00673795 0.5 10 
0.000755 0.8 16 
مع 0.1 دم النتائج الآتية:‎ Linear Shooting Algorithm تعطى خوارزمية القذف الخطى‎ 
Wi Xi i 


0.05273437 0.3 3 
0.00741571 0.5 5 
0.00038976 0.8 8 
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7 . الكامن التقريبي هو 36.66702 < (3)„ مستخدمين 0.1 = ۸. 
ب. الكامن الحقيقى هو 36.66667 = (4)3. 
9. أ. لا توجد حلول إذا کات و هيدا صحيكًا بعاعنا 3 وإن 40+ 8. 
ت يوجد حل وحيد متى كانت 5 ليست عددًا صحيحًا مضاعفًا 7. 
ج. هناك عدد لانهائى من الحلول إذا كانت 5 عددًا صحيحًا مضاعفًا ”» وأن 0 = 8. 
مجموعة التمارين 1 (صفحة 655( 
1. تعطي خوارزمية القذف اللاخطي 0.405465 = 1.5 ما ^ 0.405505 = ربا 
3. تعطي خوارزمية القذف اللاخطي النتائج في الجداول الآتية : 


Wi Wii Xi زوللا افيه أ‎ Wii Xi 2 


Ù 5 0.50000000 1.00000000 0‏ 0 1.00000000 2.00000000 0.00037561 
1 1.20000000 0.45454784 0.20660805 - 1 1.20000000 230 :0.30438685 
2 1.40000000 4 ...0.17360737 - 2 1.40000000 1 0.48837177 
3 1.60000000 0.38462082 4 - 3 1.60000000 2.25330062 0.60800801 
4 1.80000000 0.35714950 0.12754660 - 4 1.80000000 2.53335306 0.68995503 
5 2.00000000 0.333413 01 5 2.00000000 2.50001814 0.74803626 
التقارب في 3 تكرارات 0.24999645 - = 1 التقارب في 7 تكرارات 0.00037560915 = ۲ 
ج“ Wii Xi i‏ زوللا قر Wi E ٣‏ زوللا 
0 2.00000000 1.19314718 0.24999064 0 1.00000000 0.0000000 1.00003300 
1 2.20000000 1.24300222 0.24792509 1 1.10000000 0.12685765 1.55599879 
2 2.40000000 70+ 0.24304604 
2 1.20000000 0.31505131 222 
3 2.60000000 1.34028 0.3667511 3 1.30000000 0.57641412 3230195 
4 2.80000000 1.3867566 0.22957777 4 1.40000000 0.92328031 3.93845898 
5 3.00000000 9 .0.22220426 
5 1.50000000 1.3684449 4.98688802 
6 1.60000000 192513857 6.1696247 
التقار ب في 3 تكرارات 0.24999064 = ۲ 7 1.70000000 2.60698306 7.4905405 
8 1.80000000 347739813 28579 
9 1.90000000 4.40249050 10.56127800 
10 2.00000000 5.345190 1.3714 


التقارب فى 8 تكرارات 1.0000330 = ۲ 
5. . عدّل الخوارزمية (2.11) بحسب الآتي : 


h = (b —a)/N 
k=2; 
1161 = (8 - a)/(b — a) ضء‎ 


ضع Wı, = Q@‏ 
TK1‏ = ويس 
EN‏ شد ا <2 دلوق 4و 15 
ا ضم x= a+ )]- 1)h‏ 
ب 
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ضع 


| 6 | ضع )4 - ١)/(بر‏ رس - 8) + 1161 = TK2‏ 


kı1 = hwa.i-1; 


kı2 = hf (X, W,i-1, W2i-1); 
ريغ‎ = h(wai-ı + kı2/2); 
kaa = hf (x + h/2, ,ةما + يرس‎ wai-1 + k1 2/2); 
روا‎ = h(waı-ı + k22/2); 
يووا‎ = hf (x + h/2, ررس‎ + ka1/2, wai-ı + ka2/2); 
يوس)ط = ريا‎ + ka2/2); 
ka2 = hf (x + h/2, روغ + وروص‎ Wai-ı + ليها‎ 
ورين = رن‎ + (kı, + 2k2,1 + و2‎ + ka,.1)/6; 
م) + دريس ع روس‎ + 2k22 + 2k32 + يما‎ /6. 
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| 7 أمادا 10 > ) فنفذ الخطوات 8 - 15. 


TK2; 98‏ = ووس 
5 .باللا = HOLD‏ 


<< 9 إعند 1,...,0 = نفذ الخطوتين 10 و11. 


رك 
١ |‏ اسائ لاقي سس 000 


إذا كان ۲01 > |8 - |٠.۸١‏ فنفذ الخطوتين 13 و 14. 


TK = TK2 — (wı, — B)(TK2 — TK1)/(wı.y — HOLD); ضع‎ 
TKI = TK2; 
TK2=TK; 
k=k+1. 


المخرجات ( تم تجاوز أكبر عدد من التكرارات.) 


توقف. 


ب. في 3 تكرارات يكون لدينا 


(3) 3 التكرارات: 

Wi Xi i 
0.45453896 12 1 
0.41665348 1.4 3 
0.38459538 1.6 3 
0.35711592 1.8 4 


yx) 


0.45454545 
0.41666667 
0.38461538 


0.3537146 


مجموعة التمارين 3.11 (صفحة 661) 


1. تعطي خوارزمية الفرق المنتهي الخطي النتائج الآتية : 


(3ج) 3 التكرارات: 


س انم نينا اك 


Xi 


22 
2.4 
2.6 


2.8 





i 


1.242995 
1.29211897 
1.34009800 


1.38671706 


y(x:) 


1.4300281 
150 
1. 3 


1.33867627 
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yx) Wii Xi i 

أ 1 05 0.83333333 0.82402714 

y(x:) Wii Xi 1 ب‎ 
03365769 0.39512472 05 1 
0.82402714 0.82653061 05 2 
13308613 1.33956916 075 3 

.0 - )4(0.82653061 
ج ومع ووو وت 0.833933351 0.82656( 
3. تعطي خوارزمية الفرق المنتهي الخطي النتائج في الجداول الآتية : 
yx) i xı 0 yx) Wi Xi 2‏ 
3 ين 1.018096 11021404 5 125 0.16797186 0.1676247 
5 +05 0.543 0.59713617 10 1.50 0.45842388 0.45319349 
E‏ 0 0.65290384 15 1.75 0.60787334 060777401 
ج y(x:) Wi Xi i‏ ده 1 y(x:) Wii Xi‏ 

0.0655342 7 1.3 3 -0.51857233 3 4 03 3 
0.0774595 0.0773936 1.6 6 - 0.2195247 7 0.6 6 
0.0305621 0.0305465 1.9 9 - 0.04065697 -8 0.9 9 

5. تعطي خوارزمية الفرق المنتهي الخطي النتائج في الجداول الآتية : 

i‏ ب Xi i  WR= OD.‏ )0.05 = )انه 

0.05132396 03 6 0.05572807 03 3 

0.00263406 06 12 0.00310518 06 6 

0.00013340 09 18 0.00016516 09 9 


7 . الإزاحات التقريبية مبينة في الجدول الآتي: 


Wii Xi i 
0.0102808 30 3 
0.014427 60 10 
0.0102808 90 15 


ب. نعم 

ج. نعم؛ أعظم إزاحة تظهر عند 60 = × . الحل الصحيح هو ضمن حد السماح» لكن التقريب ليس كذلك. 
مجموعة التمارين 4.11 (صفحة 667) 
0 تعطى خوارزمية الفرق المنتهى اللاخطى Nonlinear Finite-Difference Algorithm‏ النتائج الآتية : 
ا y(x:) Wi Xi‏ 


0.4054651 0.4067967 13 1 


3. تعطي خوارزمية الفرق المنتهي اللاخطي Nonlinear Finite-Difference Algorithm‏ النتائج فى الجداول الآتية: 
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Wi Xi 1 ب.‎ Wi Xi 
2.00000000 1.00000000 0 0.50000000 1.00000000 0 
2223400 1.20000000 1 0.45458862 1.20000000 1 
2.11487319 1.40000000 2 0.41672067 1.40000000 2 
2.22533634 1.60000000 3 0.3346617 1.60000000 3 
2.533244 1.80000000 4 0.33316933 1.80000000 4 
2.50000000 2.00000000 5 0.333333 2.00000000 5 
التقارب في تكرارين التقارب في 3 تكرارات‎ 
Wj Xi 1 0 Wi Xi i € 
0.00000000 1.00000000 0 1.19314718 2.0 0 
0.12489059 1.20000000 1 1.24305499 22 1 
0.31108664 1.40000000 2 1.922021 2.4 2 
0.57051196 1.60000000 3 1.34018566 2.6 3 
0.91563623 1.80000000 4 1.336790 2.8 4 
1.33943651 2.00000000 5 1.43194562 3.0 5 
1.91536814 1.20000000 6 
2 838 1.40000000 7 التقارب في تكرارين‎ 
3.4197113 1.60000000 8 
4.977235498 1.80000000 9 
5.45744 2.00000000 10 
التقارب في 4 تكرارات‎ 
6.5 
)14( عند‎ 
3 w;(h = 0.2) wi (h = 0.1) wı (h = 0.05) EXT: EXT EXT; 
12 0.45458862 0.45455753 0.45454935 0.45454717 0.45454662 0.45454659 
1.4 0.41672067 0.41668202 0.41667179 0.41666914 0.41666838 0.41666833 
1.6 0.38466137 0.38462855 0.38461984 0.38461761 0.3846164 0.38461689 
1.8 0.337316943 0.353315045 0.353314542 0.35714412 0.35331434 0.35714372 
)14( عند‎ 
Xi )رس‎ = 0.2) wı (h = 0.1) )رس‎ = 0.05) EXT EXT: EXT; 
2 2.34023 2.0335158 2.733376 2 3 2 4ه ,2 2 هص‎ 
1.4 2.114872 2.1446 2.1143 2.114297 2.11483 2.114858 
1.6 2.2253360 2.597 2.222506 2.25309 203 2 0 


1.8 2.5537724 2.5001 2.555668 2.53553533 2.55355356 2.3535356 
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ثلاثية الأقطار مع العناصر:‎ J = إن مصفوفة جاكوبيان صهنامء1 (رنه)‎ .7 
1 
55 2 ا‎ 2 
برج ع بوركم + 2 ح ريه‎ 2 ۵) 
a h 1 
وود 7+ - = وريه‎ Wi: جرح‎ (W2 = @) 
h 1 
224 > 87-1 لكل‎ ai1 = 1 5 (i. w, برج‎ Wirt - 0ه‎ 
1 
2>1>8-1 لكل‎ a =2+Ff, (i, مساجو برس‎ = wı-)) 
h 1 
2> 1 > 8-1 لكل‎ a = -1+ 2 Xi, Wi, برج‎ Wirt - W-1) 
h 1 
aN, N-1 = -1- 20 (n. WN, 276 3 ددم‎ ( 
2 1 
an,N =2 +h" fy ) Xn, Wn, (دبوس - 8) برج‎ 


لذلك فإن ,۸6 +2 < إريه| عند ۸ ,...,1 = :. ولأن 1 > |( ,ر ,)۶| و 2/1 > 8ع فإن 








h (AE 
r. 5 ER 1 
1 1 و‎ 
ا = ايها‎ + 2 6 Wı, 2 W2 -۵( N E 
lai-ıl + lairıl = —aii-ı - بيه‎ 
h 1 h 1 
=1+ 2 (x: Vi, برج‎ Wi+t - م( 2 = 0ه‎ Wi, برج‎ Wir! 2 ™-0( 
=2 > lal, 
5 17د‎ L6 - w-0) > 2 > اندها‎ 

aN, N-1| = —~QaN,N-1| = 2 بر‎ | XN, WN, 2h WN-1 < مه‎ > ANN و‎ 


واستنادًا إلى النظرية (29.6)» المصفوفة 7 غير منفردة. 
مجموعة التمارين 5.11 (صفحة 682) 
1 تعطى الخوارزمية الخطية الجزئية Piecewise Linear Algorithm‏ 
)0.074426784 - (») 0.077132744- = (»)0 القيم الحقيقية هي 0.07988545 - = (ردار 
و 0.07712903 - = (2×)ر 
3. تعطي الخوارزمية الخطية الجزئية ٣٣اناهعا4‏ 1۴ا مو«ءءءا٣‏ النتائج في الجداول الآتية : 
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yx) (xi) Xi 1 (×)ر ب.‎ (x) Xi 1 
0.1814273 0.1815138 3 3 - 0.21 -= 3 0.3 3 
0.1804753 0.1805502 0.6 6 - 0.24 - 0.43 0.6 6 
0.05934303 0.05936468 0.9 9 —- 0.09 — 0.090333 0.9 9 

yx) (x) Xi 1 (ودار به‎ %(x:) xi 4 

0.181423 0.1814269 0.3 3 -1 — 0.2100000 0.3 3 
0.1804754 0.1804753 0.6 6 - 04 — 0.2400000 0.6 6 
0.05934303 0.059341 0.9 9 -0.09 — 0.0900000 0.9 9 


5. تعطي خوارزمية الأخدود التكعيبي سطاذءهواك ١«نام؟‏ اط النتائج في الجداول الآتية : 


yx) %(x:) i 2 دار ف‎ %(x:) Xi ا‎ 
0.1814273 0.1814269 0.3 3 - 1 ¬ 0.210000 0.3 3 
0.1804754 0.1804753 0.6 6 - 4 -— 0.24000 0.6 6 
0.05934303 0.059341 0.9 9 —- 0.09 — 0.0900000 0.9 9 

y(x:) %(x:) 5 4 فد‎ yx) %(x:) Xi i ج‎ 
- 0.1845204 - 1 0.25 5 —-= 1 —-= 9 0.25 5 
- 0.2735857 = 3 0.50 10 - 0.5347803 -- 79 0.50 10 
- 0.2284204 - 0.2284186 5 15 —- 0.4509614 ¬ 0.4519 0.75 13 

yx) 0x) xi i 7 

1.0408182 1.0408182 0.3 3 

1.166 1.10657 0.6 6 

1.306567 1.3065697 0.9 9 


9. يعطي التبديل ذ في المتغير (ه - ط)/(ه - ) = س مسألة القيمة الحدية 

a)w + a)y') + (b - a)”q((b - a)w + a)y = (b - (2 f ((b - a)w + a)‏ - گ- 
حيث 8 = (1)ر ,» = (0)ر ,1 > س > 0, لذلك يمكن استخدام التمرين (6). 
3. عند '( رہ٥‏ ,...,1 ,و = و (مم)روه 2 = (م)فء يكون لدينا ×4 0[2)ف](م)و + ۶(٭)'6](*) | cae=‏ ولكن 0 < (×)م 
و 0< 40]0(12: لذلك فإن 0 < ٠4١‏ » ومن الممكن أن تكون صفرًا عند 0 # × فقط إذا كانت 0= (:)'# على [1 ,0]. وعلى أي 
حال فإن (40,4,.....4) مستقلة خطيًاء ومن ثم فإن 0 ۶ ()'4 على [1 ,0]» و 0 -ع24 إذا وفقط إذا كانت 0 =». 
مجموعة التمارين 1.12 (صفحة 698) 
1. تعطي خوارزمية معادلة بواسون للفرق المنتهي ٥٢ء‏ rء؟؟¡-۵‏ )م۴ ناد «مدوزهم النتائج الآتية: 
4(xi, Yj) Wij 3 Xi i‏ 


7 
0 0.0 0.5 0.5 1 
0.25 0.25 1.0 0.5 2 1 
1 1.0 15 0.5 3 
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3. تعطى خوارزمية معادلة بواسون للفرق المنتهى Poisson Equation Finite-Difference‏ النتائج الآتية: 


تتطلب 30 تكرارًا. 
4(xi, Yj) Wi,j Yj Xi j 7‏ 
2 3 0.4 0.4 0.1599988 0.16 
2 4 0.4 0.8 0.3199988 0.32 
4 2 0.8 0.4 0.319995 0.32 
4 4 0.8 0.8 0.6399996 0.64 
تتطلب 29 تکرارًا. 
ب 2 31 4(x:, Yj) Wij Yj Xi‏ 
2 1 1.256637 0.314153 0.2951855 0.29386 
2 3 1.56637 0.9424778 0.1830822 0.1816356 
4 1 2.5324 0.314153 48 -— 0.769429 - 
4 3 2.53324 0.9424778 0.4785169 -— 45283 - 
تتطلب 126 تكرارًا. 
Yj Xi 31 0 dû‏ ز,اللا 00 U(Xi,‏ 
4 3 0.8 0.3 1.2714468 1.2712492 
4 7 0.8 0.7 1.7509414 15.65 
8 3 1.6 0.3 1.6167917 1.6164 
8 7 1.6 0.7 3.0659184 3.0648542 
تتطلب 127 تكرارًا. 
4(x:, Yj) Wij Yj xi 7 1>‏ 
2 2 12 12 0.5251533 0.5250861 
4 4 1.4 1.4 1.3190830 1.3189712 
6 6 1.6 1.6 2.4065150 2.4064186 
8 8 1.8 1.8 3.8388995 3.8088576 


7. تعطي القوة التقريبية عند بعض النقاط الاعتيادية النتائج الآتية: 


Wi,j Yj Xi 1 i 
88 0.4 0.1 4 1 
66 0.1 0.2 1 

66 0.2 0.4 2 4 


مجموعة التمارين 2.12 (صفحة 710) 
| إن خوارزمية الفرق التراجعي لمعادلة الحرارة Heat Equation Backward-Difference‏ تعطي النتائج الاتية: 


4(xXi, tj) Wij 1 Xi i 
0.652037 0.632952 0.05 0.5 1 1 
0.883397 0.895129 0.05 1.0 1 2 
0.625037 0.632952 0.05 13 1 3 
0.552493 0.566574 0.1 0.5 2 1 
0.781344 0.801256 0.1 1.0 2 2 
0.552493 0.566574 0.1 15 2 3 
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3. إن خوارزمية Crank-Nicolson‏ تعطي النتائج الآتية : 


fj Xi 1 i 
0.05 0.5 1 1 
0.05 1.0 1 2 
0.05 1.5 £ 3 
0.1 0.5 2 1 
0.1 1.0 2 2 
0.1 13 2 3 

5 


أ. عند 0.4 = ۸ و0.1 = ۸: 


7 Xi 0 i 
0.5 0.8 5 2 
0.5 1.2 8 3 
0.5 1.6 5 4 


:۸ = 0.05 عند 0.4 = ۸ و‎ 
1j Xi 1 i 


2- 10 ج08 0.5 
1O9‏ 2 0.5 
4 10 16 0.5 
ب. عند & = ۸ و 0.05 = ۸: 
j i‏ 5 
3 10 0.94247780 
6 10 1.88495559 
9 10 2.82743339 
7 . عند 0.4 = ۸ و 0.1 = ۸: 
Xi 0 £‏ 1 
2 5 08 0.5 
3 5 :12 0.5 
4 5 16 0.5 


:۸ = 0.05 عند 0.4 = ۸ و‎ 
fj Xi j i 


0.5 0.8 10 2 
0.5 12 10 3 
0.5 1.6 10 4 


Wij 
0.628848 
0.889326 
0.628848 
0.559251 
0.790901 
0.559252 


. إن خوارزمية الفرق التتابعي Forward-Difference‏ تعطي النتائج الآتية: 


4(x;, 1j) Wij 


303560 
—_- 0 
1.876122 


4(xi, tj) Wij 


0 
0 
0 


ooo 


Wi,j 1 


0.4864823 0.5 
0.5718943 0.5 
0.1858197 0.5 


0 
0 
0 


4(xi, tj) 


0.4906936 
0.3368449 
0.1874283 


fj) Wij‏ مداه 


— 4.93 x 10-4 
4.93 x 10-4 
-3.05 10-4 


u(xi, tj) 


0 
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ط. عند 3 = ۸ و 0.05 = ۸: 
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4(x:, tj) Wij 1j Xi j i 
0.4906936 0.4986092 0.5 0.94247780 10 3 
0.568449 0.5861503 0.5 1.88495559 10 6 
0.1874283 0.1904518 0.5 2.439 10 9 
: إن خوارزمية «0ءاهه مه۳ تعطي النتائج الآتية‎ .9 
:) = 0.1 أ. عند 0.4 = ۸ و‎ 

4(xi, 1j) Wij fj Xi j i 
0 2% 10 0.5 0.8 3 3 

0 - 8.2 x 107 0.5 1.2 5 3 

x 1077 0.5 1.6 3 4‏ 5.1 0 
عند 0.4 -/ و 0.05 -م 

u(x, j) Wij 1j Xi j i 
0 -2.6 × 10-6 0.5 0.8 10 2 

0 26% 10% 0.5 2 10 3 

4 10 1.6 0.5 10-6 1.6- 0 
ب. عند & = ۸ و 0.05 = ۸ 

u(x, tj) Wij fj Xi 7 0 
0.4906936 0.4926589 0.5 0.94247780 10 3 
0.5768449 0.5791553 0.5 1.88495559 10 6 
0.1874283 0.1881790 0.5 2.439 10 9 


1. ا. يؤدي استخدام 0.4 = ۸ و 0.1 =« إلى نتائج بلا معنى. وإن استخدام 0.4 =۸ و 0.05 -4 مرة أخرى يقدم أجوبة بلا 
معنى. وبوضع 0.4 = ۸ و 0.005 =« ينتج الآتي: 


Wij tj 7 j 
- 55 0.5 0.4 100 1 
267.613 0.5 0.8 100 2 
_-=¬ 13 0.5 1.2 100 3 
165.405 0.5 1.6 100 4 

(xij) tj 3 1 فيد م‎ 
0.468336 0.5 0.94247780 10 3 
0.54995267 0.5 1.8849556 10 6 
0.17871220 0.5 2 4 10 9 


: E 
av + au = )1-20( لدینا کک وزو + کے مزه‎ .3 
m m 


8 2 8 : 2 8 8 
uv? = | 1 - 42 (sin 0 نه - 1 | = حدم‎ (sin 2 وم د هذه‎ 2 
2m m 2m 2m 2m 


25i ir ir 8۸ (si ir 2 ir 
sin z— cos sin cos 
2m 2m 2m 2m 
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وعلى أي حال» 


1 2 4 ا‎ 
ZE AR E SUD of TOA Eo E 
m m 2m 2m m m 


= 2(1 — 22) sin cos ب‎ 


ir OLA‏ وزو | و 
sin zy °08 o sin zy‏ 


- 21 5 co 1 8A cos ف‎ sin 
پود 1 ب‎ ° 2 5 2m 2m 
ر من ذلك‎ af? + avy? = pf ولذلك فإن‎ 


j -1)r i(j + 1)r 
aj,j- ا‎ + a 21س 7 حك وزو )22 0 0 ملقم = زز + 0ز‎ „0 


00 
m m m m m 
ir 


ijr ijr 
+۸ sin _ cos + sin cos 
m m m m 


KE‏ فن افا 
m m‏ 


m 
و( شلك ہے + کل وزو‎ - ( 
m m m 


0 :. 0 2 : 
14 
تاد [(قه!- !)هم - |( | = وم 
(cos - 1)]‏ 1+2[ ك 
m m‏ 


وبذلك فإن 

(إحيس ع 10+ زره + (إلازرره + 02 -ز.زa‏ 
وبا مثل» فإن 

a PES EARN SDD 
ولذلك فإن‎ 
Av — uv 
لتعديل الخوارزمية (2.12)؛ غير الآتى:‎ .5 
:7 الخطوة‎ 
2 ارت‎ 6 


(wı + kF(R))/lı‏ = رج 


إجابات تمارين مختارة Answers for Selected Exercises‏ 833 
الخطوة 8: عند 1 - م ,...,2 =1 ضع 


zı = (wı + EF (i) + Azı-10/ 1:‏ 
لتعديل الخوارزمية 3.12)؛ غير الآتى: 
الخطوة 7: ضع 5 
صمب وس + س - 0 داج 
الخطوة 8: عند 1 -” ,...,2 -1 ضع 
Kk 6‏ 
F21) + KF] f1‏ ديو عه (i+‏ 3 + :س( - 0 ديه 


7 . لتعديل الخوارزمية (2.12)؛ غير الآتى: 


الخطوة 7: ذ 
t= jk‏ 
wo = ©0(‏ 
zı = (wı + Awo)/lı‏ 
Wm = Y(t)‏ 
الخطوة 8: عند 2 -:7 ai‏ 2= اضع 


(Wi + Azi-1)/ li‏ دج 
ضع (Wm-1 F AW + AZm-2)/ m-1‏ = درج 
الخطوة 11: المخرجات () 


غند 7# ,...,0 2غ ضع 


x= ih 
(x, wi) الخرجات‎ 
لتعديل الخوارزمية (3.12)؛ غير الآتي:‎ 
۸=1/« الخطوة 1: ضع‎ 
k=T/N 
۸ = a?k/ h? 
wn, = بلا‎ )0( 
wo = 6)0( 
5:7 لخطوة‎ ١ 
t= jk; 6 
zı = ])1 - رسلد‎ + wa + $o + 9(0] /1 
wo = (1) 
i الخطوة 8: عند 2 -۸"” م‎ 
بج‎ = ])1 — Dw; + $(wirı + Wi-ı + zi-1)] /1 
ع‎ 


zn-ı = ])1 — Duwm-ı + (Wm + W-2 + 2m-2 + حسما / [((4) يا‎ 
Wn, = (1) 
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الخطوة 11: المخرجات (۲) عند ۳ ,...,0 = ف ضع 


x= ih 
)x,س:( الملخرجات‎ 
تقريب درجة الحرارة عند بعض النقاط الاعتيادية معطى فى الجدول:‎ .9 
ز,زللا‎ 0 5 1 7 
137.673 10 0.6 20 1 
245.9678 10 0.7 20 2 
340.2862 10 0.8 20 3 
44.157 10 0.9 20 4 


الإجهاد هو 1242.537 = 1 تقرييًا. 


مجموعة التمارين 3.12 (صفحة 719) 
1. إن خوارزمية الفرق المنتهي لعادلة الموجة تعطي النتائج الآتية: 


u(xi, tj) Wij نر‎ 7 7 i 
- 0.7071068  -0.7071068 1.0 0.25 4 2 
— 1.0000000 1.0000000 1.0 0.50 4 3 
- 0.7071068  -0.7071068 1.0 0.5 4 4 
: إن خوارزمية الفرق المذتهي لمعادلة الموجة مع م =۸ و 0.05 =« تعطي النتائج الأتية‎ .3 
u4(xi, tj) Wij 4 Xi Jj i 
0.5158301 0.51693 0.5 2/5 105 2 
0.8775826 0.8785407 0.5 2/2 105 
0.5158301 0.516393 0.5 4n/5 10 8 


إن خوارزمية الفرق المنتهي لمعادلة الموجة مع -/ و 0.1 =« تعطي النتائج الآتية : 


Wij 0 Xi J 0 
0.5159163 0.5 52/5 5 4 
0.8777292 0.5 71/2 5 10 
0.5159163 0.5 47/5 5 16 


إن خوارزمية الفرق المنتهي لعادلة الموجة مع 2 -/ و 0.05 =« تعطي النتائج الآتية : 


Wij 1j Xi ف‎ 4 
0.5159602 0.5 2/5 10 4 
0.8778039 0.5 2/2 10 10 
0.5159602 0.5 4n/ 5 10 16 


5. إن خوارزمية الفرق المنتهي لمعادلة الموجة تعطي النتائج الآتية: 









































إجابات تمارين مختارة 

fj Fi 1 1 
03 02 3 2 
03 0.5 3 5 
0.3 0.8 3 8 


7. . ضغط الهواء للأنبوب المفتوح هو 0.9 - (0.5 ,0.5)م و 2.7 - (1.0 ,0.5)م. 


4(xi, 1j) Wij 
0.61061587 0.6729902 
0 0 

- 0.61061587 - 0.6729902 
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ب. ضغط الهواء للأنبوب المغلق هو 0.9 > (0.5 ,0.5)م و 0.9187927 > (1.0 ,0.5)م. 


مجموعة التمارين 4.12 


ا مع (0.5 ,0( حيط ,(0.5 ,0.5( = وظ ,(1 ,0) = E2‏ ,(0.75 ,0.25) = € فإن دوال الأشاش هى: 


Q(x, y) = 
-2+ 4y onD 
ض2()x,‎ y( = e 2 
,)د۵‎ y( = 9 2× - 2y 8 
حاون‎ y( = E 0 


وإن 0 = ۷4 and‏ ,1.0000 = ¥ ,0 = ۷2 ,0.323825 = ۷1. 
3. إن خوارزمية العنصر المنتهى Finite-Element‏ مع 0 = K = 8, N = 8, M = 32, n = 9, m = 25, NL‏ 
تعطي النتائج الآتية» حيث إن الترميز كما هو مبين فى الخطط: 


3 14 


12 13 
25 


11 12 


24 
15 2 3 16 
26 2 4 15 
14 1 27 
5 6 18 
8 17 
3 7 29 
3 8 9 20 











22 23 24 25 


10 11 
9 23 


ا 


17 4 
28 6 
16 
19 
30 
18 
2 


1 


























6 إجابات تمارين مختارة 


Answers for Selected Exercises 


¥1 = 0.511023 
۷2 = 26 
۷3 = 9 
۷4 = 0.726 
۷s = 5 

0.720476 = ۷6 
0.507896 رلا 
0.720476 = ۷% 
0.511023 ولا 

0 = نا لكل 25 > : > 10 


u 


u(0.125, 0.125) z 0.614187 
u(0.125, 0.25( > 3 
u(0.25, 0.125) = 0.693 


u(0.25, 0.25) 0.72476 


5. إن خوارزمية العنصر المنتهي Element-iteصFi‏ مع 14 = K = 0, N = 12, M = 32, n = 20, m = 27, NL‏ 
تعطي النتائج الآتية» حيث إن الترميز كما هو مبين فى المخطط: 


N 











7 9 
To 0 
T2 | T22 

ووج جوا 

Y2 = 5 

۷2 = 5 

۷24 = 5 

۷2 = 5 

۷26 = 5 

۷27 = 5 


6 27 
T32 


Tı 


21-22-2324 +-2-2 
1 127 12 T29 T30 T3 












































6 9 4 3 2 1 8 
و 17 16 | Tis‏ 4 4 78 
1 و1 Ts Ts 16 17 Ts‏ 
س17 س16 س3ا س س سا 
4 = ورلا 24.19855 = Yg‏ 21.40335 = إلا 
20.5056 = ورلا 24.16799 = ولا 19.87372 = ۷2 
2.0 = ورلا 27.55237 = ورلا 19.10019 = »¥ 
y4 = 18.85895 ¥ = 25.11508 ¥ = 2083‏ 
8 - ورلا 22.92824 = ورلا 19.08533 = Ys‏ 
Y0 = 2.07‏ 21.39741 = ورب 19.84115 = ye‏ 

Y2 = 5‏ 20.52179 = برلا 21.34694 = ولا 


u(1, 0) <> 2.94 
1(4, 0) = 22.8463 


5 8 
u (ٍ #( >= 5 
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متعامدة A-orthogonal, 466 A‏ 
مستقرة ۸ 338 ,4-5)816/ 
انحراف مطلق 483 Absolute deviati0n,‏ 
خطأ مطلق 19 Absolute error,‏ 
منطقة استقرارية مطلقة 338 ,01 Absolute stability, region‏ 
تقارب متسارع 83 Accelerating convergence,‏ 
درجة الدقة 191 Accuracy, degree of,‏ 
آدمء جون كوش 291 Adams, John Couch,‏ 
طرائق آدم- باشفورث Adams-Bashforth methods‏ 
تعريف 295 ,292 definition,‏ 
استقرارية 332 stability of,‏ 
خوارزمية أدامز لتصحيح المتنبئ من الرتبة الرابعة 
Adams Fourth-Order Predictor-Corrector‏ 
Algorithm, 299‏ 
طرائق آدم- مولتون Adams-Moulton methods‏ 
تعريف 296 ,292 definition,‏ 
استقرارية 332 ,01 stability‏ 
خوارزمية متغير أدامز لتصحيح المتنيئ بحجم الخطوة 
Adams Variable Step-Size‏ 
Predictor-Corrector Algorithm, 304‏ 
خوارزمية قاعدة التكامل التكيفية 216 Adaptive Quadrature Alg Ori,‏ 
قاعدة التكامل التكيفية 12018)1056ا0 Adaptive‏ 
تقدير الخطأ 214 error estimate,‏ 
طريقة 212 method‏ 
اتك« الكسندر 84 Aitken, Alexander,‏ 
طريقة Aitken’s A” method‏ ,567 ,562 ,561 ,83 
د ألرت« جين 523 d’Alembert Jean‏ 
كثيرة حدود جبرية 102 ,87 Algebraic polynomial,‏ 
الخوارزميات 180110111135 
أدامز لتصحيح المتنبئ من الرتبة الرابعة ۴01۲۲۸ 8.0805 
-Order Predictor-Corrector 299‏ 
متغير أدامز لتصحيح المتنبئ بحجم الخطوة 
Adams Variable Step-Size‏ 
Predictor-Corrector, 304‏ 
قاعدة التكامل التكيفية 216 Adaptive Quadrature,‏ 
منحنى بيزيير 162 Bézier Curve,‏ 
التصنيف 46 Bisection,‏ 
برويدن 619 Broyden,‏ 
حذر رومبرج 1 21 cautious Romberg,‏ 
التقريب النسبي لتشبيشيف Chebyshev Rational‏ 
Approximation, 519‏ 
تشولسكي 404 ,$° رskمCho1‏ 
الشريحة التكعيبية المضغوطة 147 Clamped Cubic Spline,‏ 
قاعدة سمبسون المركبة 199 5112255015 Composite‏ 
مستقرة بشروط 32 conditionally stable,‏ 
الاتصال 637 Continuation,‏ 
كرانك نيكلسون 708 Crank Nicolson‏ 


تحليل كراوت للأنظمة الخطية ثلاثية الأقطار 
Crout Factorization for Tridiagonal‏ 

Linear Systems 408‏ 
الشريحة التكعيبية لراليت- رتز 679 Cubic Spline Rayleigh-Ritz,‏ 
توضيح 30 description of,‏ 
قياس إقليدي 39 Euclidean 101m,‏ 
أويلر 257 Euler’s,‏ 
استكمال خارجي 310 Extrapo1ati0”,‏ 
تحويل فورييه السريع 539 Fast Fourier Transform‏ 
حذف منتهي 728 Finite Element‏ 
تكوار النقطة الثابتة 57 Fixed Point Iterati0n,‏ 
تكرار جاوس- سيدل 441 Gauss Seidel Iterative‏ 
تكامل جاوس الثنائي 234 Gaussian Double "egal,‏ 
خوارزمية جاوس للحذف بالتعويض الارجاعى 121055120 © 
Elimination with Backward Substitution 352‏ 
خوارزمية جاوس للحذف مع دوران جزئي 081055187 
Elimination with Partial Pivoting, 362‏ 
خوارزمية جاوس للحذف مع دوران جزئي موزون 81055182 © 
Elimination with Scaled Partial Pivoting, 4‏ 
تكامل جاوس الثلاثي 236 Gaussian Triple Integral‏ 
الغرض العام 38 general-purpose,‏ 
معادلة الحرارة بالفرق إرجاعي Heat Equation‏ 
Backward-Difference 4‏ 
الاستكمال الداخلي لهرمايت 134 Hermite Interpolation,‏ 
هورنر 90 Horner’s,‏ 
هاوس هولدر 579 Householder:‏ 
طريقة القوة المعكوسة 566 Inverse Power Method,‏ 
التحسين المكرر 459 Iterative Refinement,‏ 
جاكوبى بالإعادة 439 Jacobi Iterative,‏ 


التحليل factorization, 403 L |) L'‏ 
التحليل factorization, 392 LU‏ 
الفرق المنتهي الخطي 658 Linear Finite-Difference,‏ 
الامتداد الخطي 644 Linear Shooting,‏ 
طريقة الوضع الخاطئ 70 Method of False Position‏ 
ميولر 93 Müller’s,‏ 
الشريحة التكعيبية الطبيعية 142 Natural Cubic Spline,‏ 
الشريحة التكعيبية الطبيعية 114 Neville’s Iterated Interpolation,‏ 
نيوتن للاستكمال الداخلي للفرق المقسوم 121 Newton’s Divided-Difference,‏ 
بقة نيوتن 64 Newton’s Method,‏ 
j 0‏ للذنظمة 610 Newton’s Method for Systems,‏ 
نيوتن رافسون 64 ,صRaphs0-Newton‏ 
الفرق المنتهي غير الخطي 664 Nonlinear Finite-Differe nce,‏ 
الامتداد الخطي 652 Nonlinear Shooting,‏ 
تقريب بادي النضبى 5 Padé Rational Approximation,‏ 
رايلي - ريتز ذات القطع الخطية 674 Piecewise Linear Rayleigh-RitZ,‏ 
معادلة بواسون بالفرق المنتهى 694 Poisson Equation Finite-Differe nce,‏ 
طريقة القوة 560 Power Method,‏ 
QR, 588‏ 
خوارزمية متجه المشتقات ذي المرافق الشرطي المسبق Preconditioned C0jugae‏ 
Gradient Algorithm, 473‏ 
رومبرج 209 Romberg,‏ 
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رونج - كوتا - فيهلبرج 7 Runge-Kutta-Fehlberg,‏ 
رونج كوتا لأنظمة المعادلات التفاضلية 
Runge-Kutta Method for Systems of‏ 
Differential Equations, 316‏ 
رونج - كوتا (الرتبة الرابعة) Order Four 278 Runge-Kta‏ 
القاطع 68 Secant,‏ 
تكامل سمبسون الثنائي 233 ,10668521 Simpson’s Double‏ 
SOR, 449‏ ` 
الغرض الخاص 38 special-purp0se,‏ 
مستقرة 32 ,8681 
التناقص الأشد انحدارًا 628 Steepest descent,‏ 
ستيفنسن 85 ,516116156125 
طريقة القوة المتماثلة 562 Symmetric power method,‏ 
شبه المنحرف بتكرار نيوتن Iteration, 339 Trapezoidal with Newt0n‏ 
غير مستقرة 32 ,11250816 
معادلة الموجة بالفرق المنتهي 716 Wave Equation Finite-Differe nce,‏ 
تسطيح ويلدانت 569 ,11801011 Wielandt‏ 
طريقة الإفناء 572 Annihilation technique,‏ 
معادلة المستحق المالى 73 ,641181017 Annuity due‏ 
تقريب 71 186 , Approximating‏ 
نظرية التقريب 481 Approximation theory,‏ 
أرخميدس 186 ,179 Archimedes,‏ 
ثابت الخطأ المقارب 75 Asymptotic error constant,‏ 
مصفوفة موسعة 348 Augmented matrix,‏ 
معدل قيمة الدالة 8 Average value of a function,‏ 
الشريحة 8 677 B - splines,‏ 
معادلة الفرق الإرجاعي 168 ,123 Backward-difference formula,‏ 
طريقة الفرق الإرجاعي 703 Backward-difference method,‏ 
تعبير الفرق الإرجاعي 123 Backward-difference notation,‏ 
تحليل الخطأ الإرجاعي 461 Backward error analysis,‏ 
طريقة أويلر الإرجاعية 342 Backward Euler method,‏ 
التعويض الإرجاعي 350 ,347 Backward substitution,‏ 
جاوس للحذف 349 Gaussian elimination,‏ 
نطاق Band‏ 
مصفوفة 6 matrix,‏ 
عمق 406 width,‏ 
أساس ل 549 ,"8 Basis for‏ 
دوال الأساس Basis functions‏ 
الشريحة 677-8 spline,‏ 
القطع الثنائي الخطية 723 piecewise bilinear,‏ 
القطع الخطي 2 ,670 piecewise linear,‏ 
مسألة إزاحة القطبين 668 ,662 ,641 Beam deflection problem,‏ 
مسألة مجتمع الخنافس 436 ,382 Beetle population problem,‏ 
الشريحة الجرسية 677 Bell-shaped spline,‏ 
برنوللي؛ دانيل 524 ,513 Bernoulli, Daniel,‏ 
معادلة برنوللي 290 Bernoulli equation,‏ 
كثيرة حدود برنستن 164 ,118 Bernstein polynomial,‏ 
دالة بيسيل 111 Bessel function,‏ 


Index 


Bézier, Pierre, 162 بيير‎ 3 

خوارزمية منحنى بيزيير 162 Bézier Curve Algorithm,‏ 
كثيرة حدود بيزيير 383 ,162 Bézier polynomial,‏ 

دوال أساس ثنائية الخطية 723 Bilinear basis functions‏ 
ثنائي القياس Binary‏ 












عدد 17 digit,‏ 
تمثيل عدد 17 representation of a number,‏ 
طريقة البحث ثنائية القياس 46 Binary search method,‏ 
كوازدفية التنصيف 46 Bisection Algorithm,‏ 
طريقة التنصيف Bisection method‏ 
كعملية بداية 48 as a starting procedure,‏ 
شرح 46 description,‏ 
معدل تقارب 49 rate of convergence,‏ 
عملية توقف 48 stopping prOCcedUre,‏ 
بت 17 Bit,‏ 
BLAS, 42‏ 
د بور« كارل 677 de Boor Carl‏ 
مسألة القيمة الحدية b1emۆpro Boundary-value‏ 
الشريحة 8 677 B-splines,‏ 
معادلة الفرق المركزي 656 centered difference formula,‏ 
طريقة التجميع 682 Collocation method,‏ 
خوارزمية راييل - ريتز بالشريحة التكعيبية 
Cubic Spline Rayleigh-Ritz Algorithm, 679‏ 
تعريف 642 definition,‏ 
استكمال خارجي 667 660 extrapolation‏ 
طريقة الفرق المنتهي 662 ,656 finite-difference method,‏ 
طريقة جالركن 682 Galerkin method,‏ 
خطي 656 643 linear,‏ 
خوارزمية الفرق المنتهي الخطي 
خوارزمية الفرق الخطي المنتهي 658 Linear Finite-Difference A1gorihm,‏ 
طريقة الامتداد الخطي 644 linear shooting method,‏ 
لاخطي 662 ,649 nonlinear,‏ 
خوارزمية الفرق المنتهي غير الخطي 
Nonlinear Finite-Difference Algorithm, 664‏ 
خوارزمية الامتداد غير الخطي 652 Nonlinear Shooting Algorithm,‏ 
طريقة الامتداد غير الخطي 649 nonlinear shooting method,‏ 
خوارزمية رايلي - ريتز ذات القطع غير الخطية 
Piecewise Linear Rayleigh-Ritz Algorithm, 674‏ 
طريقة رايلي - ريتز 668 Rayleigh-Ritz method,‏ 
أسلوب الامتداد المعكوس 647 reverse shooting technique,‏ 
النقطتان 642 two-point,‏ 
طريقة برنت 98 Brent’s method,‏ 
رباط الجسر 453 ,417 Bridge truss,‏ 


Briggs, Henry, 168 برجز› هنري‎ 
Broyden’s Algorithm, 619 اة رون‎ 


Broyden’s method, 617 طريقة برويدن‎ 

استكمال خارجي لبولرسش- ستور313 Bulirsch-Stoer extrap01ai01,‏ 
بنياكوفسكى» فکتور420 Bunyakovsky Viktor‏ 

سي 38 ,€ 


الفهرس 
مسألة السيارة على مضمار السباق 205 Car on a race track problem,‏ 
كوشي- اچ لويز610 ,420 ,252 Cauchy, Augustin-Louis,‏ 
متراجحة كوشي- بنياكوفسكي - شارت Cauchy-Bunyakovsky—Schwarz‏ 
inequality, 420, 428‏ 

مركز الكتلة لمسألة لامينا 240 Center of mass of a lamina problem,‏ 
طريقة كوشي 98 Cauchy’s method,‏ 
طريقة رومبرج الحذرة 247 ,211 Cautious Romberg method,‏ 
مسألة مركز الكتلة 237 Center of mass problem,‏ 
صيغة الفرق المركزي 656,707 ,125 Centered-difference formula,‏ 
خاصية 17 Characteristic‏ 
كثيرة حدود الخاصية 429 ,337 ,330 Characteristic polynomial,‏ 
قيمة الخاصية (انظر أيضًا القيمة المميزة) 
Characteristic value (see also eigenvalue), 429‏ 
متجه الخاصية (انظر أيضًا المتجه المميز ) 
Characteristic vector (see alsoeigenvector), 429‏ 
تشبیشیف» بافناتی 503 Chebyshev, Pafnuty,‏ 
توفير تشبية يف 510 Chebyshev economization,‏ 
كثيرة حدود تشبيشيف 2010121/إ1هم Chebyshev‏ 

definition, 3 تغريف‎ 

القصوى 505 ب6©]56708 

monic, 506 مونك‎ 

أصفار 505 zeros,‏ 
خوارزمية التقريب النسبي لتشبيشيف 
Chebyshev Rational Approximation Algorithm, 519‏ 
مسألة التفاعل الكيميائي 282 Chemical reaction problem,‏ 
شولسكى: أندري-لويس 4 Cholesky, Andre-Louis,‏ 
خوارزمية Cholesky Algorithm, 404 <_J‏ 
طريقة شولسكي 9 Cholesky’s method,‏ 
حساب التقطيع 19 Chopping arithmetic,‏ 
في in Maple, 29 Maple‏ 
مسألة الأسطوانة المدورة 96 Circular cylinder problem,‏ 
الحد المضغوط 140 Clamped boundary,‏ 
خوارزمية الشريحة التكعيبية المضغوط 147 Clamped Cubic Spline Algorithm,‏ 
كلافيوس. كريستوفر 517 Clavius, Christopher,‏ 
قاعدة التكامل لكلنشو- كورتس247 ,012054115 Clenshaw-Curtis‏ 
الطريقة المغلقة (انظر كذلك الطريقة الضمنية) 
Closed method (see also implicit method), 194, 291‏ 
معادلات نيوتن- كوتس المغلقة 192 ,1011211125 Closed Newton-Cotes‏ 
مسألة الكيبل (السلك) متحد المحور 699 Coaxial cable problem,‏ 
العامل المساعد للمصفوفة 384 Cofactor of a matrix,‏ 
مسألة أداء اختبار College GPA/ACT performance problem, 4926GPA/ACT‏ 
طريقة التجميع 682 Collocation method,‏ 
متجه عمود 348 Column vector,‏ 
تمحور كامل 368 Complete pivoting,‏ 
المرافق المركب 91 Complex conjugate,‏ 
الأصفار (الجذور) المركبة 91 ,(50015) Complex zeros‏ 
قاعدة النقطة الوسطية المركبة 200 Composite midpoint rule,‏ 
تكامل خطي مركب 196 Composite numerical integration,‏ 
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Composite Simpson’s Algorithm, 199 خوارزمية سمبسون المركبة‎ 
Composite Simpson’s rule , 199 قاعدة سمبسون المركبة‎ 

تكامل ثنائي 233 double integrals,‏ 
قاعدة شبه المنحرف المركبة 200 Composite trapezoidal rule,‏ 

استكمال خارجي 209 extrapolation,‏ 
حاسبة Computer‏ 

arithmetic, 17 حاب‎ 

software, 6, 38 برمجية‎ 
Computer graphics, 159, 162 رسوم الحاسبة‎ 
Condition number الشرط‎ ııe 

apPpr0xXi 211g, 456 تقريب‎ 

definition 455 تعريف‎ 
Conditionally stable, 702 مستقرة غرطيًا‎ 
Conditionally stable algorithm, 32 خوارزمية مستقرة غرطيًا‎ 
Conformist problem, 266 مسألة الالتزام‎ 
Conjugate direction method 469 طريقة اتجاه المرافق‎ 
Conjugate gradient method 464 طريقة تدرج المرافق‎ 
Consistent اتساق‎ 

طريقة الخطوات المتكررة 329 multistep method,‏ 

طريقة الخطوة الواحدة 325 one-step method,‏ 
مسائل المرض المعدي 290 Contagious disease problems,‏ 
خوارزمية الاتصال 637 Continuation Algorithm,‏ 
طريقة الاتصال 639 Continuation method,‏ 
تجزئة مستمرة 517 Continued-fraction,‏ 
اتصال Continuity‏ 

related (0 C0^V€rgenCe, 3 متعلقة بالتقارب‎ 

related to deriVatiVeS, 4 متعلقة بالمشتقات‎ 
Continuous fu"Ci01 دالة متصل‎ 

from R to 8,3 R من 8 إلى‎ 

from R” to R, 600 8 من ”5 إلى‎ 

from R” to 8”:601 R” من ”8 إلى‎ 
Continuous least squares, 524 المربعات الصغرى المتصلة‎ 
Contraction Mapping Theorem, 601 نظرية الرسم المنكمش‎ 
°0 1۷€g€ 1٥€ التقارب‎ 

accelerating, 83 تسريع‎ 

تكعيبي 83 عإطناه 

خطي 75 ,ته6م11 

order of, 75 رتب‎ 

quadratic, 75 تربيع‎ 

rate of, 35, 36 معدل‎ 

related to continuity, 3 علاقته بالاتصال‎ 

خطي فائق 617 ,87 superlinear,‏ 

للمتجهات 422 ,015]اع76 of‏ 
متقارب ]618612 0103© 

matr1×, 434 مصفوفة‎ 

طريقة متعددة الخطوات 329 multistep method,‏ 

طريقة أحادية الخطوة 325 one-step method,‏ 

sequence, 3 متتالية‎ 
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vectors, 418 متجه‎ 
0011572) Se, 251 مجموعة تحدب‎ 
Cooley, J. W., 524 كوولي‎ 
Cooley and Tukey algorithm, 534 خوارزمية كوولي وتوكي‎ 
Coordinate function, 599 دالة إحداثية‎ 
Corrugated roofing problem, 167, 206 مسألة السقف المدرج‎ 
Cowell, Wayne, 42 وين‎ «JS 
Cramer, Gabriel, 10, 387 كريمرء جبريل‎ 
Cramer’s Rule, 387 قاعدة كريمر‎ 
Crank ,John 707 كرانك؛ جون‎ 
Crank-Nicolson Algorithm, 708 خوارزمية كرانك - نيكلسون‎ 
Crank-Nicolson method, 707 طريقة كرانك - نيكلسون‎ 
Crash-survivability problem, 492 مسألة عملية إنقاذ الارتطام‎ 
Crout factorizati0n, 696, 704 تحليل كراوت‎ 
خوارزمية تحليل كراوت للأنظمة الخطية الثلاثية الأقطار‎ 
Crout Factorization for Tridiagonal 
Linear Systems Algorithm, 408 
Crout’s method, 392, 407 طريقة كراوت‎ 
Cubic convergence, 83 تقارب تكعيبي‎ 
استكمال داخلي تكعيبي لهرمايت‎ 
Cubic Hermite interpolation, 138, 159,270 
Cubic Hermite polynomial, 138, 270, 382 كثيرة حدود تكعيبية لهرمايت‎ 
piecewise, 159 قطع‎ 
Cubic spline شريحة تكعيبية‎ 
algorithms, 142, 147 خوارزمية‎ 
error-bound formula, 152 صيغة حد الخطأ‎ 
interpolant, 139 مستكمل داخليًا‎ 
interpolation, 139, 677 استكمال خارجي‎ 
خوارزمية راليت- رتز للشريحة التكعيبية‎ 
Cubic Spline Rayleigh-Ritz Algorithm, 679 
Cylinder, temperature i", 712 درجة الحرارة في الأسطوانة‎ 
Decimal machine number, 19 عدد حاسبة عشرية‎ 
Deflation, 91, 567 تسطيح‎ 
درجة دقة معادلة التربيع‎ 
Degree of accuracy, of a quadrature formula, 1 
درجة ضبط معادلة التربيع‎ 
Degree of precision, of a quadrature formula, 1 
Derivative قابل للاشتقاق‎ 
approximation, 168 تقريب‎ 
definition, 3 تعريف‎ 
directional, 625 اتجاهيًا‎ 
relative to continuity, 4 بالنسبة إلى‎ 
Determinant of a matrix, 384 محددة المصفوفة‎ 
operation counts 387 عد العمليات‎ 
Diagonal matrix, 372 مصفوفة قطرية‎ 
Difference فرق‎ 
backward, 123 إرجاع‎ 
equation, 257 معادلة‎ 
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مامي 123 ,84 forward,‏ 
دالة قابلة للاشتقاق 3 Differentiable function,‏ 
معاد تفاضلية Differential equati0¬‏ 
تقريب 643 ,250 approximating,‏ 
القيمة الحدية (انظر أيضا مسائل القيمة الحدية) 
boundary-value (see also boundary value problems), 642‏ 
رتبة أعلى 313 higher order,‏ 
قيمة ابتدائية (انظر كذلك مسائل القيمة الابتدائية) 1010191-19/81106 
(see also initial-value problems), 250‏ 
مرتبكة 253 perturbed,‏ 
سيت 395 
نظام 313, syste"‏ 
مقدمة بعناية 253, 0ع05م wel]‏ 
معادلة تفصيلية 689 Diffusion equation,‏ 
تحليل مباشر لصفوفة 388 Direct factorization of a matrix,‏ 
طرائق مباشرة 346 Direct methods,‏ 
اشتقاق اتجاهي 625 Directional derivative,‏ 
درشلت. جوهان 688 Dirichlet, Johann,‏ 
شروط درشلت الحدية 688 Dirichlet boundary conditions,‏ 
مربعات ضغر: ى منفصلة 526 ,482 Discrete least squares,‏ 
مسألة قرص التوقف 205 Disk brake problem,‏ 
المسافة بين المصفوفات 424 Distance between matriceS,‏ 
المسافة ما بين متجهين 421 Distance between two Vectors‏ 
توزيع الحرارةء الحالة المستقرة 687 Distribution of heat steady state‏ 


Divided difference, 119 الفرق المقسوم‎ 

first, 119 الأول‎ 

ذو الرتبة 120 ,طا 

related to derivative 133 المتعلق بالمشتقة‎ 
Doolittle’s method, 392, 407 طريقة دولتل‎ 
Double integral, 226 تكامل ثنائي‎ 
Drug concentration problem, 73 مسألة تركيز الدواء‎ 
Economization of power 565165, 5 10 اقتصاديات سلسلة القوة‎ 
Eigenvalue القيمة المميزة‎ 

تقريب 548 ,22101111201118 

bound for, 554 حد‎ 

تعريف 429 definition‏ 
المتجه المميز Eigenvector‏ 
تقريب 593 ,548 approximating,‏ 
تعريف 429 definition‏ 

linear independence, 55 1 استقلالية خطية‎ 

orthonormal, 553 تعامد‎ 
EISPACK, 42, 594 
مسائل الدائرة الكهربائية‎ 
Electrical circuit problems, 178, 265, 307,317, 345 
Electrical transmission problem 689 720 مسألة نقل الكهربائية‎ 
Electrostatic potential prob1e, 648 مسألة الطاقة الكبربائية‎ 
Elliptic partial differential equation, 87, 690 معادلة تفاضلية جزئية بيضاوية‎ 
مسألة معالجة الطاقة ليرقات عثة أبو الهول‎ 
Energy utilization of sphinx moth larvae problem 493 


الفهرس 
مصفوفات متساوية 370 Equal matrices,‏ 
إي آر يف 212 ,118 ,16 erf,‏ 
الخطأ Error‏ 
المطلق 19 absolute‏ 
في حساب الآلة الحاسبة 17 in computer arithmetic,‏ 
السيطرة على 302 ,283 ,60101 
النمو الأسي 32 exponential growth,‏ 
دالة 212 ,118 ,16 function,‏ 
الكلي 81061,325 
النمو الخطي 32 linear growth,‏ 
المحلي 267 ,1021 
التقلص المحلى 328 326 295 266 local truncation‏ 
النسبي 9 relative,‏ 
تدوير 178 ,174 ,19 ,17 round-off,‏ 
تقلص 10 truncation,‏ 
مسألة سرعة الهروب 245 Escape velocity problem,‏ 
قياس إقليدي 419 ,39 Euclidean norm (see also 12 0r),‏ 
أويلر« ليونھارد 257 Euler Leonhard‏ 
خوارزمية أويلر257 Euler’s Algorithm,‏ 
ثابت أويلر 38 ,6 Euler’s constant,‏ 
طريقة أويلر Euler’s method‏ 
حد الخطأ 262 ,260 error bound,‏ 
تعريف 256 , definiti0n‏ 
طريقة أويلر المعدلة277 Euler’s modified method,‏ 
أويلر» ليونهارد 524 Euler, Leonhard,‏ 
الطريقة الواضحة 291 ,192 Explicit method,‏ 
نمو الخطأ الأسي 32 Exponential error growth,‏ 
المربعات الخطية الأسية 488 Exponential least squares,‏ 
قاعدة النقطة الوسطية الموسعة (انظر كذلك قاعدة النقطة الوسطية المركبة) 
Extended midpoint rule (see also‏ 
composite midpoint rule),200‏ 
قاعدة سمبسون الموسعة (انظر كذلك قاعدة سمبسون المركبة) 
Extended Simpson’s rule (see also composite Simpson s rule), 9‏ 
قاعدة شبه المنحرف الموسعة (انظر كذلك قاعدة شبه المنحرف المركبة) 
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تحليل المصفوفة 388 Factorization of a matrix,‏ 
طريقة الموقع الخاطئ 69 False position, method of,‏ 
خوارزمية تحويل فوريير السريعة 539 Fast Fourier Transform Algorithm‏ 
طريقة تحويل فوريير السريعة 534 Fast Fourier transform method‏ 
عد العمليات 536 ,0105© operation‏ 
فھلبرك« إروين 285 Fehlberg, Erwin,‏ 
فيبوناشي ( ليوناردو بيسا) 96 Fibonacci (Leonardo of Pisa)‏ 
مسألة فيبوناشي 96 Fibonacci prob1em,‏ 
متتالية فيبوناشي 38 Fibonacci sequence,‏ 
طريقة الفرق المحدود 691 Finite-Difference method,‏ 
الخطي 656 ,هم11 
اللاخطي 662 nonlinear‏ 
حساب العشري المنتهي 21 Finite-digit aril metic,‏ 
خوارزمية العنصر المنتهي 728 Finite-Element A1gorihm,‏ 
طريقة العنصر المنتهي 721 Finite-element method,‏ 
الفرق المقسوم الأول 119 First divided difference,‏ 
صيغة النقاط الخمس 172 ,1011721113 Five-point‏ 
النقطة الثابتة 0104م Fixed‏ 
تعريف 601 ,53 definition,‏ 
تكرار iterat101,57‏ 
خوارزمية تكرار النقطة الثابتة 57, Fixed Point Iteration Alg0ri1‏ 
نظرية النقطة الثابتة 601 , 58, Fixed-Point Theorem‏ 
صيغة النقطة الائ 19 ,101353 Floating-point‏ 
سريان الحرارة في قضيب 500,688 Flow of heat i a‏ 
مسألة السلسلة الغذائية 382, Food chain problem‏ 
مسألة التجهيز الغذائي 359 Food supply problem,‏ 
فورتران 38 FORTRAN,‏ 
الفرق الأمامي Forward difference‏ 
صيغة 168 ,123 formula,‏ 
طره يقت 701 method,‏ 
تعبير 3 ,84 notation,‏ 
دحيم ا 524 Fourier, Jean Baptiste Joseph,‏ 
سلسلة فوريير 524 ,565165 Fourier‏ 


أسلوب آدمز- باشفورث من الرتبة الرابعة 


Fourth-order Adams-Bashforth technique, 292 Extended trapezoidal rule (see also composite trapezoidal rule), 0 


استكمال خارجي 15201200120102 

بولرسش- ستور 313 Bulirsch-St0er,‏ 

derivatives, 179 مشتقات‎ 

Gragg, 8 كيج‎ 

مسألة القيمة الابتدائية 308 initial-value problem,‏ 

integration, 207 تكامل‎ 

مسألة القيمة الحدية اللاخطية 660 linear boundary-value problem,‏ 

طريقة النقطة الوسطية 308 midpoint method,‏ 

مسألة القيمة الحدية اللاخطية 

nonlinear boundary-value problem, 667 

ريشاردسون 667 ,660 ,179 Richardson’s,‏ 
خوارزمية الاستكمال الخارجي 310 Extrapolation Algorithm,‏ 
نظرية القيمة القصوى 5 Extreme Value Theorem,‏ 


أسلوب آدمز- مولتون من الرتبة الرابعة 
Fourth-order Adams-Moulton technique, 292‏ 
الجزء. مواصلة 517 Fraction, continued,‏ 


Fredholm integral equation, 359 معادلة فردهولم التكاملية‎ 
Free boundary, 140 الحدود الحرة‎ 
Fresnel integrals, 220 تكاملات فريسنال‎ 
Frobenius norm of 2 atrix, 428 قياس فروبنيوس للمصفوفة‎ 
Fruit fly problem, 413, 557 مسألة ذبابة الفاكهة‎ 
Function ils 

average Value, 8 قيمة معدل‎ 

Bessel, 111 بيسيل‎ 

continuous, 3, 600, 601 متصل‎ 

coordinate, 599 إحداثي‎ 

قابل للاشتقاق 3 differentiable,‏ 
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قابل للاشتقاق على مجموعة 3 differentiable 02 a se,‏ 
خطأ 212 ,118 ,16 error,‏ 
نهاية 600 ,2 limit,‏ 
كثافة دالية 205 normal density,‏ 
متعامد 499 orthogonal,‏ 
متعامد طبيعي 499 orthonormal,‏ 
عقلاني 513 ,[ھrati0n‏ 
سجنم 50 signum,‏ 
وزن 498 weight,‏ 
تكرار دالية 57 Functional iteration,‏ 
النظرية الرئيسة للجبر 87 Fundamental Theorem of Algebra,‏ 
جال« بورس 682 Galerkin, Boris,‏ 
طريقة جالركن 682 Galerkin method,‏ 
جاوس» كارل فرايدرج 440 ,389 ,349 ,221 ,89 Gauss, Carl Friedrich,‏ 
طريقة جاوس ¬ جوردان 358 Gauss-Jordan method,‏ 
عد العمليات 358 operation counts,‏ 
تكرار جاوس- سيدل 694 Gauss-Seidel iteration,‏ 
خوارزمية تكرار جاوس- سيدل 441 Gauss-Seidel Iterative Algorithm,‏ 
طريقة تكرار جاوس- سيدل 440 Gauss-Seidel iterative method,‏ 
طريقة تكرار جاوس- سيدل للأنظمة اللاخطية 
Gauss-Seidel method for nonlinear systems, 604‏ 
خوارزمية جاوس للتكامل الثنائي 
Gaussian Double Integral Algorithm, 234‏ 
جاوس للحذف Gaussian eliminati0¬‏ 
التعويض الإرجاعي 350 backward substitution,‏ 
إيضاح 349 description,‏ 
عد العمليات 354 operation COUIt,‏ 
مع تمحور جزئي 362 with partial pivoting,‏ 
مع تمحور جزئي موزون 363 with scaled partial pivotig,‏ 
خوارزمية جاوس للحذف مع التعويض الإرجاعي Gaussian Elimination‏ 
with Backward Substitution Algorithm, 352‏ 
خوارزمية جاوس للحذف مع تمحور جزئي 
Gaussian Elimination with Partial Pivoting Algorithm, 362‏ 
طريقة جاوس- كرونرود 247 Gaussian-Kronrod meth 0d,‏ 
التربيع الجاوسي Gaussian quadrature‏ 
للتكامل الثنائي 230 for double integrals,‏ 
للتكاملات الأحادية 220 for single integrals,‏ 
للتكاملات الثلاثية 236 for triple integrals,‏ 
مصفوفة التحويل الجاوسي 389 Gaussian transformation ari,‏ 
خوارزمية جاوس للتكاملات الثلاثية 
Gaussian Triple Integral Algorithm, 236‏ 
برمجية الغرض العام 38 General purpose software,‏ 
تعميم نظرية رول 9 Generalized Rolle’s Theorem,‏ 
جرسجورين 556 GeršgoOrin, S.,‏ 
نظرية دائرة جرسجورين 554 Geršgorin Circle Theorem,‏ 
الخطأ التام 325 Global error,‏ 
العائد إلى خطأ القطع المحلي 
related to local truncation error, 326, 9‏ 
جولدستاين« هرمان» Goldstine, Herman, xiv, 223 ×İV‏ 
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النسبة الذهبية 38 Golden ratio,‏ 
نمو المجتمع لجوبرتز 74 Gompertz population growth,‏ 
تدرج 625 Gradient,‏ 
استكمال خارجي لجريك 308 Gragg extrapolation,‏ 
جرامء جوركن 500 Gram, Jorgen,‏ 
عملية جرام- شمدت 500 Gram-Schmidt process,‏ 
رسوم الحاسوب 162 ,159 Graphics, computer,‏ 
مسألة تدفق سيل الجاذبية 615 Gravity fow discharge problem,‏ 
مسألة حامل الشراع العظيم 493 Great Barrier Reef problem,‏ 
جريجوري› جيمس 64 ,10 Gregory, James,‏ 
خطوط شبكية 690 Grid lines,‏ 
نمو الخطأ Growth of error‏ 
الأسي 32 exponential,‏ 
الخطي 32 ,112635 
نقطة الدلالة 160 Guidepoint,‏ 
سلسلة هارمونية 38 Harmonic series,‏ 
ھاريوت› جيمس 168 James,‏ ,11311101 
مسألة توزيع الحرارة 692 Heat distribution problem,‏ 
توزيع الحرارةء الحالة المستقرة 687 Heat distribution, steady sate,‏ 
معادلة الحرارة 687 Heat equation,‏ 
خوارزمية الفرق الإرجاعي لعادلة الحرارة 
Heat Equation Backward-Difference Algorithm, 704‏ 
السريان الحراري في قضيب 712 ,688 ,100 Heat fow in a‏ 
«jı‏ هرمان 3 Heine, Hermann,‏ 
هرمايت. جارلس 130 Hermite, Charles,‏ 
خوارزمية هرمايت للاستكمال الداخلي 134 Hermite Interpolation Algorithm,‏ 
كثيرة حدود تكعيبية قطع هرمايت 
Hermite piecewise cubic polynomial, 138, 159, 270‏ 
كثيرة حدود هرمايت 130 ,ialصpolyn0 Hermite‏ 
تكعيبي 382 ui,‏ 
صيغة الفرق المقسوم 133 divided difference form,‏ 
معادلة الخطأ 131 error formula,‏ 
ھستنس› ماجنس 464 Hestenes, Magnus,‏ 
طريقة هنز 277 Heun’s method,‏ 
التقريب الاشتقاقى عالى الرتبة 173 Higher derivative apصpصث0xi ai0”,‏ 
المعادلة التفاضلية من الرتبة العالية 313 Higher order differential equation,‏ 
مسألة القيمة الابتدائية من الرتبة العالية 313 ,blemؤpro Higher order initial-value‏ 
هلبرت« ديفيد 496 Hilbert, David,‏ 
مصفوفة هلبرت 496 ,463 Hilbert matrix,‏ 
مسألة التاريخ 266 History problem,‏ 
طريقة هوموتوبي 639 Homotopy method,‏ 
هومباك 640 Hompack,‏ 
قانون هوك 491 ,481 Hooke’s Law,‏ 
خوارزمية هورنر 90 Horner’s Algorithm,‏ 
هورنرء وليم 88 Horner, William,‏ 
طريقة هورنر 88 Horner’s Method,‏ 
تسطيح هوتلنك 572 Hotelling deflation,‏ 
هاوسهولدر ألستون 574 Alston,‏ ,110105101065 
تحويل هاوس هولدر 575 Householder transformation,‏ 
خوارزمية هاوس هولدر 579 Householder’s Algorithm,‏ 
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طريقة هاوس هولدر 574 Householder’s method,‏ 

Huygens, Christian, 179 هايجنسء كريستيان‎ 

معادلة تفاضلية جزئية للقطع المكافئ Hyperbolic partial‏ 

differential equation, 689, 713 

Ideal gas law, 1, 30 قانون الغاز المثالي‎ 

مصفوفة الوحدة رحيادية) 372 Identity matrix,‏ 

Arithmetic Standard, 17 IEEE القياسى الحسابي‎ 
Il-conditioned matrix, 455 المصفوفة المعلولة الاشتراط‎ 

IML++ , 480 

Implicit method, 194, 291 الطريقة الضمنية‎ 

طريقة شبه المنحرف الضمنية 338 Implicit trapezoidal method,‏ 
تكامل غير مناسب 241 Improper integral,‏ 

IMSL, 43, 98, 165, 247, 343, 416, 480,544, 595, 640, 685, 6 
Induced matrix 20112, 424 قياس مصفوفة مستحثة‎ 

مسألة القيمة الابتدائية 0611م Initial-value‏ 


843 Index 


Runge-Kutta Order Four Algorithm, 278 

رونه- كوتا من الرتبة الثاني 277 Runge-Kutta order two,‏ 

خوارزمية رونج- كوتا - فيهلبرج 

Runge-Kutta-Fehlberg Algorithm, 287 
Runge-Kutta-Fehlberg method, 285 طريقة رونج- كوتا - فيهلبرج‎ 
Simpson’s method, 300 طريقة سمبسون‎ 

stable method, 326 الطريقة المستقرة‎ 

stiff equati0n, 335 المعادلة الصارمة‎ 

strong stability, 331 الاستقرارية القوي‎ 

Taylor method, 266 طريقة تايلور‎ 

خوارزمية طريقة شبه المنحرف 339 Trapezoidal Method Algorithm,‏ 
الوحدانية 252 uniqueness,‏ 

unstability, 331 اللامستقرة‎ 

weak stability, 331 استقرارية ضعيفة‎ 


A-stable method, 338 4 طريقة استقرارية‎ 

خوارزمية أدامز لتصحيح المتنبئ 

Adams Predictor-Corrector Algorithm, 9 

خوارزمية أدامز متغيرة سعة الخطوة لتصحيح المتنبئ 

Adams Variable Step-Size Predictor-Corrector Algorithm 304 
Adams-Bashforth method, 292, 295 طريقة آدمز- باشفورث‎ 
Adams-Moulton method, 292, 296 طريقة آدمز- مولتون‎ 
adaptive methods, 283 الطرائق التكيفية‎ 

backward Euler method, 342 طريقة أويلر للتراجع‎ 
Bernoulli equation, 290 معادلة برنوللي‎ 

كثيرة حدود السمة 337 ,330 characteristic polynomial,‏ 
الطريقة المتسقة 329 ,325 consistent method,‏ 

convergent method, 325, 329 طريقة التقارب‎ 

definition, 250 تعريف‎ 

السيطرة على الخطأ 302 ,283 error control,‏ 

Euler’s Algorithm, 257 خوارزمية أويلر‎ 

Euler’s method, 256 طريقة أويلر‎ 

existence, 252 وجود‎ 

استكمال خارجي 308 extrap01]a)i0”,‏ 

خوارزمية استكمال خارجي 310 Extrapolation Algorithm,‏ 
طريقة هينز 277 Heun’s method,‏ 

higher order, 313 رتبة أعلى‎ 

طريقة شبه المنحرف الضمنية 338 Implicit trapezoidal method,‏ 
خطأ القطع المحلي 328 ,295 ,266 local truncation error,‏ 
طريقة الخطوات المتعددة بدرجة 71 291 m-step multistep method,‏ 
طريقة النقطة الوسطية 308 ,276 midpoint method,‏ 

Milne’s method, 300 طريقة ملنز‎ 

Milne-Simpson method, 300 سمبسون-طريقة ملنز‎ 
modified Euler method, 277 طريقة أويلر المعدلة‎ 

طريقة الخطوات المتعددة 291 multistep method,‏ 

perturbed, 253 القلقة‎ 

طريقة تصحيم المتنبئ 298 predictor-corrector method,‏ 

region of absolute stability, 338 منطقة الاستقرارية المطلقة‎ 
root condition, 331 شرط الجذر‎ 

رونج- كوتا من الرتبة الرابعة 278 Runge-Kutta Order f01,‏ 
خوارزمية رونج- كوتا من الرتبة الرابعة 


مسألة جيدة التقديم 253 well-posed problem,‏ 
ضرب داخلي 464 Inner product,‏ 
متكامل 17068121 

غير مناسب 241 ,61 107م112 

multiple, 226 متعدد‎ 

Riemann, 7 رايمن‎ 
Integrati0n تكامل‎ 

composite, 196 مركب‎ 

قاعدة النقطة الوسطية 194 Midpoint rule,‏ 

Simpson’s rule, 190, 192 قاعدة سميسون‎ 

قاعدة سمبسون لثلاثة أثمان 193 Simpson’s three-eighths rule,‏ 

قاعدة شبه المنحرف 192 ,188 trapezoidal rule,‏ 
نظرية القيمة الوسطية 9 Intermediate Value Theorem,‏ 
استكمال داخلي 1721610012102 

cubic Hermite, 270 هرمايت التكعيبي‎ 

الشريحة التكعيبية 139 ,عهذام5 cubic‏ 

description, 101 شبح‎ 

كثيرة حدود هرمايت 130 Hermite polynomial,‏ 

inverse, 117 معكوس‎ 

معكوس مكررة 117 ,181/556 iterated‏ 

كثيرة حدود لاجرانج 106 Lagrange polynomial,‏ 

خطي 105 ,110685 

Neville’s method, 112 طريقة نيفيل‎ 

كثيرة حدود تايلور 102 Taylor polynomial,‏ 

trigonometric, 165 مثلثي‎ 

أصفار كثيرات حدود تشبيشيف 508 ,ialsص10 zeros of Chebyshev poly‏ 
معكوس الاستكمال الداخلي 117 Inverse interpolation,‏ 
معكوس المصفوفة 374 Inverse matrix,‏ 
خوارزمية معكوس طريقة القرة 566 Inverse Power Method Algorithm”,‏ 
كؤش :طزيعة العوة 564 Inverse power method,‏ 
مصفوفة قابلة للعكس 374 Invertible ari,‏ 
أيزوتروبي 7 Isotropic,‏ 
معكوس استكمال داخلى مكرر 117 ,1816120131010 Iterated inverse‏ 
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ملني« إدوارد 300 Milne, Edward,‏ 
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طريقة ملني - سميسون 300 Milne-Simpson method,‏ 
استقرارية الطريقة 333 ,06 أن1زطهاء 
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فر عي 384 Minor,‏ 
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نيفيل› إي إشض 112 Neville, 8. F.,‏ 

خوارزمية نيفيل للاستكمال الداخلي المكرر 
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Neville’s method, 112 طريقة نيفيل‎ 

Newton, Isaac, 4, 10, 63, 64, 106, 119 نيوتن» إسحق‎ 

معادلة نيوتن للفرق المقسوم التراجعي 

Newton backward divided-difference formula, 3 

معادلة نيوتن للفرق الإرجاعي 123 ,101101013 Newton backward-difference‏ 
معادلة نيوتن للفرق الأمامي 123 Newton forward-difference formula,‏ 
معادلة نيوتن للفرق المقسوم الاستكمالي 

Newton interpolatory divided-difference formula, 121 
Newton’s Divided-Difference Algorithm, 121 خوارزمية نيوتن للفرق المقسوم‎ 


طريقة نيوتن Newton’s method‏ 
معيار تقارب 66 convergence criteria,‏ 
تعريف 63 definition,‏ 
شرح 63 description,‏ 
معدلة للجذور المضاعفة 83 ,81 modified for multiple roots,‏ 
للأنظمة الخطية 609 for nonlinear systems,‏ 
التقارب التكعيبي لها 608 ,78 quadratic convergence Of,‏ 
للمعادلات الصارمة 338 for stiff equations,‏ 
نيوتنء إسحق 119 ,106 ,64 ,63 ,10 ,4 Newton, Isaac,‏ 
معادلة نيوتن للفرق المقسوم الإرجاعي 
Newton backward divided-difference formula, 123‏ 
رتن للفرق الإرجاعي 123 Newton backward-difference formula,‏ 
ن للفرق الأمامي 123 Newton forward-difference formula,‏ 
معادلة نيوتن للفرق المقسوم الاستكمالي 
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خوارزمية نيوتن - رافسن 64 Newton-Raphson Algorithm,‏ 
طريقة نيوتن - رافسن 63 Newton-Raphson method,‏ 
نيكلسون؛ فيليس 707 Nicolson, Phyllis,‏ 
مسألة الوحش النبيل 156 Noble beast problem,‏ 
بود 723 ,139 ,106 Nodes,‏ 
خوارزمية الفرق المنتهي اللاخطي 
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Nonlinear Finite-Difference Algorithm, 664‏ 
طريقة الفرق المنتهي اللاخطي 662 Nonlinear finite-difference method,‏ 
خوارزمية الامتداد اللاخطي 652 Nonlinear Shooting Algorithm,‏ 
طريقة الامتداد اللاخطي 649 Nonlinear shooting method,‏ 
أنظمة لاخطية 598 Nonlinear systems,‏ 
مصفوفة لها معكوس 374 Nonsingular matrix,‏ 
مماثلة القياس للمتجهات 424 Norm equivalence of VectOrS,‏ 
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تعريف 424 definition,‏ 
فروبنيوس 428 Frobenius,‏ 
مستحث 424 induced,‏ 
1ı, 428‏ 
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خوارزمية 39 algorithm,‏ 
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1,427 
419 ,ر 
دالة كثافة طبيعية 205 Normal density function,‏ 
معادلات طبيعية 495 ,486 ,484 Normal equations,‏ 
مسألة الدرجات النهائية والواجبات للتحليل العددي 
Numerical analysis homework/final grades problem, 491‏ 
التفاضل العددي Numerical differentiai0¬‏ 
معادلة الفرق التراجعي 168 backward-difference formula,‏ 
شرح 168 description,‏ 
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صيغة النقاط الخمس 172 five-point formula,‏ 
صيغة الفرق الأمامي 168 forward-difference formula,‏ 
اشتقاقات عالية 173 higher derivatives,‏ 
اللااستقرارية 175 instability,‏ 
صيغة النقاط 1 + :7 170 n + 1 - point formula,‏ 
استكمال خارجي لريشاردسون 179 Richardson’s extrapolation,‏ 
خطأ التدوير 178 ,174 round-off error,‏ 
صيغة النقاط الثلاث 172 three-point formula,‏ 
التكامل العددي 1266818010 Numerical‏ 
قاعدة التكامل التكيفية 212 adaptive quadrature,‏ 
خوارزمية التكامل التكيفية 216 Adaptive Quadrature Algorithm,‏ 
كلنشو - كورتس 247 Clenshaw-—Cu[tis,‏ 
الصيغة المغلقة 192 closed formula,‏ 
المركبة 196 composite,‏ 
قاعدة النقطة الوسطية المركبة 200 composite midpoint rule,‏ 
قاعدة سميسون المركبة 199 composite Simpsons rule,‏ 
قاعدة شبه المنحرف المركبة 200 composite trapezoidal rule,‏ 
التكامل الثنائي 226 double integral,‏ 
صيغة واضحة 192 explicit formula,‏ 
استكمال خارجي 207 extrapolation,‏ 
جاوس - كرونرود 247 Gaussian-Kronrod,‏ 
تربيع جاوسي 236 ,230 ,220 Gaussian quadrature,‏ 
صيغة ضمنية 194 implicit formula,‏ 
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تكامل غير مناسب 241 improper integral,‏ 
قاعدة النقطة الوسطية 194 midpoint rule,‏ 
تكامل متعدد 226 multiple integral,‏ 
رومبسج 207 Romberg,‏ 
قاعدة سمبسون 192 ,190 Simpson’s rule,‏ 
قاعدة سميسون Simpson’s three-eighths rule, 193. ui ıl‏ 
استقرارية 203 ,[]111ها5 
قاعدة شبه المنحرف 192 ,188 trapezoidal rule,‏ 
تكامل ثلائى 236 triple integral,‏ 
تربيع عددي» انظر تكامل عددي 
Numerical quadrature, see numerical integration‏ 
بره مجية عددية 38 Numerical software,‏ 
تعبير © 36 ,35 notation,‏ 0 
مسألة أوراق البلوط 156 ,117 Oak leaves problem,‏ 
أوكونرء جون الرابع عشر الك O’ Conner, John,‏ 
طرائق الخطوة الواحدة 291 One-step methods,‏ 
المعادلة المفتوحة 194 Open formula,‏ 
الطريقة المفتوحة (انظر كذلك الطريقة الواضحة) 
Open method (see also explicit method), 190, 1‏ 
معادلة نيوتن- كوتس المفتوحة 194 Open Newton-Cotes formulas,‏ 
عد العمليات Operation COUNtS‏ 
قاعدة كريمر 387 Cramer’s rule,‏ 
محددة 384 determinant,‏ 
تحويل فوريير السريع 536 ,282510112 fast Fourier‏ 
جاوس - جوردن 358 Gauss-Jordan,‏ 
جاوس للحذف 354 Gaussian elimination,‏ 
تحليل LU factorization, 398 LU‏ 
عكس المصفوفة 381 matrix iVêrSi01,‏ 
تمحور جزئي موزون 367 scaled partial pivoting,‏ 
مسألة التقسيط العادي 73 Ordinary annuity problem,‏ 
مسألة العضو 720 Organ problem,‏ 
مصفوفة متعامدة 1 55 Orthogonal matrix,‏ 
كثيرة حدود متعامدة 494 Orthogonal polynomials,‏ 
مجموعة تعامد طبيعي Orthogonal se‏ 
للدوال 499 of functions,‏ 


of vectors, 550 للمتجهات‎ 
Orthonormal se مجموعة تعامد طبيعى‎ 

of functions, 499 للدوال‎ 

للمتجهات 550 of vectors,‏ 
كثيرة حدود متلامسة 130 Osculating polynomial,‏ 
نظرية أوستروسكي - رايخ 448 Ostrowski-Reich Theorem,‏ 
طريقة الاسترخاء المفرط 446 , Over-relaxation method‏ 
الانسياب المفرط 18 Overflow,‏ 
تقريب 7 186 approximating,‏ 71 
بادي - هنري 513 Padé, Henri,‏ 
أسلوب تقريب بادي 513 Padé approximation technique,‏ 
خوارزمية بادي للتقريب المعقول 
Padé Rational Approximation Algorithm, 515‏ 
المعادلة التفاضلية للقطع المكافئ الجزئي 
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Parabolic partial differential equation, 688, 699‏ 
منحنى بارامتري 157 Parametric Curve,‏ 
معادلة تفاضلية جزئية Partial differential equati01‏ 
طريقة الفرق الإرجاعي 703 backward-difference method,‏ 
معادلة الفرق المركزي 707 centered-difference formula,‏ 
خوارزمية كرانك- نيكلسون 708 Crank-Nicolson Algorithm,‏ 
طريقة كرانك- نيكلسون 707 Crank-Nicolson method,‏ 
بيضاوي 690 ,687 ,عنام ذ[اء 
خوارزمية العنصر المنتهي 728 Finite-Element Algorithm,‏ 
طريقة العنصر المنتهي 721 finite element method,‏ 
طريقة الفرق المنتهي 691 finite-difference method,‏ 
طريقة الفرق الأمامي 701 forward-difference method,‏ 
خوارزمية الفرق الإرجاعي لعادلة الحرارة 
Heat Equation Backward-Difference Algorithm, 704‏ 
قطع مفرط 713 ,689 hyperbolic,‏ 
قطع مكافئ 699 ,688 parabolic,‏ 
خوارزمية الفرق المنتهي لمعادلة بواسون 
Poisson Equation Finite-Difference Algorithm, 4‏ 
طريقة ريشاردسون 707 Richardson’s method,‏ 
خوارزمية الفرق المنتهى لعادلة الموجة 
Wave Equation Finite-Difference Algorithm, 716‏ 
تمحور جزئي 362 Partial pivoting,‏ 
عوالق في مسألة السوائل 205 Particle in a fluid problem,‏ 
مسألة العوالق 52 Particle problem,‏ 
باسكال 38 Pascal,‏ 
بينوء جوسيب 252 Peano, Guiseppe,‏ 
مسألة البندول 324 ,249 Pendulum problem,‏ 
مصفوفة التباديل 393 Permutation matrix,‏ 
مصفوفة تامة التماثل 557 Persymmetric ari,‏ 
المسألة القلقة 253 Perturbed problem,‏ 
طريقة بيكارد 256 Picard method,‏ 
كثيرة حدود هرمايت التكعيبية القطعية 
Piecewise cubic Hermite polynomial, 138, 159, 270‏ 
خوارزمية راليت- رتز الخطية القطعية 
Piecewise Linear Rayleigh-Ritz Algorithm, 4‏ 
كثيرة حدود هرمايت التكعيبية القطعية 
Piecewise-cubic Hermite polynomial, 138‏ 
دالة الأساس للقطع الخطي 670 Piecewise-linear basis functions,‏ 
تقريب كثيرة حدود القطع 138 Piecewise-polynomial approximation,‏ 
مسألة أسطوانة الأورغ 720 Pipe organ problem,‏ 
عنصر التمحور 351 Pivot element,‏ 
التمحور Pivoting‏ 
كامل 368 complete,‏ 
أقصى 368 maximal,‏ 
جزئي 362 ,2111م 
جزئي موزون 363 ,1011م 52160 
استراتيجي 360 ,501268165 
كلي 368 ,اهاه 
مسألة تسطيم الصفيحة 662 Plate deflection problem,‏ 
مسألة تغطيس الصفيحة 615 ,597 Plate sinkage problem,‏ 
النقطة › المفردة 241 Point, singular,‏ 
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بواسون› سايمنس 690 Poisson, Siméon,‏ 
معادلة بواسون 690 ,687 Poisson eqUati0n,‏ 
خوارزمية الفرق المنتهي لمعادلة بواسون Poisson Equation‏ 
Finite-Difference Algorithm, 694‏ 
كثيرة حدود Polynomial‏ 

algebraic, 87, 102 جبري‎ 

Bernstein, 118, 164 برنستاين‎ 

Bézier, 162, 383 بيزير‎ 

characteristic, 337, 429 سمة‎ 

Chebyshev, 503 تشبيشيف‎ 

definition, 87 تعريف‎ 

evaluation, 26, 88 تقييم‎ 

Hermite, 130 هرمايت‎ 

استكمال داخلي 106 interpolating,‏ 

Lagrange, 106 لاجرانج‎ 

Laguerre, 246, 502 لاجور‎ 

Legendre, 222, 501 لاجندر‎ 

Maclaurin, 10 ماكلورين‎ 

مونيك 506 ,10201112 

شبكي 88 ,26 ,265160 

Newton, 121 نيوتن‎ 

orthogonal, 494 متعامد‎ 

osculating, 130 تلامس‎ 

roots of, 88 جذر ال‎ 

Taylor, 10, 102, 273 تايلور‎ 

مثلثاتي 524 ,)€ 0م80 ا 

صفر ال 88 ,01 2610 
نمو المجتمع Population growth,‏ 
7 ,436 ,382 ,324 ,156 ,129 ,117 ,101 ,45 

Gompertz, 74 جومبرتز‎ 

لوجستك 313 ,74 logistic,‏ 
مسألة المجتمع Population problem‏ 
7 ,436 ,382 ,324 ,313 ,156 ,117,129 ,101 ,74 ,45 
مصفوفة موجبة التحديد Positive definite ari,‏ 
708 ,704 ,553 ,453 ,402 ,400 
طريقة القوة 557 Power method,‏ 
خوارزمية طريقة القوة 560 Power Method Algorithm,‏ 
طريقة القوة لمصفوفة متماثلة 
Power method for symmetric matrices, 2‏ 
سلسلة القوةء عملية تقنين 510 ,01 Power series, ec0on0miZati01‏ 
الدقة. درجة 191 Precision, degree of,‏ 
مسبقة الاشتراط 1 47 Preconditioning,‏ 
خوارزمية المشتقات ذات المرافق الشرطي 
Preconditioned Conjugate Gradient Algorithm, 473‏ 
مسألة بريديتت بري 324 Predator-Prey problem,‏ 
خوارزمية تصحيم المتنبئ 299 Predictor-Corrector Algorithm,‏ 
طريقة تصحيم المتنبئ 298 Predictor-corrector method,‏ 
برنامج Program‏ 

الغرض العام 38 general-purpose,‏ 
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special-purpose, 38 الغرض الخاص‎ 
Projectile problem, 272 مسألة المقذوف‎ 
Pseudocode, 30 بسيدوكود‎ 
P' LU factorization, 394 °‘ LU تحليل‎ 
QR Algorithm, 588 QR خوارزمية‎ 
QR method, 582 QR طريقة‎ 
QUADPACK, 247 
Quadratic C01۷€g¢ 1٥€ تقارب تربيعي‎ 
definition, 75 تعريف‎ 
of Newton’s method, 78, 608 لطريقة نيوتن‎ 
Steffensen’s meth0d, 84 طريقة ستيفنسن‎ 
Quadratic formula, 6, 23 معادلة تربيعية‎ 
Quadratic spline, 139, 155 شريحة تربيعية‎ 
طريقة تكامل (كذلك تكامل عددي)‎ 
Quadrature (see also numerical integration), 187 
Clenshaw-C tis, 247 كلينشو - كورتس‎ 
Gaussian, 220, 230, 236 جاوسي‎ 
Gaussian-Kronrod, 247 جاوس - كرونرود‎ 
Quadrature formula المعادلة التربيعية‎ 
degree of accuracy, 191 درجة الدقة‎ 
degree of precision, 191 درجة الضبط (الدقة)‎ 
Quasi-Newton methods, 617 طريقة شبيهة نيوتن‎ 
Racquetball problem, 74 مسألة كرة المضرب‎ 
Random walk problem, 452 مسألة المشي العشوائي‎ 
Raphson, Joseph, 64 رافسون« جوزيف‎ 
Rashevsky, 266 راشفسكي‎ 
Rate of convergence, 35, 36 معدل التقارب‎ 
Rational function, 513 دالة عقلانية‎ 
Rational function approximation, 512 تقريب الدالة العقلانية‎ 
Rayleigh, John, 668 رال« جون‎ 
Rayleigh Ritz method, 668 طريقة رالي رتز‎ 
Reduced form system of equations, 347 الصيغة المختزلة › نظام المعادلات‎ 
Region of absolute stability, 338 مجال الاستقرارية المؤكدة‎ 
regula falsi ıethod, 69 طريقة ريجولا فالسي‎ 
Relative error, 6, 19 خطأ نسبي‎ 
Relaxation method, 446 طريقة التهدئة‎ 
Remainder term, 10 حد البواقي‎ 
Remez, Evgeny, 522 ريميز إفجيني‎ 
Residual vector, 445, 454 متجه البواقي‎ 
Reverse shooting method, 647 طريقة الامتداد المعكوس‎ 
Rhind papyrus, 69 راد بابيروس‎ 
Richardson’s extrapolation, 179, 660, استكمال ريشاردسون الخارجي667‎ 
Richardson’s method, 707 طريقة ريشاردسون‎ 
Riemann, George, 8 ريمانء جورج‎ 
Riemann integral, 7 تكامل ريمان‎ 
Robertson, Ed Ud, XV روبرتسون« إدموند الرابع عشر‎ 
Rolle, Michel, 4 رولي« ميشيل‎ 
Rolle’s Theorem, 4 نظرية رولي‎ 
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خوارزمية رومبرج 209 Romberg Algorithm,‏ 
تحوطات 211 cautious,‏ 
رومبرج» ورند 207 Romberg, Werner,‏ 
تافل Romberg integration, 207 gı‏ 
شرط جذري 331 Root condition,‏ 
معادلات الجذور 010201015 Roots of‏ 
طريقة المنقسم 46 bisection method,‏ 
المعقدة 91 complex,‏ 
التقارب التكعيبي 83 cubic convergence,‏ 
تعريف 46 definition,‏ 
طريقة الموقع الخاطئ 69 method of false position,‏ 
خوارزمية مولر 93 Miüller’s Algorithm,‏ 
طريقة مولر 92 Müller’s method,‏ 
مضاعف 79 multiple,‏ 
طريقة نيوتن 63 Newton’s method,‏ 
طريقة نيوتن للأنظية 609 Newton’s method for Sy5tes,‏ 
طريقة القاطع 68 Secant method,‏ 
بسيط 79 simple,‏ 
جذور الدالات Roots of functi0nS‏ 
معقد 91 complex,‏ 
مصفوفة تدوير 583 Rotation matrix,‏ 
خطأ التدوير 178 ,174 ,19 ,17 Round-off error,‏ 
حساب التدوير 19 Rounding arithmetic,‏ 
فى مابل 21 in Maple,‏ 
متجه مك 348 Row vector,‏ 
مسألة بطة رودي 149 Ruddy duck problem,‏ 
روفيني› باولو 88 Ruffini, Paolo,‏ 
رونج» كارلي 273 Runge, Carle,‏ 
خوارزمية رونج- کوتا - فيهلبرج 
Runge-Kutta-Fehlberg Algorithm, 287‏ 
طريقة رونج- كوتا - فيهلبرج 
Runge-Kutta-Fehlberg method, 285, 3‏ 
طريقة رونج- كوتا ¬ مرسون 343 Runge-Kutta-Merson method,‏ 
طريقة رونج- كوتا 273 Runge-Kutta method,‏ 
خطأ تقلص محلي 279 local truncation error,‏ 
خوارزمية طريقة رونج- كوتا لأنظمة معادلات تفاضلية 
Runge-Kutta Method for Systems of‏ 
Differential Equations Algorithm, 316‏ 
خوارزمية رونج-كوتا من الرتبة الرابعة 
Runge-Kutta Order Four Algorithm, 278‏ 
طريقة رونج-كوتا من الرتبة الرابعة 
Runge-Kutta order four method, 278‏ 
طريقة رونج-كوتا من الرتبة الثانية 
Runge-Kutta order two method, 277‏ 
طريقة رونج-كوتا- فرنر 343 ,289 Runge-Kutta-Verner method,‏ 
ضرب الثابت 370 Scalar product,‏ 
تمحور عمود موزون» انظر تمحور جزئي موزون 
Scaled-column pivoting, see Scaled partial pivoting‏ 
تمحور جزئي موزون 363 Scaled partial pivoting,‏ 
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operation counts, 367 عد العمليات‎ 
Scaling factor, 160 عامل الوزن‎ 
Schmidt, Erhard, 500 شمدت. إرهارد‎ 
Schoenberg, Isaac, 138, 677 سشونبرڄ › إسحق‎ 
Schur, Issai, 522 سشورء إزاي‎ 
Schur’s Theorem, 552 نظرية سشور‎ 
Schwarz, Hermann, 420 سشيوارز« هرمان‎ 
Search directi0n, 465 اتجاه البحث‎ 
Secant Algorithm, 68 خوارزمية‎ 
Secant method طريقة القاطع‎ 

definition, 68 تعريف‎ 

لمسألة القيمة الحدية اللاخطية 

for nonlinear boundary-value problem, 651 

order of cOnVerge nce, 83 رتبة التقارب‎ 

for stiff equations, 339 للمعادلات الصارمة‎ 
Seidel, Phillip, 440 سيدل. فيليب‎ 
Sequence متتالية‎ 

Fib0 "ac, 38 فايبنوشي‎ 

limit of, 3, 422 نهاية‎ 
Series سلسلة‎ 

Fourier, 524 فوريير‎ 

harmonic, 38 هارمونك‎ 

Maclaurin, 10 ماكلورين‎ 

Taylor, 10 تايلور‎ 
Set, convex, 251 مجموعة. محدبة‎ 
Sherman-Morrison Theorem, 619 نظرية شرمان-موريسون‎ 
Shooting method طريقة القذف‎ 

linear equation, 644 معادلة خطية‎ 

nonlinear equation, 649 معادلة لاخطية‎ 
Significant digits, 20 أعشار معنوية‎ 
Significant figures, 20 أرقام معنوية‎ 
Signum function, 50 دالة سجنم‎ 
Silver plate problem, 699, 735 مسألة الصفيحة الفضية‎ 
Similar matrices, 551 مصفوفات مماثلة‎ 
Similarity transformation, 552 تحويل مماثلة‎ 
Simple root, 79 جذر بسيط‎ 
Simple zero, 79 صفر بسيط‎ 
Simpson, Thomas, 190 سمبسون« توماس‎ 
Simpson’s composite rule, 199 قاعدة سمبسون المركبة‎ 
Simpson’s Double Integral Algorithm, 233 خوارزمية سمبسون للتكامل الثنائي‎ 
Simpson’s method, 300 طريقة سمبسون‎ 
Simpson’s rule, 190, 192 طريقة سمبسون‎ 

adaptive, 213 تكيفية‎ 

composite, 199 مركبة‎ 

حد الخطأ 192 error term,‏ 
قاعدة سميسون للثلاثة أثمان 193 Simpson’s three-eighths rule,‏ 
مصفوفة مفردة غير قابلة للانعكاس 374 Singular ^ari,‏ 
حال الانفرادية 241 Singularity,‏ 
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SLAP, 0‏ 
خوارزمية SOR Algorithm, 449 SOR‏ 
طريقة SOR method SOR‏ 

definition, 446 تعريف‎ 

in heat equation, 704 في معادلة الحرارة‎ 

في معادلة بواسون 696 in Poisson equation,‏ 
مصفوفة سبارس 417 Sparse matrix,‏ 
برامج الغرض الخاص 38 Special-purpose software,‏ 
نصف القطر الطيفي 72011015 Spectra1‏ 

definition, 432 تعريف‎ 

علاقته بالتقارب 435 Telati0n 0 C01V€Iğ€ "Ce,‏ 
مسألة السرعة والمسافة 156 ,137 Speed and distance problem,‏ 
مسألة عثة أبو البول 624 Sphinx moth problem,‏ 
انتشار المرض المعدي 290 Spread of contagious disease,‏ 
مسألة كتلة اللولب 219 Spring-mass problem,‏ 
مصفوقة ا 372 Square matrix,‏ 
الاستقرارية. خطأ التدوير 203 Stability, round-off error,‏ 
أساليب استقرارية القيمة الابتدائية 
Stability ofi nitial-value techniques, 5‏ 
خوارزمية مستقرة 32 , Stable algorithm‏ 
طريقة مستقرة 326 ,203 Stable method,‏ 
توزيع الحرارة بحالة الثبات 687 Steady state heat distriDuti0,‏ 
حل حالة الثبات 335 Steady state soluiOn,‏ 
خوارزمية الانحدار العميق 628 Steepest Descent Algorithm,‏ 
طريقة الانحدار العميق 624 ,466 Steepest descent method,‏ 
ستيفنسن« جوهان 85 Steffensen, Johan,‏ 
خوارزمية ستيفنسن 85 Steffensen’s Algorithm,‏ 
تقارب تربيعي طريقة ستيفنسن 
quadratic convergence, 84 Steffensen’s method‏ 
نظرية ستين روسنبرج 444 Stein Rosenberg Theorem,‏ 
سعة الخطوة 257 ,5126 Step‏ 
معادلة تفاضلية صارمة 335 ,nصeqUati0 Stiff differential‏ 
سترلنك› جيمس 513 ,125 Stirling, James,‏ 
معادلة سترلنك 125 Stirling’s formula,‏ 
معادلة القياس المتكافئ 282 Stoichiometric equation,‏ 
مصفوفة مهيمنة القطرية بشدة 
Strictly diagonally dominant matrix, 398, 704, 708‏ 
طريقة ثابتة بقوة 331 Strongly stable method,‏ 
نظام سترم- ليوفيل 547 Sturm-Liouville system,‏ 
مصفوفة جزئية <5115128)11 

definition, 384 تعريف‎ 

leading principal, 402 الأساس المتقدم‎ 
طريقة النجاح فوق - الاسترخاء‎ 
Successive over-relaxation (SOR) method, 446 
Superlinear convergence, 87, 617 تقارب خطى عالٍ‎ 
Surface area problem, 240 السطحية‎ E E 
Symmetric matrix, 378 مصفوفة متماثلة‎ 
خوارزمية طريقة القوة المتماثلة‎ 
Symmetric Power Method Algorithm, 2 
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Synthetic division, 89 تقسيم اصطناعي‎ 
System of differential equations, 250, 313 نظام المعادلات التفاضلية‎ 
System of linear equations, 346 نظام المعادلات الخطية‎ 
System of nonlinear equations, 598 نظام المعادلات اللاخطية‎ 
Taconite problem, 493 مسألة تاكونايت‎ 
Taylor, Brook, 10 تايلور« الغدير‎ 
طريقة تايلور لمسألة القيمة الابتدائية‎ 
Taylor method for initial-value problem, 266 
Taylor polynomial كثيرة حدود تايلور‎ 

of one variable, 10, 102 لتغير واحد‎ 

of two variables, 273 لتغيرين‎ 
Taylor series, 10 سلسلة تايلور‎ 
Taylor’s 1126016132 نظرية تايلور‎ 

متغير متعدد 273 ,72218616 multiple‏ 

متغير متفرد 0 single variable,‏ 
الحرارة فى مسألة الأسطوانة 712 Temperature in a cylinder problem,‏ 
قالب 480 Templates,‏ 
مسألة عربات تيران 74 Terrain vehicles problem,‏ 
معادلة اختبار 335 Test equation,‏ 
معادلة الثلاث نقاط 172 ,101121112 Three-point‏ 
تمحور كلي 368 Total pivoting,‏ 
مصفوفة تحويل 12221172 Transformation‏ 

جاوسي 389 Gaussian,‏ 
تماثل التحويل 2 Transformation similarity,‏ 
حل ترانساينت 335 ,501110108 Transient‏ 
مسألة خط النقل 720 ,689 Transmission line problem,‏ 
حقائق التبديل 378 Transpose facs‏ 
مصفوفة التبديل 378 Transpose ari,‏ 
طريقة شبه المنحرف 338 Trapezoidal method,‏ 
قاعدة شبه المنحرف 192 ,188 Trapezoidal rule,‏ 

adaptive, 219 المتبنية‎ 

composite, 200 المركبة‎ 

error term, 192 حد الخطأ‎ 

استكمال خارجي 209 extrapolation,‏ 
شبه المنحرف مع خوارزمية إعادة نيوتن 
Trapezoidal with Newton Iteration Algorithm, 339‏ 
نظام مثلثي للمعادلات 350 ,347 ,21085 نالو Triangular system of‏ 
مصفوفة ثلاثية الأقطار 708 ,704 Tridiagonal matrix,‏ 

definition, 407 تعريف‎ 

الاختزال إلى 574 reduction to,‏ 
استكمال داخلي مثلثاتي 165 Trigonometric interpolation,‏ 
تقريب كثيرة حدود مثلثاتية 
Trigonometric polynomial approximation, 523, 524‏ 
تكامل ثلاٹی 236 Triple integral,‏ 
مسألة الحوض 52 Trough problem,‏ 





Truncation error, 10 خطأ القطع‎ 

توكيء جي دبليو 524 ,./77 .1 uke,‏ 1 

مسألة القيمة الحدية بنقطتين 

Two-point boundary-value problem, 642 


2 الفهرس 


ثابت لاشرطي 6 ,703 Unconditionally stable,‏ 
طريقة دون الاسترخاء 446 Under-relaxation method,‏ 
دون التدفق 18 Underflow,‏ 
مصفوفة ذات الوحدة 552 Unitary matrix,‏ 
خوارزمية لامستقرة 32 Unstable algorithm,‏ 
الطريقة اللامستقرة 331 ,175 Unstable method,‏ 
مصفوفة هسنبرج العليا 590 ,581 Upper Hessenberg matrix,‏ 
مصفوفة مثلثية عليا 388 ,373 Upper triangular matrix,‏ 
معادلة فان دير بول 655 Van der Pol equati0n,‏ 
طريقة متعددة الخطوات بسعة خطوة متغيرة 
Variable step-size multistep method, 302‏ 
صفة التغاير 669 Variational property,‏ 
متجه VectOr‏ 

قياس 1! ل 427 ,01 norm‏ ,1 

la norm of, 419 قياس 12 ر‎ 





قياس .1 ل 419 ,01 norm‏ .1 
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ول وزارة التعلية العال في المملكة العربية السعودية اهتماما بالقا بسدية المجتفع؛ حك 
تسعى جاهدة إلى توفير بيئّة محفزة على الابتكار. قادرة على الإسهام في التحول إلى مجتمع 
المعرفة: وتعزيز التنمية المستدامة. 


ويأتي مشروع وزارة التعليم العالي لترجمة الكتب المتخصصة في مرحلته الثانية ضمن 
سلسلة من مختلف التخصصات العلمية. يتم فيها ترجمة نخبة من المقررات الجامعية 
العالمية: من قبل فرق أكاديمية متخصصة؛ إسهاماً في تلبية احتياجات الطلاب والباحثين 
في جميع فروع المعرفة؛ والعلوم الحديثة على وجه الخصوص. وفق قائمة أولويات واضحة 
للاحتياجات الراهنة والمستقبلية. وتعد المرحلة الثانية استكمالاً للمرحلة الأولى التي ركزت 
على (ترجمة كتب التطوير الآكاديمي). فتناولت تطوير العملية لك وتطوير النظام 
الإداري؛ وصدر منها أكثر من (17) كتابا 


وتعتمد الوزارة كثيرا من المعابير المحكمة فى اختيار الكتب للثر جمة؛ من بينها أن تكرن 
الكتب قد حازت قبولاً وانتشاراً في المؤسسات الجامعية ذات الشهرة العالمية. إضافة إلى 
إثراتها المحتوى العربي؛ كونها مراجع أساسية تخدم مختلف التخصصات: ويّراعى فيها أن 
تتلاءم مع ما يدرس في جامعاتنا؛ لتكون متاحة للطلبة والباحثين في جامعات المملكة العربية 
السعودية خاصة. وفي العالم العربي عامةء وترفد الطلاب بمراجع لا غنى عنها في المعرفة؛ 
وتسهم في تمزيز التواصل الحضاري والثقافي ونقل المعرفة. 
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